SR 南京 大 学 大 理科 从 书 


近代 应 用 数学 基础 


苏 维 宜 著 


清华 大 学 出 版 社 


南京 大 学 大 理科 丛书 


近代 应 用 数学 基础 


苏 维 宜 著 


清华 大 学 出 版 社 
北京 


内 容 简 介 


本 书 结合 例题 ,系统 地 介绍 集合 论 、 近 世代 数 、 点 集 拓扑 、 泛 函 分 析 , 分 布 理 论 、 微 分 几何 等 近代 应 用 数 
学 的 基本 内 容 及 其 在 自然 科学 研究 中 的 应 用 。 书 中 强调 对 近代 数学 概念 的 理解 和 对 重要 论证 方法 的 思路 
分 析 , 以 帮助 读者 掌握 数学 推理 的 基本 思维 方法 ,学 会 把 近代 应 用 数学 中 的 重要 定理 和 方法 应 用 到 本 专业 
的 具体 问题 中 去 。 

本 书 可 作为 物理 、 天 文 、 化 学 、 地 学 生物、 计算 机 等 专业 学 习 相 关 课 程 的 教材 或 参考 书 ,也 可 供 相关 领 
域 科研 人 员 阅 读 参考 。 


版 权 所 有 ,侵权 必 究 。 侵 权 举 报 电话 : 010-62782989 13701t21983 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


近代 应 用 数学 基础 / 苏 维 宜 著 . -- 北 京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2015 
(南京 大 学 大 理科 丛书 ) 
ISBN 978-7-302-33820-8 


I. @ 近 … 工 . @ 苏 … 于 . @ 应 用 数学 N. OO29 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2013) 第 212252 号 


责任 编辑 : 石 大 陈 明 
封面 设计 : 
责任 校对 : 刘 玉 霞 

责任 印 制 : 


出 版 发 行 : 清华 大 学 出 版 社 
网 址 : http://www. tup. com. cn, http://www. wqbook. com 
地 址 : 北京 清华 大 学 学 研 大 厦 A 座 邮 编 : 100084 
社 总 机 : 010-62770175 邮购 : 010-62786544 
投稿 与 读者 服务 : 010-62776969 ，c-service@tup. tsinghua. edu. cn 
质量 反馈 : 010-62772015 ，zhiliang@tup. tsinghua. edu. cn 


印 刷 者 : 

装 订 者 : 

经 销 : 全 国 新 华 书店 

开 本 : 185mmX260mm  ” 印 张 : 22 字 数 : 489 千 字 

版 ”次 : 2015 年 4 月 第 1 版 印 ”次 : 2015 年 4 月 第 1 次 印刷 
印 数 : 1 一 000 

定 价 : .00 元 


产品 编号 : 050950-01 


南京 大 学 大 理科 丛书 
总 序 


南京 大 学 从 1989 年 起 实施 大 理科 培养 模式 。 实 施 的 平台 从 基础 学 科教 学 强化 部 .基础 
学 科教 育 学 院 到 学 院 命名 为 匡 亚 明 学 院 ,规模 不 断 扩 大 。 在 这 种 模式 下 , 主 修 数学 和 理科 不 
同一 级 学 科 ( 物 理 、 化 学 .天文 .地 质地 理 、. 生 物 ) 的 学 生 混合 组 班 ,构成 了 特殊 的 氛围 。 我 们 
强调 以 学 生 为 中 心 ,实行 学 生 自 主 选择 学 科 方 向 的 举措 ,多 次 选择 .逐步 到 位 ”, 为 学 生 的 个 
性 化 发 展 提供 了 基本 条 件 。 学 生 比 在 一 般 按 学 科 设 置 的 院 系 中 有 更 多 的 选择 。 学 生 可 以 自 
行 决定 是 否 选择 学 科 交 叉 以 及 交叉 的 程度 等 。 有 相当 数量 的 学 生 自行 设计 成 才 之 路 ,这 是 
一 种 近乎 理想 的 境界 。 

高 等 学 校 理科 人 才 培 养 历 来 采取 ”* 按 学 科 设 系 ” 的 格局 ,这 几乎 成 为 一 种 传统 。20 世纪 
50 年 代 以 后 又 出 现 了 “专业 ”“ 专 门 化 ”。 这 两 种 做 法 与 自然 科学 本 身 发 展 的 趋势 有 密切 的 
关系 。 随 着 人 们 对 自然 的 认识 逐步 深入 ,各 学 科 及 分 支 学 科 逐 步 建立 ,在 每 个 学 科 领 域 又 层 
层 深 入 、 越 分 越 细 。 还 原 论 的 观点 是 发 展 过 程 的 基本 指导 原则 。 然 而 在 解释 自然 现象 的 过 
程 中 却 时 不 时 需要 某 种 “综合 ”、 多 个 学 科 或 学 科 分 支 的 配合 , 毕 竞 自 然 现象 错综复杂 ,并 不 
是 按照 人 们 的 意志 分 门 别 类 地 发 生 。 逐 渐 人 们 开始 关注 学 科 间 的 交叉 融合、 综合 以 及 自 下 
层 向 上 层 的 演 生 现象 并 形成 相应 理论 。 关 于 演 生 论 请 看 物理 学 家 对 于 物理 学 领域 的 
评论 2?: 

“在 物理 学 过 去 的 发 展 历史 中 ,还 原 论 的 观点 一 直 是 物理 学 工作 者 进行 研究 的 最 基本 的 
指导 原则 。 它 对 整个 学 科 的 发 展 起 到 了 巨大 的 推动 作用 ,并 取得 了 辉煌 的 成 就 。 但 是 ,以 还 
原 论 为 基础 来 研究 和 讨论 复杂 系统 的 合作 现象 时 , 却 遇 到 了 前 所 未 有 的 挑战 ,从 而 使 演 生 论 
的 思想 孕育 而 生 , 并 成 为 当今 物理 学 研究 的 重要 指导 原则 。” 

而 学 科 交 叉 早 在 20 世纪 50 年 代 就 取得 了 令 人 瞩目 的 成 绩 , 例 如 , 华 生 和 克 里 克 (J，D. 
Watson,F. 再 .Crick) 的 合作 导致 了 20 世纪 生命 科学 的 最 伟大 的 成 就 : DNA 的 双 螺 旋 结 
构 。 随 着 时 代 的 进步 ,学 科 交叉 出 现 了 两 个 明显 的 特征 : 大 规模 团队 作业 和 个 人 知识 结构 
的 丰富 。1997 年 物理 学 诺 贝尔 奖 得 主 朱棣 文 领导 了 Biox 这 样 的 项 目 , 而 在 第 4 届 世 界 华 
人 物理 学 家 大 会 (Oversea Chinese Physicists Association 4) 上 他 作 的 报告 是 “What can 
physics say about life?” 这 似乎 彰显 个 人 知识 出 现 学 科 交 叉 的 魅力 。 为 这 样 的 人 才 或 对 人 
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才 的 这 种 知识 结构 的 需求 提供 机 会 和 环境 是 顺应 时 代 的 要 求 。 大 理科 模式 的 20 年 实践 初 
步 证 明了 这 种 选择 是 合 时 宜 的 。 

本 套 从 书 涵盖 了 大 理科 培养 平台 上 所 用 的 自行 撰写 的 教材 ,包括 数学 和 相关 的 自然 科 
学 。 其 中 既 有 用 于 拓宽 类 的 课程 ,如 非 生物 学 科 的 大 学 生物 学 ,数理 类 的 大 学 化 学 ,化 学 生 
物 类 的 理论 物理 、 数 理 方法 ,数理 类 非 天 文学 科 的 大 学 天 文学 ,以 及 化 学 生物 类 和 数理 类 的 
物理 实验 、 化 学 实验 等 ; 也 有 用 于 提升 类 的 课程 : 把 传统 的 外 系 课程 提升 到 交叉 学 科 课程 。 
教材 既 能 满足 传统 的 单纯 学 科 方向 的 需要 ,又 可 供 交 叉 选 课 采 用 。 尽 管 当 前 传统 型 人 才 培 
养 还 是 主流 ,但 越 来 越 多 的 人 已 经 开始 关注 学 科 交 叉 的 知识 结构 。 和 希望 本 套 丛 书 能 够 为 有 
志 于 从 事 学 科 交叉 的 尝试 提供 参考 。 

教材 的 学 术 性 先进 性 是 我 们 重点 关注 的 。 除 了 提供 物质 基础 让 学 生 通 过 选课 构建 交 
叉 的 知识 结构 外 ,丛书 的 作者 也 在 教材 内 注意 相关 学 科 、` 相 邻 学 科 的 链接 ,也 在 不 同 程度 上 
注意 物质 世界 层次 间 还 原 和 演 生 的 关系 。 至 于 学 术 层面 深度 融合 的 方面 虽然 出 现 了 一 些 成 
果 , 但 在 教育 层面 还 无 法 完全 同步 ,需要 时 间 研 究 酝酿 和 采纳 。 

本 套 丛 书 由 清华 大 学 出 版 社 出 版 发 行 。 各 书 均 经 教学 实践 检验 , 先 成 先 出 ,相对 独立 ， 
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21 世纪 飞速 发 展 的 科学 技术 与 人 类 的 生产 实践 ,对 科技 人 员 的 素质 、 知 识 与 能 力 提出 
了 新 的 要 求 。 自 然 科学 ,社会 科学 等 各 个 领域 中 的 从 业者 ,在 数学 思维 水 平 ,数学 科学 知识 、 
数学 应 用 能 力 方 面 所 具备 的 基础 ,也 达到 了 前 所 未 有 的 高 度 。 高 等 数学 远 远 不 能 满足 新 的 
需求 ,近代 数学 的 思维 、 概 念 、 理 论 方法 已 经 悄然 渗透 ,由 高 端 变 为 基础 ,由 理论 变 为 现实 ， 
由 指导 性 的 方向 变 为 科学 中 的 实践 。 于 是 , 继 高 等 数学 之 后 ,一 本 介绍 近代 应 用 数学 的 教程 
编写 迫在眉睫 。 

近代 数学 所 包含 的 范围 之 广 , 知 识 面 之 宽 , 内 容 之 深 , 非 简 单 几 句 话 所 能 概括 。 为 了 给 
自然 科学 的 主体 类 (如 物理 学 ,天文 学、 化 学 .计算 机 科学 、 地 球 科学 .生命 科学 等 ) 的 学 生 准 
备 必要 的 近代 数学 知识 ,南京 大 学 在 20 世纪 90 年 代 , 首 先 在 基础 学 科教 学 强化 部 开设 了 继 
高 等 数学 之 后 的 半年 近代 数学 的 课程 ,但 未 正式 命名 ,而 是 作为 高 等 数学 的 第 四 个 学 期 而 设 
置 的 , 周 学 时 为 5 的 必修 课 。 其 内 容 涵盖 勒 贝 格 积分 、 微 分 几何 等 ,使 学 生 受 益 菲 浅 。 

随 着 教学 改革 的 深入 和 新 世纪 的 到 来 ,我 们 把 勒 贝 格 积分 编写 到 高 等 数学 教程 中 ,把 非 
数学 类 学 生 所 需 的 近代 数学 知识 集中 在 一 起 ,从 2006 年 开始 编写 教材 ,2007 年 .2009 年 两 
次 印 制 成 讲义 ,并 在 南京 大 学 匡 亚 明 学 院 开设 了 为 时 半年 的 近代 应 用 数学 课程 ,这 就 是 本 书 
的 雏形 。 对 于 匡 亚 明 学 院 的 理科 强化 部 ,物理 .天 文 类 的 学 生 ,我 们 采用 边 教 边 修改 教学 内 
容 的 方式 ,逐步 完善 而 成 为 目前 的 书稿 。 

本 书 的 内 容 安排 如 下 : 

第 1 章 介绍 集合 论 与 近世 代数 基础 。 在 集合 论 部 分 ,包括 集合 的 概念 、 集 合 的 运算 与 集 
合 的 重要 性 质 ; 关于 近世 代数 部 分 ,重点 放 在 群 的 结构 上 。 特 别 强调 如 何 由 已 知 的 群生 成 
新 的 群 ( 子 群 积 群 商 群 ) ,以 及 这 些 新 生 群 的 运算 结构 。 通 过 生成 新 群 的 思路 ,显示 出 近代 
应 用 数学 的 思维 方法 ,这 在 本 课程 中 是 重 中 之 重 。 

第 2 章 是 线性 空间 与 线性 变换 。 一 方面 是 高 等 数学 中 线性 代数 的 继续 , 另 一 方面 是 近 
世 线性 代数 所 涵盖 的 一 部 分 数学 基础 ,涉及 正 交 几何 与 辛 几何 的 结构 ,这 在 近代 数学 .近代 物 
理 与 天 文学 中 都 起 着 重要 作用 。 此 外 ,从 线性 算 子 空间 的 高 度 , 进 一 步 认识 线性 空间 与 线性 变 
换 ; 从 多 重 线性 代数 的 角度 认识 张 量 空间 等 ,都 为 学 生理 解 与 应 用 近代 数学 打下 坚实 的 基础 。 

第 3 章 集 中 介绍 点 集 拓扑 知识 。 集 合 的 拓扑 结构 与 集合 的 运算 结构 相 平 行 ,共同 构成 
近代 数学 对 集合 的 重要 处 理 方式 ,也 是 近代 数学 的 重要 思维 方法 之 一 。 具 有 拓扑 结构 的 集 
合 称 为 拓扑 空间 。 拓 扑 的 概念 来 自 实践 ,来 自 欧 氏 空间 ,但 它 高 度 抽象 ,不 仅 蕴含 了 精致 的 
数学 思维 ,而 且 成 为 近代 应 用 数学 中 必 不 可 少 的 重要 概念 之 一 。 这 里 也 要 特别 强调 两 点 : 
一 是 如 何 从 已 知 的 拓扑 空间 生成 新 的 空间 ( 子 空间 、 积 空间 、 商 空间 ) ,这些 新 生 空间 的 拓扑 
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结构 ,是 读者 应 当 注 意 的 重点 ; 二 是 空间 上 的 连续 映射 与 空间 的 紧 性 ,请 读者 特别 注意 它们 
的 意义 与 作用 。 

第 4 章 是 泛 函 分 析 基 础 。 近 代 科 学 读物 中 常常 见 到 的 度量 空间 、Banach 空间 、Hilbert 
空间 等 ,在 本 章 中 不 仅 给 出 确切 的 定义 :而 且 给 出 它们 的 重要 性 质 。 由 于 近代 数学 有 高 度 的 
抽象 性 ,许多 定理 与 性 质 的 证 明 都 具有 清晰 的 思路 与 巧妙 的 方法 ,这 不 是 我 们 在 近代 数学 基 
础 中 所 要 强调 的 。 但 是 对 于 一 些 具有 代表 性 的 证 明 ,例如 度量 空间 的 完备 化 定理 \ 开 映射 定 
理 、 共 鸣 定 理 等 ,我 们 仍 不 惜 用 较 多 的 篇 幅 给 出 ,是 因为 这 些 证 明 中 包含 了 丰富 的 近代 数学 
思想 。 泛 函 分 析 中 的 算 子 理论 部 分 ,特别 是 关于 算 子 序列 的 收敛 性 ,也 作 了 重点 介绍 。 线 性 
泛 函 部 分 则 详细 介绍 了 共 斩 空 间 与 共 斩 算 子 。 

第 5 章 是 分 布 理 论 , 包 含 了 Fourier 变换 的 完整 内 容 及 其 近代 的 发 展 一 一 小 波 变换 。 
从 L?(R") (CI 过 pp 过 2) 的 Fourier 变换 、Schwartz 函数 的 Fourier 变换 ,到 Schwartz 分 布 的 
Fourier 变换 ,详细 介绍 了 它们 的 定义 ,性 质 与 关系 。Fourier 变换 在 近代 科学 技术 中 的 作用 
址 良 置 疑 。 数 学 家 在 20 世纪 中 叶 为 Fourier 分 析 葛 定 了 新 的 基础 一 一 分 布 理 论 。 从 分 布 
理论 的 高 度 重新 认识 Fourier 变换 ,以 近代 数学 的 观点 与 思维 对 待 科 学 研究 的 对 象 , 对 每 一 
个 科学 研究 者 至 关 重 要 。 和 希望 本 章 能 起 到 这 个 作用 。 

第 6 章 是 流 形 上 的 微 积分 ,重点 介绍 了 光滑 流 形 , 余 切 空间 、 切 空间 的 引入 , 流 形 上 的 微 
分 与 积分 的 定义 及 运算 ,并 以 三 维 欧 氏 空间 作为 辅助 模型 ,给 出 各 种 应 用 举例 。 在 概念 方 
面 ,本 章 具 有 高 度 的 抽象 性 , 仅 从 定义 去 理解 ,有 相当 大 的 难度 。 因 此 ,本 章 是 本 书 的 难点 部 
分 。 我 们 按照 数学 大 师 陈 省 身 先 生 引进 微分 流 形 的 思路 编写 了 本 章 的 内 容 , 力 图 使 读者 从 
实际 的 三 维 空间 出 发 去 进行 一 般 情 形 的 抽象 。 期 望 读者 能 领会 从 特殊 到 一 般 、 从 具体 到 抽 
象 从 有 限 到 无 限 . 从 理论 到 应 用 的 学 习 方 法 ,从 而 体会 近代 应 用 数学 的 真 详 。 

第 7 章 的 补充 知识 ,包含 了 近代 应 用 数学 中 常用 的 方法 ,如 变 分 方法 ; 常用 的 定理 ,如 
Banach 空间 中 的 Stone-Weierstrass 定理 、 隐 上 映射 定理 、. 逆 映射 定理 、 不 动 点 原理 ; 还 有 常用 
的 概念 ,如 Haar 积分 的 概念 。 

本 书 所 选用 的 知识 载体 跨度 较 大 ,几乎 包含 了 非 数 学 类 自然 科学 领域 的 研究 工作 所 必 
备 的 近代 应 用 数学 知识 。 在 数 年 . 数 次 的 教学 实践 中 ,我 们 还 着 力 于 教学 手段 的 改革 ,尽力 
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第 { 章 
一 一 —、 集合 与 集合 的 运算 结构 


合 论 是 近代 数学 的 基础 ,我 们 从 学 习 集 合 论 的 基本 知识 开始 . 首先 列 出 一 张 框图 . 


| 
集合 的 关系 、 运 算 
| 


集合 的 关系 集合 的 运算 
包含 相交 相等 并 交 差 nl 积 
常用 数 集 集合 运算 规律 (8 条 ) 
正 整数 集 入 到 全 有 理 数 集 i 复数 集 


集合 的 势 ，No、 AN 


集合 之 间 的 映射 


映射 满 身 单身 
| T 
定义 域 值 域 。 对 应 关系 -一 映射 、 逆 映射 
| 
像 集 、 逆 像 集 


1.1 集合 及 其 运算 


集合 论 是 19 世纪 后 期 由 德国 数学 家 G. Cantor 创立 的 ,经 过 一 个 多 世纪 ,已 经 发 展 成 
为 一 个 重要 的 数学 分 支 ; 同时 ,也 已 经 渗透 到 数学 科学 的 各 个 领域 ,有 大 量 的 学 术 论文 与 专 


著 可 供 参 考 . 这 里 仅 介 绍 集合 论 的 基本 知识 . 本 章 主 要 参考 文献 为 [1],[2]. 


1.1.1 集合 


一 个 重要 的 数学 思维 方法 是 : 把 研究 对 象 按 照 一 定 的 性 质 分 成 各 种 类 型 进行 研究 ,分 
在 同一 类 型 中 的 对 象 具 有 共同 的 性 质 ,因此 不 需 一 个 一 个 地 考虑 ,而 是 按 类 集中 ,这 样 更 能 
使 我 们 了 解 一 类 事物 的 本 质 . 例如 ,把 全 体 有 理 数 归 为 一 类 , 称 为 有 理 数 集 , 记 为 


Q- {r= fu€ ZpeZ), 


其 中 Z = 二 {…, 一 2, 一 1,0,1,2,…) 为 整数 的 全 体 ,Zt+ 二 {1,2,…} 为 正 整数 的 全 体 . 
又 如 ,在 区 间 [a,b] 上 连续 函数 的 全 体 , 称 为 [a,5] 上 的 连续 函数 集 , 记 为 
Cl[a,6b]) = {f:[a,6] 一 民 ,f(zx) 是 [a,6] 上 的 连续 函数 ); 
[a,6] 上 具有 一 阶 连续 导数 的 连续 函数 的 全 体 , 称 为 [4,6] 上 一 阶 连续 可 导 函 数 集 , 记 为 
CL[a,b)]) = {fx) :La,b) — R,f(x),f (x) € CLa,b])}. 
一 般 地 ,把 具有 一 定性 质 的 对 象 的 全 体 称 为 一 个 集合 (set) (也 简称 集 ). 集合 通常 用 大 
写 英文 字母 A,B,… 或 X,Y,… 表 示 . 集中 的 对 象 称 为 元 素 (element) (也 简称 元 ) ,一 般 用 小 
写 英文 字母 a,6,… 或 +,y,… 表 示 . 
车 a 是 A 的 元 , 便 记 为 a€E A; 车 a 不 是 A 的 元 , 记 为 a& A. 
集合 是 一 个 非常 有 用 的 概念 ,更 是 很 有 用 的 数学 工具 ,因为 无 论 自然 科学 还 是 社会 科 
学 、 人 文科 学 ,所 研究 的 都 是 具有 一 定性 质 的 对 象 , 引 进 集合 来 描述 这 些 对 象 , 更 便于 用 数学 
思维 方法 处 理 问 题 . 


1. 常用 的 数 集 

正 整数 集 (positive number set) Z+ 一 {z:z 一 1,2.3.…)}， 
自然 数 集 (natural number set) N 一 {z:7z 一 0,1,2,3,…)}， 
整数 集 (integer set) Z 一 {z:z 一 0, 土 1, 士 2,…)， 

有 理 数 集 (rational number set) Q 一 {z:2=£ ,02 iBEZT } 
实数 集 (real number set) 及 一 {z:z 为 实数 }， 

复数 集 (complex number set) C 一 {=:z 一 4 十 ,apER ),i 一 V 一 1. 


2. 集合 之 间 的 关系 

包含 Cinclude) 设 A 与 B 为 两 个 集合 . 若 A 中 任 一 个 元 cEA 同时 也 属于 B. 即 x€ 
B, 则 称 A 含 于 B, 记 为 ASB. 或 称 B 包含 A, 记 为 B 汪 A, 并 称 A 为 B 的 子 集 (subset). 

若 A 含 于 也 ,但 A 产 B, 则 称 A 为 B 的 真子 集 (proper subset) , 记 为 ACB. 


例如 ,Z+CNCZCQCRCC . 
相等 (equal) 若 ASB, 且 BSCA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 为 A=B. 
例如 , {xEN :zx?=1)}={1}C{r€2Z :x?=1)={1, 一 1}. 


1.1.2 集合 的 运算 


1. 集合 的 并 ,交差 . 补 , 积 
空 集 (empty set) 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 纪 . 
例如 {zEN :z2: 一 一 1} 一 艺 , 但 是 {z=EC :x 二 一 1} 关 2. 
集合 的 并 集 (union set) 设 A 与 B 为 两 个 集合 . A 与 B 的 并 集 ( 图 1. 1. 1(a)) 定 义 为 
一 个 集合 ,其 中 的 元 素 或 者 属于 A, 或 者 属于 B. 记 为 
AUB= {zrz:z7€ A 或 x € B}. 
集合 的 交集 (intersection set) 设 A 与 已 为 两 个 集合 . A 与 B 的 交集 (图 1.1.1(b)) 定 
义 为 一 个 集合 ,其 中 的 元 素 既 属于 A ,又 属于 B. 记 为 
4AmB={(zrzreA 且 ze 了 DB). 
集合 的 差 集 (difference set) 设 A 与 已 为 两 个 集合 . A 与 B 的 差 集 (图 1.1.1(c)) 定 义 
为 一 个 集合 ,其 中 的 元 素 属于 A ,但 不 属于 B. 记 为 
A\B= {xz:X E ABzx ¢ B)}. 
集合 的 补 集 (complementary set) 设 X 是 基本 集合 ,ACX 为 其 子 集 . 称 差 集 X\A 为 
A 关于 基本 集合 X 的 补 集 (图 1.1.2(a)). 记 为 A 二 X\A, 或 @. 


(b) (9) 
1.1.1 集合 的 并 ,交差 


集合 的 积 集 (product set) 设 A 与 B 为 两 个 集合 . A 与 B 的 积 集 (图 1.1.2(b)) 定 义 
为 一 个 集合 , 记 为 
AXxB= 1{(z,):7€ A,y € B}. 
nn 个 集合 的 积 集 记 为 


TL = wh 一 和 而 交 w 而 世 而 态 = 让 no 剖 。 得 二 加 基 讶 
ji=1 
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无 限 多 个 集合 的 积 集 [[ A ,这 里 指标 集 A 可 以 是 可 数 集 ,如 | A, ,也 可 以 是 任意 集 . 
ME 人 


JEN 


图 1.1.2 集合 的 补 、 积 


2. 集合 的 运算 律 
(1) ANBCACAUB, AnBCBCAUB; (包含 律 ) 
(2) ANB=BNA, AUB=BUA; (交换 律 ) 
(3) AN(BNO=(ANBDNC, AU(BUC= (AUB) UC:; (结合 律 ) 
(4) AN(AUB)=AU(ANB)=A; (吸收 律 ) 
(5) AN(BUO=(ANBUANO, AU(BNO=(AUBD NAUO; (分 配 律 ) 
(6) gm)=A, ANMNB)=@UBG, AUB=@aNG. (对 合 律 ) 
还 可 以 考虑 有 限 多 个 集合 或 无 限 多 个 集合 的 并 集 与 交集 : 

La (Me 

jEA JEA 

这 里 指标 集 A 可 以 是 有 限 集 或 无 限 集 , 并 且 有 以 下 性 质 : 

manNn( Ua)=UYana,, aU (Ma,)= NM avua; 
(8) (Ua)=Na,, ds)= Ua (de Morgan 公式 ) 


1.1.3 集合 之 间 的 映射 


函数 是 高 等 数学 中 的 重要 概念 之 一 ,高 等 数学 中 函数 f 的 定义 域 Dy 是 实数 集 R 中 的 
集合 (一 元 函数 ) ,或 是 R" 中 的 集合 (多 元 函数 ); 值 域 Rj 总 是 在 R 中 . 然而 ,近代 科学 技术 
中 所 过 到 的 量 的 变化 范围 . 量 与 量 的 关系 远 远 超出 了 欧 氏 空间 RR 与 R*". 因此 ,在 集合 上 引进 


“对 应 关系 ”, 以 刻画 变量 之 间 的 关系 ,也 就 是 必然 的 了 . 


1. 映射 


定义 1.1.1( 对 应 关系 ) 设 X,Y 为 两 个 集合 (可 以 相同 ,也 可 不 同 ). 对 于 给 定 的 两 个 
子 集 ASX,BSY, 如 果 有 一 个 对 应 关系 (corresponding relation), 记 为 f: A 一 B, 使 得 对 每 


1.1 集合 及 其 运算 


一 个 zxEA, 有 惟一 的 (unique)yE 忆 与 之 对 应 , 记 为 y 一 F(z), 则 称 f:A 一 B 为 A 到 B 的 映 
射 (mapping) ,或 变换 (transform) ,或 算 子 (operator). 称 A 为 的 定义 域 (domain), 记 为 
全 ; 称 BB 为 f 的 值 域 (range), 记 为 骂 称 f(A)= 二 {f(z):7EA)SB 为 了 的 像 集 (image 
set) , 记 为 iIm(f) 二 f(A); 对 子 集 CCB, 称 集 f1(C)= 一 {IEA:f(x)EC}CA 为 了 的 逆 像 


集 (inverse image set). 


易 见 ,f(A) 己 B 有 可 能 是 (A) 二 B, 也 有 可 能 是 f(A)CB,f(A) 关 B. 

满 射 (surjective) 当 f(A4)==B 时 , 称 f 为 A 到 B 的 满 射 . 亦 即 ,对 每 个 yE€B, 至 少 存 
在 一 个 zxEA, 满 足 f(x) 二 yEY. 此 时 ,fF 的 像 集 f(A) 充 满 整个 B, 即 im(f)==B. 

单 射 (injective) 若 映 射 f:A 一 B 是 A 到 B 的 一 一 对 应 映射 , 即 “f(zi) 二 f(z;) 蕴含 
Zi 二 ZX2”, 就 称 映 射 为 单 射 ,或 称 一 一 (Cone to one) 映 射 . 

注意 ,一 一 映射 f:A 一 B 未 必 是 满 射 . 

逆 映 射 Cinverse) ”对 于 一 一 映射 ( 单 射 )f:A 一 B, 定 义 其 逆 映 射 /7!:B 一 A 为 满足 
“f(z) 二 y 蕴含 广 (y) 二 zx” 的 映射 广 '. (请 读者 区 分 逆 映射 广 : :BA 与 逆 像 集 广 :(B)CX.) 

例 1.1.1 设 A={a,b,c),B=={1,2,3,4). 映射 f:A 一 B 满足 

fl =1, f=2, fl) = 3; 

则 了 是 A 到 B 的 一 一 映射 ,但 不 是 满 射 . 

例 1.1.2 取 A=B=Z 一 {0, 士 1, 士 2, 士 3,…} ,映射 f;:A 一 B 满足 

Jaz) 一 12 十 1， 

则 了 是 Z 到 Z 的 一 一 映射 ,并且 是 满 射 . 


定义 1.1.2( 映 射 的 复合 ) 设 A,B,C 是 三 个 给 定 的 集合 ,映射 F:A 一 B,g:B 一 C, 则 由 

上 映射 了 与 g 确定 的 TEA 到 xEC 的 、 满 足 
z= h(x) = g(f(z)) 

的 映射 :A 一 C, 称 为 映射 f 与 g 的 复合 (compound), 记 为 有 二 g。f. 
注意 ,在 考虑 映射 的 复合 时 , 像 集 f(A) 必 须 包 含 在 映射 g:B 习 C 的 定义 域 B 中 ,但 未 
必 一 定 等 于 B. 

例 1.1.3 设 A=C[a,6b]. 令 J 本 CLa,6] 习 R 是 由 下 面 的 积分 确定 的 映射 : 

J = | reodr， 


这 里 J( 了 有 ) 为 了 的 黎 曼 积分 . 当 fECLa,6] 时 ,J(f) 视 为 了 的 函数 , 称 JP 为 集合 CLa,6] 
上 的 一 个 泛 函 . 下 一 节 引 入 空间 概念 后 ,对 于 泛 函 还 要 给 出 更 确切 的 定义 . 


2. 集合 的 势 
“集合 中 元 素 个 数 ” 表 示 和 集合 中 元 素 的 多 少 . 在 自然 科学 问题 的 研究 中 ,集合 所 含 元 素 


> 


的 个 数 往往 反映 集合 的 许多 方面 的 性 质 ,因此 非常 重要 . 但 是 ,“ 多 少 ” 这 个 概念 ,对 于 “有 限 
多 个 ”而 言 才 是 有 意义 的 ,对 于 “无 限 多 个 ”, 就 失去 了 意义 . 

有 限 集 (finite set) 若 集合 A 中 含有 限 多 个 元 素 , 即 

机 一 En 

这 里 n€E2Z7 是 一 个 确定 的 有限 的 正 整 数 , 则 称 是 A 的 个 数 ,并 称 A 为 有 限 集 . 

无 限 集 (infinite set) 若 A 的 个 数 不 是 有 限 的 , 即 A 不 是 有 限 集 , 则 称 A 为 无 限 集 ,也 
称 无 穷 集 . 

例如 ,{1,2,3,4},Z: 一 {0,1} 都 是 有 限 集 , 而 2+ ,N ,Z ,Q ,R,C 都 是 无 限 集 . 

显然 ,对 无 限 集 谈 “ 个 数 ” 是 没有 实际 意义 的 . 例如 ,自然 数 集 N = 二 {0,1,2,…} 与 偶数 集 
O 二 {2,4,6,…}) 都 含有 无 限 多 个 元 素 ,都 是 无 限 集 ,看 似 自然 数 集中 的 元 比 偶 数 集 的 元 多 出 
一 倍 ,但 偶数 也 是 非常 非常 多 的 ,因此 说 哪个 集合 中 的 元 素 更 多 ,没有 实际 意义 . 

为 了 比较 两 个 无 限 集 元 素 的 “多 少 ”, 我 们 注意 到 两 个 相等 的 有 限 集 A 与 B 有 一 个 重要 
的 特征 性 质 , 那 就 是 ,两 者 的 元 素 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关系 . 正 是 这 种 特征 性 质 的 启发 ， 
使 得 我 们 用 下 面 的 方法 来 研究 无 限 集中 含 元 素 的 多 少 . 


定义 1.1.3( 对 等 ) 若 集 合 A 与 B 之 间 存 在 对 应 关系 gp:A 一 B, 使 得 pg 是 A 到 B 的 单 
射 ,同时 也 是 满 射 , 亦 即 ,p 是 A 到 B 上 的 一 一 映射 , 且 B 二 p(A), 则 称 集合 A 与 B 对 等 
(equivalence), 记 为 A~~B, 称 g 为 A 到 B 上 的 对 等 关系 (equivalence relation). 


根据 定义 ,两 个 有 限 集 是 对 等 的 , 当 且 仅 当 它们 的 个 数 相等 . 

但 是 ,无 限 集 就 完全 不 同 了 . 

正 整 数 集 Z+ 二 {1,2,…}) 与 偶数 集 O = 二 {2,4,6,…} 中 元 素 相 比 较 , 正 整数 要 比 偶数 多 一 
倍 ,但 是 ,它们 却 是 对 等 的 (请 读者 给 出 对 等 关系 g). 又 如 ,有 理 数 集 Q 与 正 整数 集 Z+ ,都 含 
有 无 限 多 个 元 素 , 而 有 理 数 集中 所 含 的 元 素 , 要 比 正 整数 集中 的 元 素 多 得 多 ,但 Q 与 Z* 也 是 
对 等 的 (请 读者 给 出 对 等 关系 9). 

定义 1.1.4( 无 限 集 的 势 ) 车 两 个 无 限 集合 A 与 B 是 对 等 的 , 则 称 它们 具有 相同 的 势 
(cardinal number) ,集合 A 的 势 记 为 A. 故 对 等 集 A 与 B 满足 A==B. 


有 限 集 的 个 数 、 无 限 集 的 势 ,统称 为 集合 的 基数 (cardinality) , 记 为 card(A)=A. 

无 限 集 与 它 的 子 集 的 势 , 是 可 以 比较 大 小 的 . 

势 的 比较 ”对 于 无 限 集 B 的 一 个 真子 集 ACB,A 关 B, 有 

(1) 若 A 为 有 限 集 , 则 A<=B; 

(2) 若 A 为 无 限 集 , 且 A~B, 则 A 的 势 等 于 B 的 势 , 即 A 一 B; 

(3) 车 A 为 无 限 集 , 且 A 与 B 不 对 等 , 则 A 的 势 小 于 B 的 势 ,A<B; 或 说 B 的 势 大 于 
A 的 势 , 记 为 B>A. 


在 数 的 集合 中 , 正 整数 集 Z-” 是 最 小 的 无 限 集 , 称 它 的 势 为 兴 ,, 读 作 阿 列 夫 零 . 势 为 浴 。 
的 集 称 为 可 数 集 . 凡 与 Z 对 等 的 无 限 集 的 势 , 都 是 No. 显然 ,Z* 一 N 一 Z 一 Q ,因此 N ,Z 与 
Q 的 势 都 是 兴 ,. 

[0,1]J 中 含有 无 限 多 个 数 , 包 括 有 理 数 与 无 理 数 , 它 不 可 能 与 Z* 建立 一 一 对 应 (这 在 实 
变 函 数 教程 中 有 详细 证 明 ,参考 [6]、[14]) , 称 [0,1] 的 势 为 兴 , 读 作 阿 列 夫 . 于 是 , 兴 , 二 汽 . 

具有 势 汽 的 数 集 有 [a,6],[a,6),(a,6],(a.0),R 等 . 


1.2 集合 的 运算 结构 


考虑 集合 中 元 素 间 的 关系 ,有 两 个 重要 方面 ,一 是 元 素 之 间 的 运算 关系 ,如 元 素 之 间 的 
加 法 、 乘 法 等 ; 二 是 元 素 间 的 位 置 关 系 , 如 两 个 元 素 间 的 距离 , 即 远 近 的 程度 . 当然 还 有 其 他 
方面 的 关系 ,读者 会 在 以 后 的 学 习 或 研究 中 遇 到 . 
本 节 介 绍 集合 中 元 素 的 一 些 运算 关系 ,赋予 代数 运算 的 集合 称 其 具有 运算 结构 ,也 常 称 
其 具有 代数 结构 . 本 节 内 容 见 下 图 示意 . 
集合 的 运算 结构 


T 1 
群 环 域 理想 、 模 线性 空间 
| 1 | 
交换 环 可 交换 的 除 环 
j 限 群 无 限 群 具有 单位 元 的 环 I 交换 加 群 ” 数 乘 封闭 
有 限 群 “无限 群 Pe ee 
除 环 实数 域 T 
群 的 阶 复数 域 加 乘 分 配 律 
群 的 同 态 
群 的 同 构 生成 新 空间 
几 个 特殊 的 群 


子 空间 积 空 间 商 空间 


交换 群 ”置换 群 ”循环 群 


由 已 知 群生 成 新 群 


子 群 积 群 商 群 
正规 子 群 


1.2.1 和 群 . 环 \ 域 .线性 空间 


1. 群 
先 从 大 家 熟悉 的 实数 集 尺 开始 . 对 于 z,yER. 和 式 zx 十 y 可 看 作 运 算 十 的 结果 . 这 种 
运算 有 以 下 熟知 的 性 质 : 
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封闭 性 xz,yER 过 > zyER; 

结合 律 zx,y,zER 过 (zx 十 y) 十 z= 二 XY 十 (y 十 z); 

单位 元 存在 单位 元 0ER, 使 得 YXER 过 zx 十 0==0 十 x 二 zx; 

逆 元 VxER, 存 在 递 元 (一 +) ER 地 z 十 (一 z) 一 0. 
这 时 , 称 及 在 运算 十 之 下 构成 一 个 群 . 

把 这 个 定义 抽象 化 ,得 到 群 的 概念 . 


定义 1.2.1( 群 ) 如 果 在 一 个 集合 G 上 定义 一 个 运算 , 记 为 。 ,满足 


(1) x,yEG>r* yEG; (封闭 性 ) 
(2) zy,2EG > (z。y)。z 一 IT。(y。z); (结合 律 ) 
(3) 存在 单位 元 1EG, 使 得 YXEG 地 1 z=z*1=z; (单位 元 ) 
(4) VXEG, 存 在 逆 元 z IEG 一 zz 1 一 xz 1!，Xx=1， ( 逆 元 ) 
则 称 G 在 运算 。 之 下 构成 一 个 群 (group) ,1 称 为 群 的 单位 元 (unit). 如 果 运 算 。 还 满足 
(5) zyEG I y=y* x, (交换 律 ) 


则 称 G 在 运算 ， 之 下 构成 一 个 交换 群 (exchange group) ,也 称 为 Abel 群 . 


群 G 与 其 运算 。, 常 记 为 (G,，) ,或 简 记 为 G. 

若 集 合 G 上 的 运算 。 仅 满足 定义 1. 2. 1 中 的 (1) (2) , 则 称 (G,，) 为 一 个 半 群 (semirgroup). 

定义 1.2.1 中 定义 的 运算 ， 的 意义 是 很 广泛 的 ,可 取 作 实数 的 加 法 、 乘 法 ,也 可 取 作 函 
数 的 复合 等 . 实数 集 了 及 =={zx: 一 2 之 zx 二 十 吕 } 在 数 的 加 法 十 之 下 构成 一 个 交换 群 (RR, 十 ) ,其 
单位 元 就 是 数 0. 今后 ,在 不 发 生 混淆 时 ,省 去 运算 符号 ，. 

例 1.2.1 记 

Rt= {rE€ER:r>0} 

为 正 实数 集合 ,把 运算 ， 取 作 数 的 乘法 X. 不 难 验 证 ,R* 在 运算 XX 之 下 成 为 一 个 交换 群 
(R+ ,X)( 请 读者 自行 验证 ) , 它 的 单位 元 是 1. 也 请 读者 考虑 , (及 , X ) 是 否 能 构成 一 个 群 ? 
(R \{0},X) 是 否 能 构成 一 个 群 ? 

例 1.2.2 取 

Cl[a,b]) = {f:[a,b] 一 R,f(z) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 }. 

把 运算 。 取 作 函 数 的 加 法 十 ,; 即 (f 十 g) Cz) 二 f(z) 十 g(z), 则 (Cl[a,6]) ,十 ) 构 成 一 个 可 交 
换 的 加 群 . 

例 1.2.3 设 

L(R,R) = {T:T(z) =az ba,b € Ra 0} 
为 R 到 R 的 线性 映射 的 全 体 ,T(zx) 称 为 仿 射 变换 (affine transformation). 把 运算 ， 取 作 函 
数 的 复合 。, 则 
(L(R,R), °) 

构成 一 个 群 . 


事实 上 ,对 于 S,TELCR,R ), 令 
S(x) 一 下 十 T(z)=ertd,: a 0 

则 

(T° S$)(x) = T(S(x)) = c(S(z))+d = clazrtb) td = (ca)zrit (w+td), 
因 a,c 关 0, 故 TeSEL(R,R ), 此 即 定义 1.2.1 中 的 封闭 性 (1). 

定义 1.2.1 中 的 结合 律 (2) 显 然 成 立 . 

对 于 定义 1.2.1 中 的 (3) ,单位 元 为 恒 同 映射 1 :zx,1(zx) 二 zx, 亦 即 4 二 1,6==0. 

对 于 定义 1.2.1 中 的 (4), VS(zx)==azr 十 5EL(R,R ),a 关 0, 其 逆 元 S 1! 为 


Gia) = be LRRN 
a a 


故 L(R,R ) 是 一 个 群 ,但 一 般 不 满足 定义 1.2.1 中 的 (5), 故 它 不 是 交换 群 . 

例 1.2.4 (R, 十 ),(Q ,十 ),(Z ,十 ) 都 是 加 群 ,这 里 加 法 运算 十 就 是 实数 的 加 法 ,它们 
都 是 加 法 交换 群 . 

例 1.2.5 (1) (R\{0),X),(R*,X) 都 是 乘法 交换 群 ,这 里 乘法 运算 X 就 是 实数 的 
乘法 . 

(2) 正 整数 乘法 半 群 (Z* ,X). 

(3) 正 整数 的 p 售 半 群 (Zt+ ,X)=({np:n€E2Z+}),X). 

(4) p-adic 有 限 群 ({0,1,…,p 一 1} , 旬 ),p 宇 2 为 正 整 数 ,这 里 外 是 模 p 运算 ,x 外 y= 
ZTy(modp). 

(5) Cayley 有 限 群 G==({1,i, 一 1, 一 让 },@) ,其 中 运算 加 由 下 面 的 Cayley 表 给 出 : 


®| 1 i =- -i 


1 g 1 =] = 
i i = = 1 


(6) 非 异 n 阶 复方 阵 群 ( 复 完全 线性 群 ) 
(GL (n,C), X) = ({A = [a Jixn :a € C ,detA #0}, X), 
其 中 x 为 方 阵 乘法 ,detA 是 方 阵 A 的 行列 式 ; 
非 异 n 阶 实 方 阵 群 ( 实 完全 线性 群 ) 
(GLORY, 20 = = [oy lev: € Rdeth FF 0) HY 
当 nn 三 2 时 ,它们 都 是 非 交 换 群 . 且 (GL(n,R),X)CCGL(n,C),X). 
(7) 行列 式 为 1 的 非 异 阶 复方 阵 群 
(SL(n,C), xX) = ({A € GL(n,C):detA = 1}, xX); 
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行列 式 为 1 的 非 异 n 阶 实 方 阵 群 
(SL(n,R), XxX) = ({A € GL(n,R ):detA = 1}, xX), 
当 n 宇 2 时 ,它们 都 是 非 交换 群 . 且 (SL(n,R),X)C(SL(n,C),X). 
(8) 正方 形 ABCD 绕 其 中 心 点 将 自身 映射 到 自身 的 旋转 群 


| a 
R= (ese 一 on， 
其 中 w 为 旋转 角 ,运算 * 定 义 为 : wm "az 表示 先 旋转 a; ,再 旋转 oa, 则 (*) 构 成 旋转 群 . 


(9) 单位 圆 根 群 


9 网 {en (SE):# 0,1,…， 轧 路 ， 
运算 定义 为 复数 乘法 X ,p 三 2 为 正 整数 , 则 (2,,X) 构 成 单位 圆 根 群 . 
例 1.2.6( 子 群 ) 给 定 群 (G,， ) 的 子 集 昌 CG, 车 在 G 的 运算 ， 之 下 ,有 H 也 成 为 一 个 
群 , 则 称 互 为 G 的 子 群 . 
例如 ,GL(Cz,R ) 是 GL(n.,C ) 的 子 群 ,SL(n,R ) 是 SL(n,C ) 的 子 群 . 


2. 环 . 域 

定义 1.2.2( 环 、 域 ) 若 在 集合 尺 上 定义 两 个 运算 ,分 别 记 为 加 法 十 与 乘法 X. 

1) 环 一 一 若 尺 上 的 运算 满足 

(1) R 关于 加 法 十 构成 一 个 交换 群 ,其 加 法 单位 元 记 为 0, 称 为 及 的 零 元 ; 

(2) R 关于 来 法 义 构 成 一 个 半 群 , 即 满足 封闭 性 与 结合 律 ， 

XYER=> rxXyER; XY'ZER> (rrXy)Xz=rX(yXz); 
(3) 尺 关于 加 法 十 与 乘法 X 满 足 加 乘 分 配 律 , 即 
ToyyzER 一 并 X(y 十 z) 一 ZX 十 ZXz， (yy 十 z)XZz 一 yXZ 十 zXZz3 

则 称 尺 在 运算 十 与 X 之 下 构成 一 个 环 (ring) , 记 为 (及 .十 ,X). 

2) 交换 环 一 一 若 环 (及 ,十 ,X) 还 满足 

(4) RR 关于 乘法 义 满足 交换 律 , 即 

X,YER=> rXy=yXz, 

则 称 (R, 十 ,XX) 为 一 个 交换 环 (exchange ring) , 亦 即 交换 环 满足 (1) 一 (4). 

3) 具有 单位 元 的 环 一 一 若 环 (R, 十 ,X) 还 满足 

(5) R 对 乘法 义 存在 单位 元 , 记 为 1, 即 

VriER= 1Xz 一 zzX1 一 并 

则 称 (R, 十 ,X) 为 一 个 具有 单位 元 的 环 (ring with unit) , 亦 即 具有 单位 元 的 环 满足 (1) 一 
ES 

注意 ,一 个 有 单位 元 的 环 (R, 十, X) 中 ,每 个 元 未 必 有 关于 乘法 的 逆 元 ,例如 整数 环 
(Z ,十 ,X) 中 ,只 有 十 1 与 一 1 关于 乘法 有 逆 元 ,其 余 整 数 关 于 乘法 都 没有 逆 元 . 


4) 整 环 一 一 若 具 有 单位 元 的 交换 环 (及 ,十 ,X) 还 满足 
(6) R 没有 和 零 因 子 ， 
则 称 (R, 十 ,XX ) 为 整 环 (integer ring), 亦 即 整 环 满足 (1) 一 (6). 
( 环 尺 的 零 因 子 (zero factor) 定 义 为 : 若 对 环 (R, 十 , 义 ) 中 的 元 ao 天 0 与 0 天 0, 有 aX0 一 0， 
则 称 @& 为 加 的 左 零 因子 , 称 0 为 的 右 零 因子 . 若 尺 为 交换 环 , 则 左右 零 因 子 统称 为 零 因 子 . ) 
5) 除 环 ( 体 ) 一 一 若 具有 单位 元 的 环 (R, 十 ,XX) 还 满足 
(7) R 至 少 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 ; 
(8) R 的 每 个 非 零 元 工 (Z 天 0) 都 有 逆 元 ， 
则 称 (RR, 十 ,XX ) 为 除 环 (division ring). 亦 即 除 环 满足 (1)、(2)、(3)、(5)、(7)、(8). 
6) 域 一 一 一 个 交换 除 环 称 为 域 (field), 记 为 (F, 十 ,X). 
可 以 证 明 以 下 命题 . 


命题 1.2.1 (1) 一 个 除 环 ( 亦 称 为 体 ) 尺 没有 零 因 子 ; 
(2) 一 个 除 环 尺 使 得 R\{0) 关 于 乘法 构成 一 个 群 . 


命题 1.2.2 (1) 一 个 域 下 没有 零 因子 ; 

(2) 一 个 域 下 使 得 R\{0} 关 于 乘法 构成 一 个 交换 群 . 

域 的 等 价 定 义 ” 若 集合 下 上 有 两 个 运算 十 与 X ,使 得 (下 ,十 ) 与 (F\{0},X ) 成 为 两 个 交 
换 群 ,并 且 加 法 十 与 乘法 X 满 足 加 、 乘 分 配 律 , 则 (F, 十 ,X) 称 为 一 个 域 . 

环 与 域 的 实例 很 多 ,以 下 再 列举 几 个 例子 . 


例 1.2.7 (R, 十 ,XX) 是 最 熟知 的 环 ,同时 它 也 是 一 个 域 . 这 里 的 十 与 X 就 是 通常 R 上 
的 加 法 与 乘法 . 

事实 上 ,集合 Z ,Q ,R,C 在 通常 加 法 十 与 乘法 XxX 运算 之 下 构成 环 , 且 都 是 交换 环 . 

例 1.2.8 在 计算 机 科学 中 有 广泛 应 用 的 、 仅 含 两 个 元 素 的 域 Z, 二 10,1) , 称 为 二 进 件 
罗 瓦 域 (dyadic Galois field) ,其 加 法 与 乘法 可 用 如 下 列表 法 定义 : 


田 |o% 1 四 | 1 
0|0 1 oo 0o 
| 韦 ” 1|10 1 


3. 理想 , 主 理想 


定义 1.2.3( 理 想 ) ”如 果 环 (R, 十 , 义 ) 的 子 集 JCR 满足 
(1) J 对 加 法 十 构成 一 个 交换 群 (J, 十 ) ,加 法 单位 元 ( 零 元 ) 为 0E J; 
(2) 对 a€EJ,bER, 有 aXbE€EJ ,bXa€]J; 
则 称 本 为 R 的 一 个 理想 (ideal). 
条 件 (1) 等 价 于 a,6b€EJ 过 a 一 bEJ. 
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环 (R, 十 ,X) 中 由 一 个 元 素 a€R 生成 的 理想 记 为 (a) 二 {ra:rER}), 称 为 由 元 aE€R 生 
成 的 主 理想 (principal ideal). 

设 (R, 十 ,X) 是 一 个 整 环 , 若 它 的 所 有 理想 都 是 主 理想 , 则 称 (R, 十 , X ) 为 主 理想 整 环 
(principal ideal integer ring). 

例 1.2.9 整数 环 (Z ,十 ,X) 是 主 理想 整 环 , 因 为 Z 中 的 任 一 理想 JCZ 都 是 由 本 中 的 
最 小 正 整 数 生成 的 . 

例 1.2.10 所 有 系数 在 域 下 上 的 单 变量 多 项 式 的 集合 记 为 F[zj, 它 是 一 个 具有 单位 
元 的 交换 环 ,并 且 是 一 个 整 环 ,也 是 一 个 主 理想 整 环 . 


4. 环 上 的 模 、 主 理想 整 环 上 的 模 

定义 1.2.4( 环 上 的 模 ) 设 (R, 十 ,X) 是 具有 单位 元 的 交换 环 , 称 集合 M 为 环 (及 ,十 ,X) 
上 的 模 (modulo), 若 M 上 有 两 种 运算 : 

“加 法 ”十 (u,v)EMXM 二 wv€EM; 

“ 模 冬 ”。 (r,u)ERXM 二 rr，uEM(r，w 简 记 为 ru)， 
满足 

(1) M 对 十 构成 一 个 交换 群 (M, 十 ), 加 法 单位 元 ( 零 元 ) 为 0E Mi 

(2) M 对 模 来 。 满 足 加 法 模 乘 分 配 律 与 乘法 模 乘 结合 律 , 即 对 任意 的 u,vEM 与 r,sE€E 
及 ,都 有 


re (十 v) =reutrev, (ri+s) eu=reutseu 
汉 
(rXs) eu=rX(seu), lu=u, 


其 中 1 是 环 (R, 十 ,X) 的 乘法 的 单位 元 . 


例 1.2.11 数 域 F(R 或 C) 上 的 模 M 就 是 线性 空间 ; 
例 1.2.12 整数 环 Z 上 的 模 M 就 是 Abel 群 . 
例 1.2.13 主 理想 整 环 FLz] 上 的 模 M, 记 为 FLz]- 模 . 


5. 线性 空间 
另外 一 种 重要 的 运算 结构 是 线性 空间 , 它 包 含 两 种 运算 . 我 们 可 以 从 读者 熟悉 的 向 量 
空间 出 发 . 把 解析 几何 中 的 三 维 欧 氏 空间 Rs 用 以 下 集合 的 记号 来 表示 : 
R= (z= tain ) mm EE RE 
在 R* 中 ,元 素 之 间 的 加 法 和 数 乘 运 算是 大 家 熟悉 的 , 即 对 于 xz,yE R* ,有 
ZX+y = (TrioT2 Ta3) TT (Viry2 93) 一 (zi 十 yz 十 yz 十 ys)， 
a。 工 一 a(Czrliyzzyzs) = (arirars sars), aER. 
不 难 验 证 ,上 述 “ 加 法 ”满足 定义 1.2.1, 故 R’ 成 为 一 个 可 交换 的 加 群 ; 对 于 上 述 “ 数 乘 ”还 满 
足 分 配 律 与 结合 律 . 由 此 推广 到 一 般 的 集合 上 就 得 到 下 面 定义 . 


定义 1.2.5( 线 性 空间 ) 设 义 为 一 集合 ,其 元 素 为 I,y,…; 下 为 数 域 ,可 以 是 实数 域 
了 一 及 或 复数 域 下 一 C. 如 果 对 于 X 中 任意 两 元 素 之 间 定 义 加 法 运算 十 与 数 乘 运算 w。 ,使 


其 具有 如 下 性 质 : 
(1) 加 法 运算 十 使 得 X 成 为 一 个 交换 群 , 亦 即 满足 
Dzr,yEX r+yEX; (封闭 性 ) 
© zr,y,zEX SS (rt+y)tz=zrt (yt+z); (结合 律 ) 
图 X 中 存在 惟一 的 元 0EX, 使 对 任何 TEX, 有 xz 十 0 二 x, 称 0 为 义 的 零 元 ， 
(存在 加 法 单位 元 ) 
图 对 X 中 的 任 一 元 工 EX, 存 在 惟一 的 元 (一 Z)EX, 满 足 z 十 (一 Z) 一 0, 并 称 一 工 为 工 
的 逆 元 ; (存在 加 法 逆 元 ) 
© zr,yEXS zi+y=yt+z. (交换 律 ) 
(2) 数 乘 运算 w。 满 足 
QD rEX, aEF ,1EF > azEX,1。z 一 Zi; (封闭 性 ) 
©@ zr,yEX, a,BEF > a* (ri+y)=a* zta* y, (atp)* z=a* z+B* zx; 
(分 配 律 ) 
图 rEX,a,BEF => (ap) * r=a* (B* zx)=B* (a z). (结合 律 ) 


则 称 X 为 数 域 F 上 的 线性 空间 ,简称 线性 空间 (linear space) ,或 向 量 空间 (vector space) ,其 
元 也 称 为 向 量 (vector). 


以 后 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,我 们 常 省 略 数 乘 运算 中 的 ，. 
显然 RR 为 线性 空间 , 亦 称 为 三 维 欧 氏 空间 (3-dimensional Euclidean space). 一 般 地 ,可 把 
了 一 全 一 (one5zoJiezis2oarz E 及》 
定义 为 n 维 线性 空间 ,或 称 维 欧 氏 空间 (n-dimensional Euclidean space). 
然而 ,具有 线性 空间 结构 的 集合 远 远 不 止 R". 
例 1.2.14 C([a,6])=={f:[a,b6]R,f(z) 是 [a,6bJ 上 的 连续 函数 }. 
定义 [a,5b] 上 的 两 个 连续 函数 f,g€ CLa.,6bj] 的 加 法 与 数 乘 : 
(F 十 g)(z) = f(z)+g(z), zx € Lab] 
(ap)(z) =af(zx), rE [a,bj,a€ER, 
则 CLa,5j 成 为 一 个 线性 空间 , 称 为 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 空间 (continuous function 
space). 


在 本 教程 以 后 各 章 中 会 遇 到 更 多 重要 的 线性 空间 的 例子 . 


1.2.2 和 群 论 初步 、 几 种 重要 的 群 


群 G 圭 (G,。 ) 的 定义 已 如 定义 1.2.1 所 述 , 视 为 一 个 代数 系统 ,其 运算 。 称 为 乘法 , 意 
义 是 非常 广泛 的 ,只 要 满足 定义 1.2.1 中 所 列 条 件 , 就 使 得 集合 G 成 为 一 个 群 , 并 称 (G,。) 
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具有 群 结构 . 群 结构 只 是 运算 结构 的 一 种 . 


1. 有 限 群 与 无 限 群 
群 (G,，) 中 的 元 素 个 数 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 多 的 . 


定义 1.2.6( 有 限 群 ,无限 群 ) 设 G 为 一 个 群 , 若 G 中 元 素 个 数 是 一 个 有 限 的 正 整 数 ， 
则 称 其 为 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 . 


1.2.1 节 中 的 例 1.2.5 的 (4)、(5) 都 是 有 限 群 .它们 的 元 素 个 数 分 别 为 p 与 4. 

无 论 是 有 限 群 还 是 无 限 群 ,都 有 以 下 重要 的 性 质 . 

定理 1.2.1 设 (G,，) 是 一 个 群 , 则 群 的 运算 满足 以 下 消去 律 : 

(1) 对 于 azzEG, 若 az 一 az , 则 工 一 2 

(2) 对 于 ay,yEG, 若 ye 一 ya , 则 y 一 y 

证 只 证 (1). 由 

az 一 Sal(ar)=a(ar Dy 之 (ola)z 一 (oa)z 全 并 一 2 

得 证 . 

定义 1.2.7( 群 的 阶 , 群 的 元 a€ G 的 阶 ) 设 (G,，) 是 一 个 群 , 若 G 是 一 个 有 限 群 , 则 
其 元 的 个 数 称 为 群 G 的 阶 (degree of group G). 对 于 群 的 元 4a€G, 设 ee 为 G 的 单位 元 ,使 得 
an 一 上 成 立 的 最 小 的 正 整 数 mEZt 称 为 元 a 的 阶 (degree of element a), 并 称 a 是 m 阶 的 . 


若 不 存在 这 样 的 4, 则 称 a 是 无 限 阶 的 | 当 群 运算 为 加 法 时 ,a”" 成 为 m 个 a 相 加 , 即 
ehorterte 


例 1.2.15 设 G 是 由 zx’=1 的 三 个 根 组 成 .运算 Xx 是 数 的 乘法 , 则 (G, xX ) 成 为 一 个 群 . 


解 由 G | 和 到 一 二 | ,对 于 数 的 乘法 ,封闭 性 ,结合 律 ，、 


单位 元 都 是 显然 的 , 且 sf! 二 ez ,ez1 二 a1. 于 是 ,1 的 阶 为 m= 二 1,6 的 阶 为 m 二 3,es 的 阶 为 m 二 3. 


2. 群 的 同 态 、 同 构 
定义 1.2.8( 群 的 同 态 、 同 构 ) 设 (G,(*)6) 与 ( 电 ,(*)j) 是 两 个 群 ,f 是 G 到 是 的 映射 . 
如 果 对 于 a,BEG, 其 像 f(a),f(B)E 昌 , 且 满 足 
Fa(C)cpB) = fla) (af 8), 
则 称 f 为 群 G 到 群 是 的 同 态 上 映射 ,简称 f 为 同 态 (homomorphism). 如 果 f 还 是 一 一 映 上 
(onto) 映 射 , 即 满 射 , 则 称 f 为 G 到 的 同 构 映射 ,简称 f 为 同 构 (isomorphism). 


显然 , 同 态 :GH 就 是 保持 群 运算 的 映射 . 


例 1.2.16 大 家 熟悉 的 同 构 映射 的 例子 是 log: 及 一 及 , 它 是 群 (R ,XX ) 到 群 (R, 十 ) 的 
同 构 ,log(CzXy) 王 logz 十 logy. 

例 1.2.17 设 G,G 为 两 个 群 ,. 与 "分 别 为 其 运算 ,e 与 2 分 别 为 其 单位 元 , 令 

f:G>G, f(x)=é, VrE€G, 

则 了 是 G 到 G 的 同 态 . 

因为 令 x==x，y€EG, 则 有 f(x*y)=f(z)=e=e 5e=f (zx) > f(y). 

例 1.2.18 设 (R, 十 ) 与 (G,X) 为 两 个 群 ,这 里 G={zEC :|z| 二 1) 为 复 平面 C 上 的 单 
位 圆周 , 它 在 运算 X 之 下 成 为 一 个 群 . 设 映 射 p:R 一 C 为 wp(z) 一 er, 则 9 是 及 到 C 上 的 
同 态 . 


定理 1.2.2 设 G 与 G 是 两 个 群 ,映射 f/:G 一 G 是 一 个 满 同 态 ( 满 射 , 同 态 ), 则 G 的 单 
位 元 e 的 像 f(e) 是 G 的 单位 元 6 二 f(e); 任 一 个 元 aEG 的 逆 元 a 1 的 像 f(a 1) 是 a 的 像 
f(a) 的 逆 元 f(a 1)==(f(a))71. 


证 明 留 作 习题 . 
究竟 有 多 少 种 类 型 的 群 呢 ? 这 是 一 个 很 复杂 的 问题 . 本 书 的 目的 是 介绍 应 用 较为 广泛 
的 群 ,例如 变换 群 ( 非 交换 的 ) .置换 群 ( 非 交换 的 )、 循 环 群 . 


3. 变换 群 
本 小 节 给 出 一 种 常用 的 、 元 素 是 映射 的 群 , 它 是 不 可 交换 群 . 


定义 1.2.9( 集 合 的 变换 .变换 群 ) 设 A 为 一 个 集合 , 称 由 A 到 自身 的 映射 Fr:A 一 A 为 
集合 A 的 一 个 变换 . 记 为 CEA-~~r(Cd)EA. 
设 S 二 {rt:A 习 A) 为 A 到 A 自身 的 “一 一 变换 (既是 单 射 又 是 满 射 ) 所 成 的 集合 ,赋予 S 
一 个 运算 。: VrirzES ,两 个 变换 之 间 的 运算 定义 为 变换 的 复合 。, 亦 即 
Hm) = A(t(a)), Va€G. 
于 是 ,(S ,°。) 构 成 一 个 群 , 称 此 群 为 集合 A 上 的 变换 群 (transformation group). 


集合 A 上 的 变换 群 一 定 存在 . 例如 ,A 到 自身 的 一 一 变换 的 全 体 所 成 的 集合 ,对 于 变换 
的 复合 运算 ,满足 封闭 性 、 结 合 律 、 存 在 单位 元 、 存 在 逆 元 , 故 成 为 A 的 一 个 变换 群 . 

例 1.2.19 设 A=R*, 平 面 上 的 两 个 坐标 轴 绕 坐标 原点 O(0,0) 旋 转 一 个 角度 9, 记 为 
nm, 则 $S = 二 {zo:R* 一 R?} 成 为 一 个 变换 群 . 

证 对 于 友 , 韦 :ty ES, 有 

人 (OY Us 

(3) mES; (4) (ts) !=r_o. 

例 1.2.20 设 A=R ,平面 上 的 所 有 旋转 z 与 平移 上 所 成 的 集合 ,成 为 A 一 及 上 的 变 
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换 群 . 但 此 变换 群 却 不 是 可 交换 的 . 
例如 , 取 A==R? 的 一 个 平移 zt: 把 (0,0) 平 移 到 (1,0) , 取 旋转 r: 绕 原 点 旋转 了 则 


tr:(0.0) 一 (1,0)， rt:(0,0) 一 (0,1)， 
于 是 ,toto 
变换 群 的 重要 性 在 于 以 下 定理 . 
定理 1.2.3 任何 群 (G,。) 都 同 构 于 一 个 变换 群 . 
证 设 (G,。) 是 一 个 群 ,G=={a,6b,c,…}, 任 取 zEG, 定 义 映 射 
(EG: 
则 它 是 G 上 的 一 个 变换 . 于 是 , VYzEG 确定 G 上 的 一 个 变换 . 记 G 一 {5:zEG). 易 见 ， 
映射 
pwEG>5tEG 
是 G 到 G 的 满 射 . 进而 , 当 z,yEG 且 x 了 y 时 ,由 消去 律 zg 隆 yg,，V gEG, 因 此 ,映射 p:z 一 rz 
也 是 单 射 , 故 它 是 一 一 映射 . 
再 验证 映射 p:z~r: 的 同 构 性 , 即 rz. 一 rz*r， 任 取 gE€G, 推 演 如 下 : 
Try(g) = (Zey)g = xr(yg) = z(ty(g)) = Try(g)) = (ro 7,)(g). 


单位 元 的 对 应 为 p:e>r.. 于 是 得 到 G={asbyc,…)= eG 一 (zr:xEG}. 


4. 置换 群 

置换 群 是 变换 群 的 一 种 ,有 很 重要 的 理论 与 实际 应 用 . 

定义 1.2.10( 置 换 、 置 换 群 ) 设 A 为 有 限 集 , 称 A 到 自身 上 的 一 一 映射 r:A 习 A 为 一 
个 置换 (permutation). 

设 A={a1,az，…,aw) 为 含 nEZ1 个 元 素 的 有 限 集 ,A 的 全 体 置换 所 成 的 集合 ,以 两 个 
置换 Tt 与 v 的 复合 vot 作为 乘法 运算 , 则 构成 一 个 置换 群 , 称 为 nn 置换 群 (n-permutation 
group) ,或 称 次 对 称 群 (symmetric group of degree n), 记 为 S,, 即 


哮 和 和 
5- 人 -人 并 EE 
2 we 1 摘 为 换 为 摘 为 
这 里 r 一 ”| 表示 :1 一 全 有 2 一 全 名， 一 全 
吉 ww 
置换 zt 可 写成 


TL 汪 各 
i 0 0 


都 表示 一 个 意思 : 将 1 换 为 ,2 换 为 ks，……… ,72 换 为 Au, 只 是 写法 不 同 而 已 . 例如 ,对 于 
2 一 3,S: 中 共 6 个 元 


1 2 3 人 于 
1 


1 多 淄 
而 每 个 元 都 有 6 个 表示 ,例如 对 于 一 [ 5] 有 
二 ,Gs 2 1) 1 2 ;ss 
(2 3 1)-( 1 3)-(s 2 (3 1 2 2 3 3 2 
和 
今后 用 一。 J < ,车 i 才 门 表示 置换 群 S, 中 的 元 . 置换 群 


的 运算 是 两 个 置换 的 复合 . to。 表示 先 作 置换 mm ,再 作 置 换 tp. 不 难 验证 ,S, 在 上 述 运 算 之 
下 构成 置换 群 . 

置换 群 的 运算 = *r 规则 先 写 下 置换 m ,将 置换 zt 的 第 一 行 与 置换 的 第 二 行 写 为 
一 致 ,得 到 置换 ts 的 新 表示 ,然后 得 到 复合 的 结果 , 即 


( 1 当 Ww 年 ] 和 “天 风 
LY 一 和 
kb ke we kj\ji ja 
加 区 jz En ih 2  … "]- L 2 … | 
/i ls ls a 


例如 ,对 于 S， 的 情形 ,en 一 上 :人 sj- 

1 六 + 
2 
1 


( 2 sj 2 | 人 1 2 
ts oT 一 一 
1 和 人 疾 3 1 2/ 八 2 


注意 ,置换 群 是 不 可 交换 群 . 例如 


1 的 岳 生 请 入 康王 何 本 包 
Gs a) 1 ss 1 2 1 3G 1 2 
1 2 3)/1 2 ay /1 3 2N/1 2 3) /1 2 3 
(1 3 s 小 sy 小 


定理 1.2.4 nn 置换 群 S, 含有 n! 个 置换 . 
证 这 个 定理 由 初等 数学 中 的 排列 即 可 得 到 . 
命题 1.2.1 设 S, 为 n 置换 群 ,对 于 其 中 两 种 特殊 置 斤 
.8 = J Jn 
sa 人 [名 jj 让 = 0 如] 


的 乘积 ,有 
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. jn 
"= jj 名} 
证 访 
a i j= 0 着 
jrtir"… jn 不 变 , 而 且 襄 11，… ,js 不 能 再 是 站,… ,ji 的 像 , 亦 即 , 当 i<k 时 ,只 能 有 
j=j, lk. 
因此 , 当 i<k 时 ,有 
wn) = mG ) = 0) = I; 


当 i>k 时 ,有 
na = = 
万 so 
| } 
和 


下 面 给 出 置换 群 的 另 一 种 表示 . 


定义 1.2.11(K 循环 置换 ) 称 置 换 群 S, 中 的 置换 rES, 为 k 循环 置换 (k-recurring 
permutation) , 若 z 将 (oa aa qi ) 中 的 on 变 到 ai ,将 ai 变 到 ai 
将 ai_, 变 到 a; ,将 a; 变 到 ai ,其 余 的 不 变 .将 一 个 循环 置换 记 为 (i i。 … 大 ) ,或 记 
为 全 记 二 (i) 中 的 任 一 个 


LI 
，。 1] 是 


环 置换 ,因为 -使 得 每 一 个 元 都 发 生变 动 ,并 且 1>2,2>1,3->4,4-~3, 如 果 它 是 一 个 循环 置 
换 , 则 它 一 定 是 一 个 4 循环 置换 的 乘积 . 但 21,4-~3 不 是 顺序 的 . 然而 |。 ， ， a 
是 两 个 循环 浓 换 的 乘积 ,因为 


1 2 3 4 1 2 3 4)(1 2 3 4 
t= = = (3 4)(1 2). 
2 143 124 3J\2 1 3 4 


定义 1.2.12( 不 相连 循环 、 对 换 ) 称 互相 没有 共同 数字 的 循环 置换 为 不 相连 循环 : 称 
2 循环 置换 为 对 换 . 


一 般 地 ,我们 有 下 面 定理 . 

定理 1.2.5 nn 置换 群 S, 中 任 一 个 置换 t 都 可 写成 若干 个 不 相连 循环 的 乘积 ; 进而 ， 
每 个 循环 置换 可 表示 为 若干 个 对 换 之 乘积 . 因此 ,每 个 置换 都 可 表示 为 若干 个 对 换 之 乘积 . 

证 用 归纳 法 可 得 到 , 略 . 

例如 S, 的 全 体 共 4! 王 24 个 元 ,用 循环 置换 写 出 如 下 : 


任意 的 置换 不 一 定 是 一 个 循环 置换 ,例如 ,S, 中 的 一 个 置换 il 


(1); 
(1 2),(3 4),(1 3),(2 4),(1 4),(2 3); 

(1 23),(1 32),(]1 34),(]1 43),(1 24),(1 42),(2 34),(2 4 3); 
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432); 

(1 2)(3 4)，(1 3)(2 4),(1 4)(2 3). 

LI 有 中 而 


]} -=e=e=p=G， 
1]234 5 


又 如 S5 : ( 


5 
4 (12345)=(23451)=(34512)=(45123)=(5 1234); 


wwLw 
心心 由 必 


5 
sj-a 2 3) 一 (2 3 1). 


| 
;Do 
[2 


定理 1.2.6 设 S, 为 n 置换 群 , 因 每 个 置换 都 可 表示 为 对 换 之 乘积 , 故 所 用 的 对 换个 
数 的 奇 、 偶 性 不 变 ; 亦 即 ,一 个 置换 或 能 分 解 成 奇数 个 对 换 之 乘积 ,或 能 分 解 为 偶数 个 对 换 
之 乘积 ,二 者 必 居 其 一 . 

定义 1.2. 13( 奇 置换 、 偶 置换 ) 设 S, 为 n 置换 群 , 若 一 个 置换 可 表示 为 奇数 个 对 换 之 
乘积 , 则 称 其 为 奇 (odd) 置 换 ;， 若 一 个 置换 可 表示 为 偶数 个 对 换 之 乘积 , 则 称 其 为 偶 (even) 
置换 . 


奇 置换 与 偶 置 换 又 可 用 下 面 方法 表示 . 
将 个 元 的 集合 S=={1,2,…,n} 上 的 置换 群 记 为 
An) = 5, = {oc:o{l,2,°% ,nn} = {0(1) ,0(2) ,on)}}, 

显然 ,Xn) 中 有 nl 个 元 . 

定义 信 n) 中 的 元 o,r 的 运算 : reo 为 两 个 置换 的 复合 , 即 

(rea)(s) = (0(s)), Vs € Xn). 

于 是 ,在 复合 运算 roo 之 下 ,(Xn),*) 成 为 置换 群 ,其 单位 元 为 恒 同 映射 1(s) 二 s(sE Xn)), 并 
且 有 ccESz) 一 o €E Xn). 


进而 .VoESXz) , 若 一 
跑 遍 S , 则 


由 
, 作 o0j) 一 oC(k), 让 <j 并 让 与 j 
oll) ol2) Oj- 作 oG i A i 


TI C0) moe) =+ (2D3D.n— 1D), 


1<h<j<n 


根据 定义 , 若 此 积 为 正 数 , 则 o 为 偶 置换 ; 若 此 积 为 负数 , 则 o 为 奇 置换 . 


5. 循环 群 
定义 1.2.14( 循 环 群 ) 若 群 G 的 每 个 元 素 都 是 G 的 某 个 固定 元 素 a EG 的 乘 方 , 亦 即 


09) 
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Vx EG mE Zt 
则 称 G 为 一 个 循环 群 (circulate group). a 称 为 G 的 生成 元 (generator) ,并 将 循环 群 记 为 
G= (a). 
例如 ,以 模 p 加 法 运算 所 构成 的 p-adic 群 G 二 {0,1,…,p 一 1} 就 是 一 个 循环 群 . 


定理 1.2.7 循环 群 G 一 (a) 的 结构 完全 由 其 生成 元 a 的 阶 ( 定 义 1. 2.6) 确 定 . 

(1) 若 a 的 阶 为 无 限 , 则 G 与 整数 加 群 (Z ,十 ) 同 构 ; 

(2) 若 a 的 阶 为 有 限 数 mzEZ+ , 则 G 与 模 m 的 加 群 (Z, ,由 ) 同 构 . 

证 (1) 对 于 a 的 阶 为 无 限 的 情形 ,a* 二 a 今 h 二 k&. 这 是 因为 , 当 贿 一 人 时 ,显然 有 
a* 二 a*. 反之 ,车 a*= 二 a*, 且 用 关 ,例如 hh 二 k, 于 是 a*==a* 过 e= 二 a'*, 这 与 a 的 阶 为 无 限 相 
矛盾 , 故 hh 二 =. 

这 样 ,p:e- 是 G 与 加 群 Z 之 间 的 一 一 映射 ,并 且 ara* 二 a 一 hh 十 k, 故 GOZ. 

(2) 车 a 的 阶 为 有 限 数 mE€Z1+, 即 a”"==e, 则 a 二 a 售 m|h 一 k, 这 是 因为 , 当 m|h 一 
时 ,3g€21 ,使 得 h 一 k= 二 mg 过 h 二 k 十 mg, 因 此 

a = = a = = a = 

反之 ,a 二 a* 之 hh 一 k 二 mg 十 r 时 ,其 中 0 二 rm 一 1, 则 


二 


由 阶 的 定义 ,得 到 r=0, 从 而 m|h 一 &. 于 是 ,a*==a* 全 m|h 一 k 得 证 . 
这 样 ,at* 习 [kj], 这 里 [Rj]EZ 二 {10,1,…,m 一 1}),Z。 是 一 个 模 m 加 群 , 加 法 为 模 xmx 加 
:IBy= r+y(modm), 
并 且 ara* 二 a*+t 一 [有 十 有 jj] 二 [J 十 [8j; 从 而 G 中 2 二 {0,1,*…,m 一 1). 
定理 1.2.8 循环 群 G 二 (a) 是 一 个 交换 群 . 
请 读者 自行 证 明 . 
1.2.3 子 群 , 积 群 、 商 群 


在 1.2.2 节 中 给 出 的 是 一 些 具体 的 群 ,如 变换 群 .置换 群 、 循 环 群 等 . 本 节 要 从 已 知 的 
一 个 群 出 发 ,来 构造 新 的 有 理论 意义 及 实际 应 用 价值 的 群 . 


1. 子 群 、 正 规 子 群 

定义 1.2.15( 子 群 . 风 入 映射 ) 设 (G,。) 是 一 个 群 ,SCG 是 G 的 子 集 , 若 S 在 运算 。 
之 下 也 构成 一 个 群 , 则 称 (S,。) 为 (G,。) 的 子 群 (subgroup). 

在 子 群 SCG 与 群 G 之 间 , 有 一 个 重要 的 映射 . 称 为 嵌入 映射 (embedding mapping)T: 
SG, 使 得 I(zx) 二 +, YrxES. 亦 即 :zzES 了 映 到 它 自 身 zEG 的 恒 同 映射 (identity 
mapping). 


定理 1.2.9 广 入 映射 1:S>G 是 子 群 (S,。) 到 群 (G.。) 中 (into) 的 同 态 . 
证 明 留 作 习 题 . 

例 1.2.21 (R, 十 ) 是 一 个 群 ,(Q ,十 ),(Z ,十 ) 都 是 它 的 子 群 . 

例 1.2.22 设 G=5;, 则 五 ={(1),(1 2)} 是 它 的 一 个 子 群 . 


证 及 对 G 的 乘法 是 封闭 的 .因为 由 
G= 5; = {0:0(1),0(2),0(3)}, 


即 
s-{ Ee) 
= a 
区 启 
[ -©®=-®-%. 
人 突 
1 2 3 和 和 
( j-e 3) 一 (3 2 j=-a 2)=(2 | -a 或 = 站 下 
高 吕 区 这 车 :| 
和 苏区 
二 类 省 多 二 = 村 部 溅 三 基站 邓 
下 这 2 3 1 
注意 ,事实 上 也 有 
和 和 
本 BL 误 二 (1 区 宇 三 氏 和 区 
:| 站 策 和 
| i 有 
(1 WW 2=0 3) = =(1 2 3). 
-时 
和 省 合 委 才 四 要 
子 集 H={(1),(1 ”={( 几 | 位 元 w=[ ;元 (1 2)= 
让 次 地 训 且 刘 让 


bl 2 3 ] 的 这 元 是 其 自身 ,因为 


EE 沽 1 2 3 
(1 2)(1 2)=(1 2) 一 一 (1)， 
"| 1 2 3 


故 五 ={(1),(1 2)} 是 S, 的 子 群 . 


定理 1.2.10 群 G 的 子 集 昌 CG 是 子 群 , 当 且 仅 当 
(1)abEHabEH:; 
(2) aE Ha EH. 

也 可 表示 为 : 群 G 的 子 集 电 CG 是 子 群 , 当 且 仅 当 a,bE Hab 1€EH. 


子 群 有 H 的 单位 元 就 是 群 G 的 单位 元 ; 子 群 昌 的 元 a€ H 的 逆 元 a EHH 是 a EG 在 G 
中 的 逆 元 . 
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定义 1.2.16( 正 规 子 群 、 陪 集 、 中 心 ) 设 (G,，) 是 一 个 群 , 若 群 G 的 子 群 NCG 满足 
VgEG, 都 有 gN 二 Ng, 则 称 N 为 G 的 正规 子 群 (normal subgroup), 也 称 为 不 变 子 群 
(invariant subgroup) ,并 分 别称 gN 一 {gn:nE N) 与 Ng 一 {ng:nEN) 为 N 的 左 、 右 陪 集 ; 
当 gN 二 Ng 时 , 称 其 为 N 的 一 个 陪 集 (coset). 

群 G 中 包含 一 个 正规 子 群 CCG, 称 为 群 G 的 中 心 (center) ,满足 VcEC 与 群 G 中 的 每 
个 元 g 可 交换 , 即 YV cEC,VgE€EG> cg=gc. 


定理 1.2.11 设 NN 为 群 G 的 子 群 , 则 N 为 正规 子 群 , 当 且 仅 当 aNa ! 一 N,Va€G. 


证 必要 性 车 NN 是 正规 子 群 , 则 由 假设 条 件 有 aN== Na, Ya€G. 于 是 aNa = 
(aN)a ! 二 (Na)a !' 二 Nl(aa !) 二 N. 必要 性 得 证 . 

充分 性 车 aNa”!= 二 N,VYa€EG, 则 Na==(aNa 1)a==(aN)(a ia) 二 (aN)e 二 aN, 故 
NN 是 正规 子 群 . 

群 G 关于 正规 子 群 N 的 陪 集 的 个 数 , 可 能 是 有 限 的 ,也 可 能 是 无 限 的 . 


定义 1.2.17( 正 规 子 群 的 指数 ) 若 群 G 关于 正规 子 群 N 的 陪 集 个 数 为 有 限 数 j, 则 称 
7 为 N 在 G 内 的 指数 (index number). 


定理 1.2.12 设 G 为 有 限 群 ,HCG 是 G 的 正规 子 群 , 则 电 的 阶 n 与 它 在 G 内 的 指数 
了 都 能 整除 G 的 阶 N, 并 且 满 足 N 二 nj. 进而 , 任 一 个 元 a€G 的 阶 都 能 整除 G 的 阶 . 


证 设 G 的 阶 N、H 的 阶 n\ 厂 在 G 内 的 指数 ) 都 是 有 限 的 正 整数 ,G 的 N 个 元 被 万 
分 成 j 个 陪 集 ,而 且 每 个 陪 集中 都 及 个 元 ,所 以 N=nj. 
例 1.2.23 S; 中 的 子 群 互 ={(1),(1 2)} 不 是 S; 的 正规 子 群 ,因为 
(1 WH={(0 3),(1 2 3)}, HO 3)={( 3), (1 3 2)). 


2. 积 群 
定义 1.2.18( 积 群 投 影 映射 ) 设 (G1,(")1),(Gs,(*),) 是 两 个 群 ,定义 G1 与 Gs 的 积 
集 (product set) 为 
G1 XG,= {(gi,g2):g ECGg E Gs}); 
对 于 《ais4az)EG1XGs,(b1,bz)EG1XGs ,定义 G1 XGz 中 的 运算 。 为 ， 
(ai yaz)(b 0) (a sas) * (bbs) = (a Ce)bi al),bs) (ab ,asb;). 
不 难 验 证 ,(Gl Gs,，，) 构 成 一 个 新 的 群 , 称 为 G1 与 Gs 的 积 群 (product group). 
积 群 G 二 G1 XGs 与 群 G1 ,Gs 之 间 有 两 个 重要 的 映射 : 投影 映射 (projective mapping) 
Pr :G 一 Ci ,Pr :G 一 Gz ,满足 
Pr (sgi'gz) 一 SI， (gg2) EG; 
Pri(gi,g2) = gs, (gi1'82) EG. 
它们 分 别 是 G 到 Gi 与 Gz 的 同 态 . 


3. 商 群 


定义 1.2.19( 等 价 类 、 商 集 ) 设 (G,(*)6) 是 一 个 群 ,NCG 是 G 的 正规 子 群 . 对 任意 两 
个 元 a,bEG, 若 a 1bEN, 则 称 5 与 4a( 关 于 NN) 等 价 (equivalent), 记 为 ~a. 易 知 ,a 1bEN 
当 且 仅 当 bEaN. 

记 与 a€G 等 价 的 元 bEG 的 全 体 为 [aj], 亦 即 [aj] 二 {bEG:b~a} 三 aN. 称 [a] 为 a 的 等 
价 类 (equivalent class). 也 称 [a] 为 a 的 陪 集 (coset). 于 是 ,G 中 的 元 得 到 一 种 新 的 组 合 , 就 
是 按 等 价 关 系 一 构成 许多 等 价 类 .G 中 元 的 等 价 类 的 全 体 记 为 {[a]:a€G}= 二 {aN:a€G)， 
并 记 G/~ 二 G/N 二 {[a]:a€EG). 称 G/N 为 G 关于 等 价 关 系 一 的 商 集 (quotient set). 


定理 1.2.13 设 NCG 是 G 的 正规 子 群 ,G/N 三 {[a]:aEG) 为 商 集 , 则 一 是 一 个 等 价 
关系 : 


(1) a~a, 即 <cE[a]; ( 自 反 性 ) 

(2) a~b Sb~a,Bp bE[a] Sa€ELb]; (对 称 性 ) 

(3) a~b,b~c > a~ce,Bp bELa],cELL] = cELa]; (传递 性 ) 
进而 ,还 有 


(4) a€ [Lb] = [aj=[6],m a~b = [aj=[L6]; 

(5) [ajA#[6] > [ajNN[6]=8 ,BLajNLoJ#AG = [La]=[2]. 

证 明 留 作 习题 . 

定义 1.2.20( 商 群 . 商 映射 ) 在 商 集 G/N 三 {[a]:aEG) 中 定义 运算 ，, [aj[6bj 寺 
[aj* [5] 二 [a(*)c6j 寺 [abj, 则 等 价 类 所 成 的 商 集 G/N 在 此 运算 之 下 构成 一 个 群 , 称 为 群 
G 关 于 正规 子 群 N 的 商 群 (quotient group) , 记 为 

(G/N= {[aj:a € G},[Laj* [6] = Lab)). 
定义 映射 Tr:a 六 x(a) 二 [aj, 称 x 为 G 到 G/N 上 的 商 上 映射 (quotient mapping). 


请 读者 验证 : 商 映 射 是 G 到 G/N 上 的 同 态 , 且 是 G 到 G/N 上 的 满 射 . 

例 1.2. 24( 剩 余 类 群 ) 设 (Z ,十 ) 为 整数 加 群 , 取 正 整数 m 三 2, 将 Z 中 所 有 m 的 倍数 
所 成 的 集合 记 为 N= 二 {mk:kEZ}), 则 (N ,十 ) 是 一 个 正规 子 群 (请 读者 验证 ). 

可 以 利用 正规 子 群 N 将 整数 加 群 (Z ,十 ) 分 为 等 价 类 . 定义 等 价 类 

[#8] = {mk:k € Z}= kN, 
则 ZZ, 三 {[8]:&EZ } 是 关于 正规 子 群 N 的 等 价 类 的 全 体 ,成 为 商 集 
Z,. = Z/N = {[0jJjs[L1)y-…,Lm—1)}= {0,1>%… ,mC— 1}, 

其 中 含有 mm 个 元 素 ,在 数 的 模 mm 加 法 运算 zx 外 y 二 xz 十 y(mod m) 之 下 构成 一 个 群 , 称 为 剩余 
类 群 (residue class group). 
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例 1.2.25 置换 群 中 的 右 ( 左 ) 陪 集 . 设 
=D 0 2 
为 3- 置 换 群 , 取 子 群 互 =({(1),(1 2)}, 例 1.2.23 告诉 我 们 ,H 不 是 正规 子 群 ,所 以 只 能 作 


右 、 左 陪 集 . 

做 右 陪 集 得 
H(D ={(D,(1 2)}, 
HQ 3)={( 3),(1 3 2))， 
HG(2 3)={(2 3),(1 2 3))， 
HQ 2)={0 2),(1))， 
HGI 3 2)={( 3 2,(1 3)}, 
HQ 2 3)={0 2 3),(2 3)}, 

做 左 陪 集 得 


(DH={(1),(1 2)}, 

(1 3)H={( 3),(1 2 3)}, 

(2 3)H={(2 3),(1 3 2)}, 

(1 2H={(1 2),(1)}, 

(1 2 WH={( 2 3), (1 3)}, 

(1 3 2DH={Q 3 2 2 3)}. 
但 是 ,(1 3)HH(1 3), (2 3)H#AHG2 3),(1 3 2H#AH(l 3 2),(1 2 3)Hz 
H(1 2 3); 只 有 (1)H=H(), (1 2)H=H(2 1), 这 是 因为 有 H 只 是 一 个 子 群 而 非 正 
规 子 群 . 


定理 1.2.14 群 G 与 它 的 每 一 个 商 群 G/N 同 态 . 


证 设 G 是 一 个 群 ,N 是 它 的 任 一 正规 子 群 ; 在 G 与 商 群 G/N 之 间 的 商 映 射 r:a 一 
[aj(a€E0), 即 a>aN(a€G) 是 G 到 G/N 三 {[aj:a€G} 的 一 个 满 射 . 进而 ,对 于 Va,oEG， 
有 ab>abN 二 (aN)(5N), 所 以 a>aN(a€EG) 是 一 个 满 同 态 ,因此 , 群 G 与 商 群 G/N 同 态 . 


习题 1 


1. 试 证 集合 的 运算 律 (1) 一 (6). 

2. 试 证 有 理 数 集 Q 的 势 是 失 ,. 

3. 设 X,Y 为 两 个 基本 集合 ,A,B,C 分 别 为 它们 的 子 集 . 设 f:A 一 B 是 集合 A 到 B 的 映射 ,集合 
f(A)={yEB:y=f(z),zEA}) 与 广 1(B)=={zEA:f(z)EB) 分 别 为 集合 A 的 像 集 与 集合 B 的 道 像 集 
(或 称 原 像 集 ). 试 证 : 

(GD) 若 ACB, 则 CA)CFGB) , 若 CCD, 则 广 :(CC 广 :CD); 


习题 1 5) 


C) AUB)=/CDUJ0B) ,一 般 地 ,/( Ya)=Wrava 为 指标 集 ， 


FAnBICFCA)m7CB) , 若 7 为 单 射 , 则 成 立 等 式 ， 
CA\B) 闻 FCA)NFCB) , 若 f 为 单 射 , 则 等 式 成 立 ; 


G) 六 (CUD= 广 (CU CD 一般 地 , 广 : Uc, ) 一 局 六 (CD) ,4 为 指标 集 ， 


广 (CCnD= 广 (Cn CD), 一 般 地 , 广 :( [ea )= 由 (GD,4 为 指标 集 ， 
CDA OD; 
wa Va)= Nn Gaal 4.)= UU CXNAA) ,4 为 指标 集 ; 
AEA AEA AMEA AEA 


(5) (Ua)n (Ns,)= U cnB)， 


EAXM 


(Qs) U (fs,)= 站 CA,nB,),A,M 为 指标 集 ; 


QEAXM 
(00 FAVAIS OTST 
(7) 车 f:A 一 B 是 单 射 , 则 /1'(f(4))=A; 
(8) 车 f:A 一 B 是 满 射 , 则 /(/7'(B))=B. 
4. 试 证 : 若 群 G 的 每 个 元 x EG 都 适合 zx? 二 e, 则 G 是 一 个 交换 群 . 
5. 一 个 有 限 群 的 每 个 元 的 阶 都 是 有 限 数 . 
6. 设 G=RR, 并 设 G 的 所 有 一 一 变换 所 成 的 集合 为 S, 并 记 为 r:a~w' 一 r(a), 试 证 : 定义 S 的 乘法 为 
复合 : ,rz ES 过 nn[r(a)]=(miertz)(a),a€G, 则 S 构 成 一 个 群 . 


7. 找 出 S， 中 不 能 与 3 1 要 的 元 


8. 证 明定 理 1. 2. 8、 定 理 1.2.9、 定 理 1. 2. 10. (在 定理 1. 2.9 中 ,嵌入 映射 工 是 子 群 S 到 像 集 I(S) 上 
的 同 构 映 射 . ) 


9. 若 G 是 循环 群 ,并 且 G 与 G 同 态 , 试 证 : G 也 是 循环 群 . 


10. G 是 无 限 阶 循环 群 ,G 是 任 一 个 循环 群 , 试 证 : G 与 G 同 态 . 
11. 试 证 : 对 于 正 整数 mw 宇 2, 集 合 N= {mk:kEZ) 在 通常 加 法 运算 下 成 为 正规 子 群 . 
12. 群 (G,* ) 有 两 个 子 群 G1,G; ,定义 群 (G,* ) 的 直 积 G1 XG; 为 
@ 要 求 G ,G 都 是 正规 子 群 ; 
©@ G=G XG:={g1* ge:g1 EGi,g2 EG) ,GNG:={e}, 
其 中 {e} 是 G 的 单位 元 所 成 的 子 群 . 试 证 : 群 (G,。 ) 是 它 的 两 个 子 群 G1,G, 的 直 积 的 充分 必要 条 件 为 
(1) G 中 任 一 元 gE€G 能 惟一 地 表示 为 g 二 gig; ,其 中 gy EG1 ,gs€G,; 
(2) Gi 中 的 元 与 Gz 中 的 元 可 交换 : gi gz 一 gzg1, 其 中 gi € G1 ,gi € Gz. 
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一、 线性 空间 与 线性 变换 


代数 学 ,是 数学 诸 分 支 中 最 早 被 人 类 认识 并 研究 的 一 支 从 算术 开始 ,到 用 符号 代替 数 
字 , 进 入 “数字 符号 化 ”的 时 代 , 并 逐渐 转 入 解 代数 方程 与 代数 方程 组 ,形成 “方程 式 论 ” 的 研 
究 . 19 世纪 中 叶 ,代数 学 从 “方程 式 论 ” 转 向 “代数 运算 ”的 研究 ,并 得 到 数学 家 的 一 致 认可 ， 
使 得 代数 学 与 代数 运算 的 一 般 理 论 与 20 世纪 的 近代 观点 统一 起 来 . 

近世 代数 的 主要 研究 内 容 是 集合 以 及 在 集合 上 的 代数 运算 ,使 得 集合 对 于 运算 而 言 形 
成 “运算 结构 ”, 或 “代数 结构 ”, 例 如 群 \ 环 、 域 .理想 , 模 等 . 研究 运算 结构 的 性 质 与 运算 结构 
的 表示 ,以 及 一 种 运算 结构 在 男 一 种 运算 结构 上 的 作用 ,成 为 近世 代数 的 主要 内 容 与 任务 . 

线性 代数 则 是 研究 线性 空间 、 模 (线性 空间 的 推广 ) 、 作 用 在 线性 空间 或 模 之 间 的 线性 变 
换 (也 称 为 线性 映射 线性 算 子 ) ,以 及 相关 问题 的 数学 科学 分 支 本 节 以 线性 空间 的 结构 与 
其 间 的 线性 变换 为 主 来 介绍 线性 代数 的 基本 知识 . 

高 等 数学 中 关于 线性 代数 的 知识 需要 熟练 掌握 ,用 以 作为 学 习 本 章 的 例子 与 基础 . 本 章 
主要 参考 文献 为 [11],[13]. 

关于 本 章 的 内 容 , 其 教学 框图 如 下 : 

线性 代数 


线性 空间 线性 变换 


基 , 有 限 维 线性 空间 线性 算 子 线性 泛 函 


| | | | 

子 空间 。 积 空间 商 空间 共 因 算 子 共 思 空 间 
直 和 空间 ( 模 S) 

自 共 罗 算 子 ” 丁 算 子 正规 算 子 

内 积 空 间 、 对 偶 空 间 (Hermite 算 子 ) 


线性 空间 的 结构 


=- 
对 称 空间 斜 对 称 空间 
( 正 交 几何 ) ( 辛 几何 ) 


2.1 线性 空间 


2.1 线性 空间 
2.1.1 线性 空间 的 实例 


线性 空间 的 定义 已 在 1. 2 节 由 定义 1. 2. 5 给 出 ,并 且 有 两 个 例子 : n 维 欧 氏 空间 R” 与 
区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 空间 C([a,6]). 本 节 开 始 ,再 给 出 一 些 重要 的 实例 . 


1. 矩阵 空间 
mXn 实 值 算 阵 的 全 体 骤 。 (CR )=={[aijj:1 志 im,1 志 jn,ai;; ER ) ,在 矩阵 加 法 十 与 
数 乘 a 之 下 ,成 为 实数 域 R 上 的 线性 空间 , 即 
A=[ajj, B=[6] = A+B= [a b,j; 
A=[ajJj,a€ER = a.A= [aai]. 
称 纲 , (R ) 为 实数 域 R 上 的 和 矩阵 空间 (matrix space); 若 a;; EC ,a€EC , 则 称 弧 , (CC ) 为 复 
数 域 C 上 的 和 矩阵 空间 . 


QI ”al 


记 吸 , 三 锋 ,(R)={A=[aj]:aij ER), 其 中 A=[aij]= 


称 为 n 阶 方 


Am “” Qmm 


阵 , 吸 , 称 为 实 方 阵 空 间 (real square matrix space); 相应 地 ,可 定义 复方 阵 空间 . 
2. 空间 


4 
有 {z:z = (Zi…zo…) zi ER 及 一 1,2,° ns >) El 吕 } ,定义 其 


j=1 
加 法 运算 十 与 数 乘 运算 a 为 
ZX 二 y= (T1720) 二 (YY) = (Ti 二 iyTs 二 Yn"), 
ar = 三 wez 一 a。(ziz…) 一 (ariyari…)，aER， 


则 2 在 这 种 运算 结构 下 成 为 一 个 线性 空间 . 显 见 ,2 空间 是 欧 氏 空间 R" 的 自然 推广 . 


3. 数 域 玉 上 的 多 项 式 空间 F [zx] 
以 数 域 下 的 元 为 系数 的 一 元 多 项 式 
blz) 一 arr" 十 aa-iZo 十 泡 十 az 十 co， a EF;,j=01,2, ns 
其 全 体 记 为 
了 了 Lz] = {p:p(7) 一 az 十 oz tazrta, a EF,nEN,j=0,1,2,.,n). 
在 F [zx] 上 定义 两 个 元 p,g€F [zj] 的 加 法 十 与 数 乘 c "为 
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( 力 十 g)Cz) = p(xz)+ aq(z) 
一 《如 十 珊 ) 妇 十 (ai 十 玉 -0Dz 十 之 十 (aa 十 页) 元 十 (ao 十 5 
(a» p(x) =ap(z) 一 aasz" 十 aa iz™ 十 … 十 aaiz 十 aao，aEF. 
不 难 验证 ,F [z] 成 为 数 域 F 上 的 线性 空间 , 称 为 数 域 F 上 的 多 项 式 空间 (polynomial space). 


4. 工 可 积 函 数 空间 二 (E),L 平方 可 积 国 数 空间 L2 CE) 
称 世 可 测 集 已 上 L 可 积 函 数 的 全 体 为 世 可 积 函数 类 , 记 为 
LI(E) = {|; [fC2)| dm <+~)}; 
称 集合 上 工 平 方 可 积 函 数 的 全 体 为 L 平 方 可 积 函数 类 , 记 为 
L:(E) = {|, |f Cx) 1? dm heel 
定义 其 加 法 运算 十 与 数 乘 运 算 a… 为 
(f+ ele = fund etzls weEE fas /lr) 一 ae Fa)js zwE ErwEF. 
在 这 种 运算 结构 之 下 ,二 者 都 成 为 线性 空间 ,L'(E) 与 L*(E) 分 别称 为 L 可 积 函 数 空间 


(Lebesgue integrable function space) 与 L 平方 可 积 函 数 空 间 (Lebesgue square integrable 
function space). 


2.1.2 线性 空间 的 基 


1. 几 个 基本 概念 


1) 线性 无 关子 集 

设 (X, 十 ,a*) 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ,SCX 是 X 的 非 空子 集 . 若 S 中 的 任意 个 元 
ajE SCO=1,2,…,n) 都 是 线性 无 关 的 ( 亦 即 , 对 F 中 的 任意 个 数 rj; EF (二 1,2,…,n), 当 
大 i 十 rzaz 十 十 rma, 二 0 时 ,总 有 二 rs 三 … 二 ,二 0), 则 称 S 为 X 的 线性 无 关子 集 (linear 
independent subset). 

若 X 的 非 空子 集 S 不 是 线性 无 关 的 , 则 称 S 为 线性 相关 (linear dependent) 的 . 

2) 由 子 集 SCX 生成 X 

车 SCX 是 数 域 F 上 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 又 若 X 中 的 任 一 元 zx EX 都 可 表示 成 S 
中 的 有 限 个 元 的 线性 组 合 , 亦 即 , VY xzEX, 存 在 a; ES 与 r; EF (j 二 1,2,…,m), 使 得 z= 
ria 十 rzas 十 … 十 rmam， 则 称 子 集 S 生成 (generate)X. 记 为 XX 二 span(S). 不 失 一 般 性 ,我 们 
假设 X 的 生成 集 S 是 线性 无 关子 集 . 

非 空 线性 无 关子 集 SCX 的 元 的 有 限 线性 组 合 组 成 X 中 的 一 个 线性 子 空间 , 记 为 
《S), 即 


《S) = span(S) = {a = Driaj:a; ESr EF,j = 12 mm EE 2+}. 
j=1 
于 是 有 名 隆 SCX 之 (SCX, 且 (S) 是 F 上 的 一 个 线性 空间 (请 读者 自行 验证 ). 


2.1 线性 空间 


3) 线性 空间 之 间 的 同 构 
设 Xi ,Xs 是 数 域 上 的 两 个 线性 空间 , 若 存 在 双方 单 值 的 满 射 :Xi 一 X, ,使 得 
Tazi 十 起 ) = To) Tz), Tiris € Xis 
T(z) = aT(z), BN EX, aEF, 
则 称 为 X, 到 X; 的 同 构 映 射 , 简 称 同 构 ; 并 称 X, 与 X; 为 同 构 空 间 , 简 称 Xi 与 X; 同 构 . 
注 同 构 映 射 是 一 对 一 的 满 映射 , 且 保 持 线性 空间 的 运算 . 请 读者 回顾 1. 2 节 关 于 两 个 
群 之 间 同 构 映 射 的 定义 1. 2. 8, 并 将 这 两 种 同 构 进行 比较 . 


2. 线性 空间 的 基 


定义 2.1.1( 线 性 空间 的 基 ) ” 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 F 上 的 线性 空间 , 若 线性 无 关 的 子 集 
SCX 生成 X, 即 X 一 span(S), 则 称 S 为 X 的 一 个 基 (basis). 


定理 2.1.1 对 任何 线性 空间 X, 若 X 天 {0}, 则 X 一定 存在 基 . 
证 设 线性 空间 X 天 {0} ,将 X 中 的 线性 无 关子 集 SCX 的 全 体 记 为 
入 = {SCX:S 冯 名 为 X 的 线性 无 关子 集 }. 

显然 味 名 ,因为 VS={a€EX:a 关 0)€ 吓 仅 含 一 个 非 零 元 的 线性 无 关 的 子 集 . 

对 于 集合 罗 将 其 中 的 元 素 按照 集 合 的 包含 关系 定义 一 个 “ 序 ”: S1 CS 己 Si 包含 于 
S;. 于 是 ,3 茂 为 一 个 半 序 集 (partial order set) (由 于 9 和 的 集合 之 间 有 的 能 按照 包含 关系 排 
序 , 有 的 不 能 ,因此 其 中 只 有 一 部 分 能 排序 ,这 样 的 98 称 为 一 个 半 序 集中 ). 若 任 取 9 的 一 
个 全 序 的 线性 无 关 集合 的 * 链 "S1CS;C…CS,C…(S,E 贸 , 则 并 集 U= [LU s, 仍然 是 oh 
的 线性 无 关 的 子 集 ,U 也 是 链 S1CS;C…CSiC*… 的 上 界 . 于 是 ,由 Zorn 引 理 ( 见 [6j: 若 
集合 已 是 一 个 半 序 集 , 且 其 中 每 个 链 都 有 上 界 , 则 P 有 极 大 元 ) 知 ,名 中 必 有 极 大 元 S € 风 亦 
即 ,S 中 的 元 是 线性 无 关 的 ,并 且 所 有 包含 5 的 子 集 VCX(S 皇 V) 都 不 青 是 线性 无 关 的 . 

于 是 ,5 一 定 生 成 X. 因 若 不 然 , 必 有 元 zxE X\S ,使 得 zx 不 是 S 的 元 的 线性 组 合 ,而 且 集 
合 SU {xz} 是 器 中 的 线性 无 关 的 子 集 ,S 又 是 SU {xz} 的 真子 集 , 蔬 盾 .定理 得 证 . 

定义 2.1.2( 线 性 空间 的 维 数 ) 设 (X, 十 ,a*) 为 域 F 上 的 线性 空间 ,S 为 X 的 基 . 称 S 
的 基数 S 一 card(S) 为 X 的 维 数 (dimension) , 记 为 dimX 二 card(S). 

车 card(S) 为 有 限 数 zCzEZ+), 则 称 X 为 (有 限 )n 维 线性 空间 . 例如 (R”, 十 ,a*), 它 


的 一 组 标准 正 交 基 是 
(1;0,0，…,0)，(0,1, 0 ,0)，… (0 0 ,0,1), 


含 n 个 线性 无 关 的 向 量 ,因此 R” 是 有 限 维 线性 空间 ,其 维 数 为 n. 
本 书 中 约定 : 有 限 n 维 线性 空间 简称 维 线性 空间 ,不 再 加 有限” 两 字 . 
在 线性 代数 领域 中 ,主要 研究 n 维 线性 空间 . 
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命题 2.1.1 nn 维 线性 空间 维 数 的 定义 2.1.2 是 合理 的 、 准 确 的 . 


证 @ 若 数 域 F 上 的 线性 空间 (CX, 十 ,ce*) 中 的 一 组 元 V 一 {uyv ,un} 线 性 无 关 ; 
另 一 组 元 S 二 {51 ,52 ,… ,ss)(n 二 card(S)) 生 成 X, 则 mn. 


事实 上 ,由 S={51,52,… ,5,) 生 成 X, 知 YXEX 二 z= Dasjs a EF ;j=1,2,° ,nn. 


j=1 

列 出 元 组 9 ,… ,ss; v1 ，,… ,vm。 将 最 后 一 个 元 移 至 第 一 个 ,得 到 wm ,ss vi vn-1. 

由 于 S$ 王 (sys,…,sw)} 生 成 X, 故 内 可 表示 成 sy,…,s% 的 线性 组 合 , 因 此 可 从 
55 和 5 中 移 走 一 个 ,例如 移 走 s; ,使 得 {v5 55 so) 仍 生成 线性 空间 X， 
记 为 {vm ss1,… ,5 ，"… sn) ,5; 表示 sj 已 被 移 走 .于 是 得 到 一 个 新 向 量 集 {w ,ss*… ,5 ，…， 
SB i 

重复 以 上 过 程 ,得 到 另 一 个 新 的 向 量 组 {vw vn ys 5 ssn; v1， vm-2}. 同 理 ， 
可 从 前 一 个 集合 中 移 走 某 个 w ,使 得 移 走 后 的 一 个 集合 仍 可 生成 X, 从 而 得 到 

{vas yO Vi 

如 此 一 直 进 行 下 去 ,我 们 称 此 移 走 的 方法 为 对 集合 {5 ,sz ,… ,sw ) 进 行 Steinitz 替换 . 替换 的 
结果 是 : 每 次 移 完 后 ,得 到 的 新 向 量 集 都 仍然 可 以 生成 X. 

车 所 有 的 5 ,ss，…，,s, 首先 被 移 完 , 亦 即 nn 二 m, 则 集合 和 vw-ns vn 和， Un-1， Un， 


$e 成 为 V=(w sti…ivn) 的 真子 集 态 二 {onsdwois dni 0desS i 下 }CV; 而 


且 又 能 生成 线性 空间 X, 这 与 V 一 {u ,说 ,ww} 线 性 无 关 相 矛盾 (因为 Wo 
wn 针 Vj, 却 可 以 用 V; (CV) 中 的 元 线性 表示 ,这 说 明 V 不 是 线性 无 关 集 ) , 故 必须 有 m<<n. 

@ 对 换 关 于 S 与 V 的 假设 , 设 S={51 ,ss，… ,sn,) 线 性 无 关 , 而 V= {vi ,vo，*… ,vn)(m 二 
card(V)) 是 线性 空间 X 的 生成 集 ,X==span(V), 则 nn 三 m. 这 只 要 用 外 的 论证 方法 便 可 
得 到 . 

图 当 5S={515500 呈 504) 与 V= 二 {wy ,vo，,…,v,) 都 是 X 的 生成 集 ( 因 而 也 都 是 线性 无 关 
的 ) 时 , 必 有 m= 二 n. 这 是 显然 的 . 

由 加 一 加 立即 得 到 ,空间 X 的 基 的 定义 是 合理 的 ,准确 的 . 


定理 2.1.2 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 F 上 的 nn 维 线性 空间 ,SCX 为 一 子 集 , 则 下 述 论 断 
等 价 : 
(1) S 是 X 的 基 ; 
(2) X 中 每 个 元 xEX 可 惟一 地 表示 为 
严 一 六 Wi 十 产妇 十 十 mo 万 全 FEF， 丰 ES，j 一 1,2723 
(3) S 是 X 中 的 极 小 生成 集 (X 的 所 有 生成 集 都 包含 S); 
(4) S 是 X 中 的 极 大 线性 无 关 集 (X 的 所 有 线性 无 关 集 都 被 S 所 包含 ). 


特别 指出 ,n 维 线性 空间 的 结构 与 它 的 数 域 有 密切 关系 . 


2.1 线性 空间 


定理 2.1.3 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 FE 上 的 nn 维 线性 空间 , 则 

(1) 下 上 的 n 维 线性 空间 义 与 F” 同 构 ; 亦 即 ,实数 域 民 上 的 nn 维 线性 空间 义 与 R" 同 
构 、 复 数 域 C 上 的 nn 维 线性 空间 XX 与 C" 同 构 ; 

(2) 下 上 两 个 nn 维 线性 空间 义 与 Y 同 构 , 当 且 仅 当 它 们 的 维 数 相同 . 


证 只 需 证 明 (1). 为 证 上 的 n 维 线性 空间 (X, 十 ,a*) 与 F" 同 构 , 取 X 的 一 组 基 和 = 
{bib2 sb,), 则 VXEX, (Casas a,)EF" ,使 得 z 一 ap 十 ozp 十 … 十 oo ,并且 用 列 
al 


Q2 


向 量 [zj 二 表示 , 称 [x]s 为 xEX 在 基 8B 之 下 的 坐标 (coodinate). 定义 一 个 映射 pm XX 


Qn 
一 RF" ,其 取 值 为 
pA7) 一 [zj]s*> (ayaza) EF", rEX. 
显然 ,gp 呢 X 到 F" 上 的 一 对 一 的 、 线 性 的 满 映 射 . 进而 ,ps 是 X 到 Fr 的 同 构 映射 , 它 保持 
运算 : 


pry) = [x+yjs= | 款 || < 2xz) + pdy), 
Qn 二 E33 Qn J Bb » 
aaa aa 
Piar) = [az ]w Bi a a 7). 
P| Sa 


于 是 ,在 同 构 的 意义 下 ,n 维 线性 空间 只 有 一 个 ,就 是 F”. 
例 2.1.1 n 维 欧 氏 空间 (R", 十 ,a*) 是 nn 维 线性 空间 , 它 有 基 
a =(1,0,0,°…,0), ez 一 (0,1,0,……,0)，…， en 一 (0,0,0,……，1). 
例 2.1.2 mxXn 实 值 矩 阵 的 全 体 所 组 成 的 R 上 的 线性 空间 
WM, = {A = [aj:l Si<ml<i<na ER)， 
它 有 基 
Bo = {ej:l Si<m,l<i<n}, 
1， k=i,s=j, 
其 中 [eiy]=[axs Joxe， “=| 
0， 其 他 . 
易 见 ,dim, 二 mn. 
例 2.1.3 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 的 全 体 ( 含 零 多 项 式 ) 组 成 R 上 的 线性 空间 
= {pr pr) 一 az 十 … 十 Ci 十 aovaj E Rs = 0,1s" 9n}s 
它 有 基 伟人,z,x?,…,zx"). 其 维 数 为 dim 久 二 nn 十 1. 
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2.1.3 ”线性 空间 的 子 空间 \ 积 空间 、 直 和 空间 、 商 空间 


1. 于 空间 

设 (X, 十 ,a*) 是 数 域 上 的 线性 空间 ,SCX 是 X 的 非 空子 集 ,如 何 由 (X, 十 ,a*) 圭 
(X,( 十 )x,(a*)x) 生 成 一 个 子 线性 空间 (S, 十 ,a*) 圭 (S,( 十 )s,(a*)s) 呢 ? 

子 集 ”SCX 是 X 的 非 空子 集 ,S 了 2. 

运算 (十 )s XxX,y€ES 过 工 ( 十 )sy= 二 x (十 )xy; 

(a*)s XES, aEF > (a*)sr=(a*)xr. 

车 S 在 上 述 运 算 ( 十 )s, (a*)s 下 成 为 数 域 F 上 的 线性 空间 , 则 称 (S, (十 )s, (a*)s) 为 
(X,( 十 )x,(a*)x) 的 线性 子 空间 (linear subspace) ,简称 子 空间 (subspace). 

为 验证 一 个 子 集 S 是 否 构成 X 的 子 空间 ,只 需 验 证 线性 空间 的 运算 (十 )x 与 (a*)x 在 
子 集 S 中 是 否 封闭 就 够 了 . 

乱入 映射 ”， 子 空间 S 到 线性 空间 X 的 映射 1:S>X,I(z) 二 zx,rE 5S, 称 为 嵌入 上 映射 . 

嵌入 映射 是 S 到 SCX 的 同 构 映射 , 它 是 联系 线性 空间 X 与 子 空间 S 之 间 的 重要 桥梁 . 

定理 2.1.4 设 (X, 十 ,a*) 为 域 下 上 的 维 线性 空间 ,S,TCX 是 两 个 线性 子 空间 , 则 
dim(S) 十 dim(T)= 二 dim(S 十 T) 十 dim(SN 站 T). 特别 地 , 当 Sm 站 T=40} 时 ,有 

dim(S) + dim(T) = dim(S+T) = dimX =n. 


2. 积 空 间 

如 何 由 数 域 上 的 两 个 线性 空间 (CX,( 十 )x,(a*)x),(Y,( 十 )y, (a*)y) 生成 一 个 积 线 
性 空间 (XXY, 十 ,a*) 三 (XXY,( 十 )xxys, (a*)xxy) 呢 ? 

积 集 XXY={(z,y):zEX,yEY}. 

运算 (二 yw (ns (nm) EXXY = 

(T1991) (xxy (Tary2)= (T(t) x Te V(t)y ya); 
(ar)xxy (TYEXXYaEFS a)xxy (Ty) = (a)x I, (a*)yy). 
不 难 证 明 ,XXY 在 上 述 运算 (十 )xxr,(a*)xxy 下 成 为 数 域 F 上 的 线性 空间 , 称 
(XXY,+,a st) = (XXY, Hwy a) wor) 

为 (X,( 十 )x,(a*)x) 与 (Y,( 十 )y,(a*)y) 的 积 线性 空间 ,简称 积 空 间 (product space). 

联系 积 空间 (XXY,( 十 )xxy，(a*)xxy) 与 原 空间 (X,( 十 )x (ao)x),(Y,( 十 )y,(ae)y) 
的 重要 桥梁 是 投影 映射 . 

投影 映射 ”、 称 映射 Pr :XXY-~X, Pn ((z,y)) 一 z 与 映射 Prs :XXY->Y，Prn (Crz,y)) 一 
y 分 别 为 积 空间 X XY 到 空间 X 与 Y 的 投影 映射 . 

易 证 ,Pr 与 Pr 为 多 对 一 的 同 态 映 射 . 

两 个 空间 的 积 空间 概念 可 以 推广 到 一 般 闷 个 线性 空间 的 积 空间 情形 , 即 


2.1 线性 空间 


CX 
相应 地 ,投影 映射 也 有 xm 个 , 即 
Pi :Xi XX Xs > XX, Por sza)) = Zz j= 1,2,"m. 


3. 直 和 空间 
由 数 域 上 两 个 线性 空间 (X, 十 ,a*) 与 (Y, 十 ,a*) 可 生成 男 一 种 有 用 的 线性 空间 一 一 
直 和 空间 . 
设 (X, 十 ,a*) 硅 (X,( 十 )x,(a*)x) 与 (Y ,十 ,a*) 三 (Y,( 十 )y,(a*)y) 为 数 域 上 的 两 
个 线性 空间 , 且 XNY={0}. 
直 和 XQ@Y 二 {(z,y):XEX,yEY) 称 为 X 与 Y 的 直 和 (direct sum). 
运算 (十 )x@y (xisy) (x2)EXODY > (ny) (xey (rey)=n (xr y(t)yy2); 
(ar)x@r (Ty)E XODY,aEF > (a*)xevr(Czy) 一 ((a。)xzy(a。)vry). 
记 为 (XO@Y ,十 ,a*) 三 (XO@Y, (十 )x@y, (a*)xe@y) ,不 难 验证 , (XY, (十 )x@y, (a')xe@y) 构 
成 上 的 一 个 线性 空间 , 称 为 (X, 十 ,a*) 与 (Y, 十 ,a*) 的 直 和 空间 (direct sum space) ,简称 
直 和 . 
两 个 空间 的 直 和 概念 也 可 以 推广 到 一 般 mr 个 线性 空间 的 直 和 空间 的 情形 . 
(X1 BDO Xs +a) = (XD DB Xn Px-ex, ;a x08-@x.). 
由 直 和 概念 可 以 引进 重要 的 “ 补 集 " 概 念 . 


定义 2.1.3( 补 集 ) 若 S,TCX 是 数 域 F 上 的 线性 空间 X 的 两 个 子 空间 , 且 X= S 四 
T,SNT={0), 则 称 S 与 T 互 为 补 集 (complementary set) , 简称 互补 , 记 为 S 一 上 与 了 一 他. 


定理 2.1.5 设 (X, 十 ,w。*) 为 数 域 F 上 的 维 线性 空间 ,SCX 是 一 个 线性 子 空间 , 则 
dimX=dim(S)+dim(&). 


例 2.1.4 设 (R", 十 ,a*), 且 (R”, 十 ,a*),m 二 n 是 R" 的 m 维 线性 子 空间 . 则 (R””， 
十 ,a *) 也 是 R" 的 线性 子 空间 ,上 且 有 Re 一 ReGRr-n。 
例 2.1.5 在 方 阵 空 间 对 ,中 , 定义 子 集 W 一 [J € 六 :a = 中 则 W 是 


吸 , 的 一 个 线性 子 空间 . 

显然 W 关 于 中 ,的 加 法 与 数 乘 运 算是 封闭 的 ,上 且 和 零 方 阵 属 于 W, 即 0 一 [0],x, EW, 因 
此 W 成 为 吸 ., 的 线性 子 空间 . 由 于 W 中 第 一 行 的 元 素 中 只 及 n 一 1 个 是 线性 无 关 的 , 故 
dimW =n:—1. 


4. 商 空间 
由 数 域 F 上 的 线性 空间 (X, 十 ,a*) 与 其 上 的 一 个 等 价 关 系 一 ,可 生成 一 个 商 线 性 空间 
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(X/ 一 ,十 av) = X/ ~ Hw a) ). 
等 价 关系 一 zyEX, 称 工 与 y 等 价 , 记 为 x 一 y, 若 满足 


Cy wp ( 自 反 性 reflexivity) 
(2) rz~y = y~zs (对 称 性 symmetry) 
(3) 工 一 3 一 > 工 一 2 (传递 性 transitivity) 


等 价 类 [Lz] 集合 [zj] 二 {y€EX:y~z}) 称 为 zxEX 的 等 价 类 ,也 称 [x] 为 z 的 陪 集 . 
商 集 X/ 一 ={[Lz]j:zEX} 称 为 线性 空间 X 在 等 价 关 系 一 下 的 商 集 . 
运算 有 十 疡 s 区 ]i[L 岂 和 其/ 二 SS Lele Ld Ls (G+)yj 3 
(a。)x~ [xJEX/~, axEF 一 (ao)x~([z])= 王 [Caco)xz]. 
易 证 ,X/ 一 在 上 述 运 算 ( 十 )xw~,(a*)x/~ 之 下 成 为 数 域 上 的 线性 空间 , 称 线性 空间 
(X/ 一 ,十 ,oa。) 三 (X/ 一 ,( 十 )x~ (a)x~) 
为 (X, 十 ,a*) 在 等 价 关 系 一 下 的 商 线 性 空间 ,简称 商 空间 (quotient space). 
商 映 射 ”、 称 线性 空间 X 到 线性 空间 X/ 一 的 映射 r:z 一 r(Cz) 一 [z] 为 商 映 射 .r 是 多 对 
一 的 同 态 映 射 . 
例 2.1.6 在 三 维 欧 氏 空间 Rs: 与 其 子 空间 R* 之 间 , 定 义 一 个 映射 T:Rs: 一 了: ,使 得 
VYz=(ziyzvz)ER:,Tz) 一 (ziyz)ER:. 由 此 映射 ,定义 
ker(T) = {(0,0,x3) € R’:zs ER)， 
称 集合 ker(T) 为 映射 了 的 核 (kernel) ; 也 定义 
im(T) = T(R:) 一 R’, 
称 集合 im(T) 为 映射 的 像 (image). 
考虑 等 价 关 系 一 : x,yER 二 > x 一 y€E ker(T). 不 难 验 证 , 商 集 为 
Rs:/ ~= im(T)， 
这 个 商 集 在 等 价 类 的 运算 下 构成 的 商 空间 就 是 及 . 


5. 模 S 同 余 

作为 商 空间 概念 的 推广 ,我 们 引进 模 S 同 余 与 模 S 商 空 间 . 

定义 2.1.4( 模 S 同 余 ) 设 (X, 十 ,a*) 为 域 政 上 的 线性 空间 ,SCX 为 子 空 间 , 若 

UvEX>u—vES, 

则 称 * 与 v 模 S 同 余 (congruent (modulo S)), 记 为 u 二 v(mod S). 

与 vEX 模 S 同 余 的 全 体 记 为 [v] 二 {u€EXX:u 二 v(mod S)}, 称 为 v 的 模 S 同 余 类 ,或 称 [wv] 
为 线性 空间 和 中 心 的 模 S 陪 集 . 

模 S 同 余 是 一 个 等 价 关 系 一 , 称 为 模 S 等 价 关系 , 它 将 X 划分 成 若干 个 “ 块 ”Lv]. 


2.1 线性 空间 


6. 模 S 商 空间 
定义 2.1.5 ( 模 S 商 空间 ) 设 (X, 十 ,a。*) 为 域 忆 上 的 线性 空间 ,SCX 为 子 空 间 , 一 为 
X 中 的 模 S 等 价 关 系 , 模 SS 同 余 类 的 全 体 记 为 
X/ ~ 三 X/S = {[vj:v € X} = {[v)] = v++S:v € X}, 
并 在 其 上 定义 加 法 与 域 下 的 乘法 为 
[wj 二 [wj = (zx 十 S) 十 (十 S) = (uo)+S, u,v EX; 
afu] =a(u+S)=au+S, uE€E X,a€EF, 
得 到 的 下 上 的 线性 空间 X/ 一 二 X/S, 称 为 XX 的 模 S 商 空 间 (quotient space of X modulo S). 


2.1.4 内 积 空间 
最 重要 ,最 常用 的 一 种 线性 空间 是 内 积 空间 . 


1. 内 积 空 间 的 定义 

定义 2.1.6( 内 积 、 实 内 积 空间 ) 对 于 实数 域 F 一 尺 上 的 线性 空间 (X, 十 ,a*), 若 存在 
映射 (T,y) :XXX 习 尺 ,满足 

(1) VrEX = (r,7)>0; (zz) 一 0 OO r=0; (正定 性 positive definiteness) 

(2) (zy)=(y,7); (对 称 性 symmetry) 

(3) (az+tBy,z)=a(z,z)+B(y,z), 

(zyay 十 px) 一 aoCzyy) 十 BCzz)。 

则 称 (z,y) 为 X 上 的 ( 实 ) 内 积 (inner) ,并 称 (X, 十 ,a*) 为 实 内 积 空 间 (real inner space) , 记 
为 (X, 十 ,a*,(X,y)). 也 称 其 为 实 欧 几 里 得 空间 (real Euclidean space) ,并 称 映 射 (z,y): 
XXX-~~R 为 双 线 性 式 (bilinear form). 


定义 2.1.7( 复 内 积 、 复 内 积 空间 ) 对 于 复数 域 F 一 C 上 的 线性 空间 (X, 十 ,a*), 若 存 
在 映射 (z,y):XXX-~C ,满足 


(线性 linear) 


(1) VxEX SS (zr,7)0; (zr,7)=0 合 工 一 0; (正定 性 positive definiteness) 
(2) (x19)=(y,7); ( 共 胃 对 称 conjugate symmtry) 
(3) (az 十 By ,z) 一 ac(zyz) 十 BCy,z)， (线性 linear) 

(zyay 十 Bz) 一 KGCzyy) 十 ECzz). ( 共 元 线性 conjugate linear) 


则 称 (z,y) 为 X 上 的 ( 复 ) 内 积 . (X, 二 ,cv",(Cz,y)) 称 为 复 内 积 空间 (complex inner space)， 
或 称 其 为 复 欧 几 里 得 空间 (complex Euclidean space). 


注意 ,映射 (z,y):XXX->~C 不 是 双 线 性 式 . 
例 2.1.7 实 邯 维 欧 氏 空间 (了 R" ,十 ,ac。),R" 一 { 人 2 一 (zzn):ziER,1s) 委 2} ,是 最 
熟悉 的 内 积 空间 ,其 元 素 间 的 内 积 为 
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(x3y) = Pay zyER". 

例 2.1.8 =|z= a + 中] 是 内 积 空间 , 其 元 素 问 的 内 积 为 
(x,y) = Sy, ziy ELD. 

例 2.1.9 (Le 拉 ) 一 人 大 (| Tedzj 一 =] 是 内 积 空间 ,其 元 素 间 的 内 积 为 


b 
(f,g) = | rcoscodr， fg EL([a,b)]). 


2. 内 积 空间 中 元 的 长 度 ,距离 

在 线性 空间 (X, 十 ,a*) 中 ,只 有 元 之 间 的 运算 , 却 无 法 考虑 元 的 “长 度 ”. 然而 ,在 内 积 
空间 中 ,内 积 (z,y):XXX-~R(C ) 却 将 * 形 ”与 “ 数 "联系 起 来 ,赋予 线性 空间 以 更 深层 次 的 
结构 ,这 在 以 后 的 课程 中 会 遇 到 很 多 例子 . 现在 以 内 积 空间 为 例 , 先 让 读者 认识 集合 的 另 一 
种 结构 一 一 拓扑 结构 的 引进 与 意义 . 

定义 2.1.8( 长 度 、 距 离 ) 在 内 积 空 间 (X, 十 ,a*,(Zx,y)) 中 ,对 任意 的 TEX, 称 上 z= 


VM(X,X) 为 工 的 长 度 (length); YzyyEX, 称 dzy) 一 VCz 一 y 7 一 y) 为 工 与 y 之 间 的 距 
离 (distance). 


有 了 距离 的 概念 ,就 可 以 像 高 等 数学 中 那样 ,引进 “ 邻 域 "“ 开 集 ”“ 闭 集 ”“ 序 列 的 收敛 
性 ”“ 极 限 ”"“ 连 续 性 "等 一 系列 概念 ,向 人 们 展示 数学 科学 理论 与 应 用 更 广阔 的 天 地 . 
内 积 的 下 述 性 质 很 重要 ,会 经 常用 到 . 


定理 2.1.6 内 积 (z,y) 满 足 

(1) Cauchy 不 等 式 |(z,y)| 委 zl lyl，zyEXi 

(2) 三 角 不 等 式 Dz 二 y 志 上 zl 二 上 yl，z,y€EX; 

(3) 距离 的 三 点 不 等 式 d(z,y) 委 d(Cz,z) 十 d(zy)， XY,2EX; 

(4) 平行 四 边 形 法 则 zx 十 y 上 十 上 zx 一 y==2z 十 2 上 ey 上 ， xz,yEX. 
证 明 留 作 习 题 . 


2.1.5 对 偶 空 间 


1. 线性 空间 上 的 映射 


为 了 研究 线性 空间 的 结构 ,一 个 重要 的 概念 是 两 个 集合 之 间 的 “映射 ”在 1.1.3 节 中 ， 
定义 了 两 个 集合 之 间 的 映射 满 射 单 射 . 逆 映射 、 复 合 ; 进而 , 当 集合 自身 有 了 运算 结构 后 ， 
如 群 , 域 等 ,在 1. 2.2 中 ,又 定义 了 两 个 群 之 间 的 同 态 、 同 构 . 其 实 , 在 两 个 定义 了 运算 结构 


2.1 线性 空间 


的 集合 上 ,都 可 以 定义 同 态 映 射 与 同 构 映 射 . 
同 态 映 射 , 就 是 保持 运算 的 映射 ,例如 
群 的 同 态 f:(G1,(*)6 ) 一 (Gs,(.)6,) 满足 
fr) = fof), zy EG, f(r),f(y) € Gs 
域 的 同 态 f: (i ,CP (oF ) 王 (Fs,( 十 )p,，(*)5,) 满足 
fz CD) = fr) Hf Cy), zy EF, f(z),f(y) € F,, 
fz (Ony) = fr) CRFY), zsy EF, fr),f(y) € Fs 
线性 空间 的 同 态 f;:(X,( 十 )x ,Cat)x)(Y,( 十 )y,(a*)y) 满 足 
fxit)x ze) = fx) Hf ze), zisxs E KX, y= fr), y= f(x) EY, 
f(ar)xz)= (ar)yf(x), aEF,rEX, y= f(x) EY. 
事实 上 ,线性 空间 之 间 的 同 态 就 是 线性 空间 (X,( 十 )x,(a*)x) 到 (Y, (十 )y,(a*)y) 上 
的 线性 映射 . 我 们 重新 给 出 线性 空间 之 间 的 线性 映射 的 定义 . 


定义 2.1.9( 线 性 映射 ) ” 数 域 六 上 的 线性 空间 (XX,( 十 )x,(ae)x) 到 (Y,( 十 )y,(a*)y) 
的 映射 T:X 一 Y 称 为 线性 映射 (linear mapping) , 若 :XY 满足 
T(arit+Rrzs) =aT(z)+BT(rz), a'BEF, Xi,rx EX. 


映射 ,是 函数 概念 的 推广 . 回顾 在 高 等 数学 中 的 “函数 ”概念 : 函数 广 3-~ 距 是 从 它 的 定 
义 域 写 二 [a,65]CR 到 值 域 多 CR 的 一 个 对 应 关系 f ,按照 这 个 f, 每 个 xE 钨 仅 有 一 个 y€ 
居 CR 与 之 相对 应 . 上 述 同 态 与 同 构 、 线 性 映射 等 都 是 某 种 对 应 关系 . 在 自然 科学 领域 中 ， 
考虑 更 广泛 的 集合 之 间 、 空 间 之 间 的 自 变 量 与 因 变 量 的 “关系 ”时 , 便 需 要 推广 函数 的 概 
念 . 通常 ,对 于 一 个 对 应 关系 f; 多 一 织 ， 

若 多 二 [a,b]CR, 名 CR, 则 称 f 为 函数 (function); 

若 3CR" ,名 CR, 则 称 f 为 多 元 函数 (several variable function) ; 

若 ?3CR" ,名 CR", 则 称 f 为 向 量 值 函 数 (vector valued function) ; 

若 9CX,.9RCR, 则 称 f 为 泛 函 (functional); 

若 9CX.9RCY, 则 称 f 为 映射 (mapping) ,或 变换 (transformation) ,或 算 子 (operator). 这 
里 X,Y 可 以 是 群 域 ,线性 空间 ,也 可 以 是 更 一 般 的 集合 . 

下 面 讨论 一 类 新 型 的 线性 空间 ,其 中 的 元 是 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 , 称 为 X 的 对 偶 
空间 (或 称 共 思 空 间 ). 数 域 让 均 指 实数 域 尺 或 复数 域 C. 


2. 对 偶 空间 
1) 线性 空间 上 的 线性 泛 函 、 对 偶 空间 


定义 2.1.10(X 上 的 线性 泛 函 ,对 偶 空间 ) 设 (X, 二 ,oa*) 为 数 域 F (及 或 C) 上 的 线性 
空间 ,车 映 射 :XX 一 F 满足 f(azt 十 By) 二 af (xz) 十 Bf(y), xX,yEX,a,BEF , 则 称 三 为 X 上 
的 线性 泛 函 (linear functional) . 
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记 线 性 空间 (X, 十 ,we*) 上 线性 泛 函 的 全 体 为 
X* = 二 {f:f 是 XX 上 的 线性 泛 函 ). 
在 XX"* 上 定义 加 法 运算 (十 )x* 与 数 乘 (we。)x* 为 
frg EX (fx gx) = fx) (Hr gx), TEX; 
fEX,a€EF> ((a)x: (x) = (ao)pf (xz) =af(z), xz EX, 
则 (CX* ,( 十 )x* ,(a*)x* ) 成 为 PR 上 的 线性 空间 ,并 称 X “为 X 的 对 偶 空间 (dual space) ,或 共 
示 空间 (conjugate space). 
例 2.1.10 取 线 性 空间 (X, 十 ,a*) 为 三 维 ( 实 ) 欧 氏 空间 Ri ,我 们 证 明 (R?) 一 及 ,这 
里 等 号 理解 成 两 个 线性 空间 是 同 构 的 ( 亦 即 ,元 素 之 间 一 一 对 应 、 对 应 关系 是 保持 两 个 空间 
运算 的 满 射 ). 
事实 上 , 任 取 yERs: ,定义 一 个 泛 函 T,:R* 一 R, 满 足 


3 
T(z)= (zy) = Dy, rER, y€ER’, 
We 


其 中 z= (zi ,x2 ,X39) ER’,y 二 (yyy,y3)ER’,(zx,y) 是 R， 中 的 内 积 . 不 难 验证 , VyE 
R’, 有 
Tlar +Bzr’) =aT,(z)+BT,(z), apPER, rx ER, 
于 是 有 R*C(R’)"*. 
反之 ,可 证 明 (R’)" CR'. 事实 上 , 若 f: Ri 一 R 是 Ri 上 的 任 一 个 线性 泛 函 , 即 FE 
(BR)", 则 f(x 十 xz) 二 f(z) 十 f(z ) 与 Faz) 一 afCz) 确 定 了 三 为 zyzayvzs 的 线性 函数 ， 


因此 必 为 f(x) = Fazyzyzs) 一 >)cuzk 的 形式 ,其 中 心 < RCR= 1,2,3). 于 是 , 任 一 线 
k=1 
性 泛 函 FE (R)' 必 对 应 一 组 数 cE R (k= 二 1,2,3), 亦 即 对 应 于 R? 中 的 一 个 元 ， 


ER (eesc)ER 从 而 (RY')" CR 故 (RY)* 与 Rs 同 构 . 这 里 “(R')* 一 
Rs” 中 的 等 号 是 指 (R’)' 与 Rs 同 构 . 


定义 2.1.11( 线 性 泛 函 的 零 化 子 ) 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,ACX 为 X 
的 非 空子 集 , 称 对 偶 空 间 X" 中 的 子 集 A’ 二 1{fEX*:f(A)= 二 0) 为 集合 A 的 零 化 子 
(annihilator) ,其 中 f(A) 二 {f(zx)EF :rEA) 是 A 的 像 集 . 


关于 一 个 集合 ACX 的 零 化 子 ,有 如 下 性 质 : 

(1) A"CX* 是 对 偶 空间 X* 的 线性 子 空间 ,无 论 集 ACX 是 否 是 X 的 子 空间 . 当 集 
ACX 是 X 的 子 空间 时 ,车 dimX==n 有 限 , 则 dimA 十 dimA" 一 2; 

(2) 若 集 ACBCX, 则 B*"CA'; 

(3) 若 dimX 一 ?为 有 限 维 , 并 视 X” 与 X 等 同 , 则 对 任 一 子 集 ACX, 有 (A")" 一 span(A). 
车 A 为 X 的 子 空间 , 则 (A")" 一 A; 


2.1 线性 空间 


(4) 若 dimX==n 有 限 ,A.B 为 子 空间 , 则 
(ANMNB)=A°UBP', (A+B)=A°NB'; 
(5) 车 X==A@B 为 两 个 子 空间 A 与 B 的 直 和 , 则 
X*=(A@@B)=A'@B'. 

2) 线性 空间 的 二 次 对 偶 

定义 2.1.12(X 的 二 次 对 偶 空间 ) 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 上 的 线性 空间 ,X 的 对 偶 空 
间 为 (X”* ,( 十 )x* ,a*)x* ), 则 XX" 也 是 上 的 线性 空间 .定义 空间 X* 的 对 偶 空间 (X*)* 一 
X”, 称 为 X 的 二 次 对 偶 . 三 次 对 偶 、 四 次 对 偶 等 可 类 似 定 义 . 


关于 有 限 维 线性 空间 的 对 偶 空 间 有 下 面 定理 . 


定理 2.1.7 设 (X, 十 ,a*) 为 数 域 上 的 nn 维 线性 空间 , 记 dimX 一 ?7, 则 
(1) dimX=dimX" =dimX™ =n; 
(2) 久 ;X* ;XX” 彼 此 同 构 ,并 且 对 于 XEX 与 iz" EX” 有 
XX” (w)=wz), VYwEX'. 2 1 D9 


证 由 假设 ,dimX=n. 设 寻 {el1,es，,…,e,}CX 是 X 的 一 组 基 . 定义 X 上 的 nn 个 线性 
泛 函 cEX' (k 二 1,2,…,n) ,使 其 满足 
ca 人 bd es (2.1.2) 
0， 关 jj， 
6n4 称 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 符 号 . 
易 证 ,加 二 {er ,e? ,…,er )}CX" 是 X* 的 一 组 基 , 称 妇 为 对 偶 基 (dual basis). 
类 似 地 ,定义 二 次 对 偶 基 为 对 一 {ef” ,e2" ,…,e*}CX” ,使 得 
a Ce = -全 2 (2.1.3) 
Dy ky 
同样 可 证 ,他 = 二 {er ,er*,…,er*}CX“ 是 X* 的 一 组 基 , 称 好 为 鸣 二 次 对 偶 基 . 
于 是 ,结论 (1) dimX=dimX "一 dimX” 一 ”得 证 . 
为 证 (2) ,定义 映射 


区 和 二 三 > yajej EX 一 并” 一 Dg EEX, wm EF, j=1,2,"n, 
i=1 j=!1 
显然 ,m :X 一 X* 是 同 构 映射 , 称 为 X 到 X* 的 自然 同 构 (natural isomorphism). 将 z 一 


a oa 


az 


Dwey EX 记 为 [as 一 | “| 将" 一 ge? EX* 记 为 [x*Js 一 | “|, 则 X 与 X' 同 构 , 即 


Qn Qn 
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a a 
a Ti S az 
[z]s=| . | 一 一 [z]s =|. 
Qn Qn 


同 理 , 定 义 X* 到 XX 上 的 映射 
zz: 工 ” 一 Sek (= lk es Tap EX": EFsI= lns 
j=1 j=1 
己 是 X 到 X” 的 自然 同 构 , 有 


a a 

二 Q2 证 Qa2 
[zx' J . |—— [zx”* Js = 

an an 


再 来 看 X 与 X… 的 关系 . 令 t 二 如 。 nsX 一 X", 设 z EX 在 基 名 之 下 的 表示 为 
xz 二 了 ae E X, 下 面 来 求 (ri(z)) 在 基 寻 下 的 表示 . 由 
j=1 


oz) rz(r(z)) Wy 2} 六 (2.1.4) 
任 取 wEX" , 设 w 在 基色 之 下 的 表示 为 


w= DPer EX'. (2.1.5) 
由 (2.1.2) 式 知 ,mw(e) 二 > Be? (e) = B,j = 1,2， 将 此 式 代 入 (2.1.5) 式 , 得 
i=1 
二 》)w(ei)er .这样 , 对 于 一 个 xz” 二 >)ae”E X" 与 任意 w= 了 Be = > ww(e)e'E 
i=1 j=!1 i=1 i=1 
站"* ,而 
ZX”" (w)= ( ajey jw- 一 Do; ex” (w) = Dae (Bu Cee: ] 
j=1 i 

= py Paw es je (ef) = Paw Ei= «(Dow) 一 

=1 i=1 


Ql a 
这 正 是 [x” ]s' ==| |- 一 [x]s=| |. 于 是 得 到 重要 的 对 应 关系 


Qn Qn 


tr° 


= Dor | wy 
并 成 立 等 式 (2.1. 10)， 归 纳 为 表 2.1.1 中 所 示 . 


2.1 线性 空间 


表 2.1.1 
线性 空间 X 对 偶 空间 XX” 二 次 对 偶 空间 X 
基 赎 {ei,es,… ,en} 对 偶 基 名 二 {ei ,e? ,…,e? | 二 次 对 偶 基 3 二 {ei ee 
ef (ej) 一 0 ef" (ef ) 一 2 
自然 同 构 自然 同 构 


自然 同 构 
A i 世间 


j=l 


x" = Sg EE 


tz" = De? EX" 
i=1 


a 


t=Tt nn:r= Dae EX 


| 


a ee 


i=l i=l 


2.1.6 线性 空间 的 结构 


线性 空间 (X, 十 ,a*) 的 对 偶 空间 与 线性 空间 的 结构 有 密切 联系 ,特别 是 线性 空间 上 的 
一 种 “ 双 线 性 式 ”, 就 是 XXX 上 的 双 线 性 泛 函 , 它 能 决定 线性 空间 (X ,十 ,a*) 的 结构 . 


1. 线性 空间 上 的 双 线 性 式 、 一 次 型 


定义 2.1.13(X 上 的 双 线 性 式 、 二 次 型 ) 


数 f:XXX>F 称 为 X 上 的 双 线 性 式 (bilinear form), 若 f 关于 两 个 变量 都 是 线性 的 , 亦 即 
(az 十 By,z) = af (zx,z)+B/(y,z), ry EX, apBPEF 


设 (X, 十 ,a。") 为 数 域 F 上 的 线性 空间 ,二 元 函 


与 
(zay 十 Bz) 一 afr(z,y) 十 Bfr(zz)， ry E X, aBEF. 

将 双 线 性 式 记 为 (zy):XXX-EF. 称 (rz,z):XXX-F 为 二 次 型 (quadratic form). 

定义 2.1.14( 对 称 与 斜 对 称 双 线 性 式 ) 设 (X, 十 ,ac，*) 为 数 域 FF 上 的 线性 空间 , 双 线 性 
式 (T,y):XXX>F 称 为 对 称 的 (symmetric) ,车 Vz,yEX 一 (zy) 一 (y,z); 称 为 斜 对 称 
的 (skew-symmetric) (或 称 反 对 称 的 ), 若 Vx,yEX 地 (zy) 一 一 (y,). 

定义 2.1.15( 度 量 线性 空间 、 非 奇异 度量 线性 空间 ) ” 若 在 线性 空间 (XX, 十 ,a*) 上 定义 
了 一 个 双 线 性 式 (z,y):XXX-~E , 则 称 (X,(z,y)) 三 (X, 十 ,a*,(Xx,y)) 为 度量 线性 空间 
(metric linear space); 双 线 性 式 (z,y) 称 为 度量 线性 空间 (X,(Cz,y)) 上 的 度量 . 

对 于 度量 线性 空间 (X,(zx,y)), 若 VyEX,(Cz,y) 一 0 一 z 一 0, 则 称 度量 线性 空间 
(X,(Cz,y)) 为 非 奇异 的 Cnon-singular). 


2. 线性 空间 上 的 正 交 几何 与 辛 几何 
定义 2.1.16( 正 交 几 何 与 辛 几何 ) 给 定 非 奇 异 度量 线性 空间 (X,(z,y)). 
(1) 若 (z,y) 一 0, 则 称 TEX 与 yEX 正 交 (orthogonal) ,也 称 直 交 , 记 为 工 |v。 两 个 子 
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空间 V ,WCX 称 为 正 交 的 , 若 VXEV,yEW, 都 有 xz] y, 记 为 VLW; 

(2) 若 (z,y) 一 (y:z), 则 称 (X,.(Cz,y)) 为 对 称 度量 线性 空间 (symmtric metric linear 
space) ,或 称 X 是 F 上 的 正 交 几何 (orthogonal geometry) ,也 称 对 称 几何 ; 

(3) 若 (z,y) 一 一 (y,z), 则 称 (X,(Cz,y)) 为 斜 对 称 度量 线性 空间 (skew-symmtric 
metriclinear space) ,或 称 X 是 F 上 的 辛 几何 (symplectic geometry) ,也 称 斜 对 称 几何 . 


3. Riesz 表现 定理 
有 限 维 非 奇 异 度量 线性 空间 上 的 线性 泛 函 的 表示 定理 , 称 为 Riesz 表现 定理 . 


定理 2.1.8 设 (X,(Cz,y)) 是 数 域 F 上 的 有 限 维 非 奇异 度量 线性 空间 , 则 对 任 一 线性 
泛 函 JEX"” ,存在 惟一 的 元 7EX, 使 得 VYvEX, 泛 函 f 了 对 vEX 的 “作用 ”可 表示 为 f(v) 三 
(vsT), 式 中 的 (v,T) 是 义 的 度量 ( 双 线 性 式 ). 

证 取 定 一 个 zxEX, 定 义 映射 p,:X 习 F 为 p.(v) 二 (v,z). 显然 ,p; 是 X 上 的 线性 泛 
函 , 亦 即 pg,: EX' 满足 (Pryaw 十 po) 一 (au 十 Bus ,x) 二 a(v1 ,Xz) 十 B(vs,x). 由 此 ,再 定义 一 
个 映射 r:X 一 X" ,满足 r(x) 二 9,. 

下 面 证 明 r:X-~X* 是 线性 的 . 对 于 z,yEX, a,BEF ,有 

tar 十 By) = ar(z) + Br(y). (2. 1.6) 
事实 上 ,对 于 任意 的 vEX, 由 
(tlar By) ,v= Gorta (v) 一 (uar 十 By) 一 ao) 十 Boy) 


= agpz(v) + Bpy(v) = (ags Boy)(v) 
= (ar(Zz) 十 pr(Cy))(u)， 
这 就 是 z 的 线性 , 即 (2. 1. 6) 式 . 
由 于 度量 (z,y) 是 非 奇异 的 , 故 集合 {zEX:p* 一 0} 一 {zEX:(u,z) 一 0,VuEX} 是 线 
性 空间 X 中 只 含 零 元 的 集合 {zEX:p 一 0} 一 {0} ,因此 ,映射 r:X 一 X* 是 一 对 一 的 满 映 射 ， 
所 以 它 是 X 到 X* 上 的 同 构 . 于 是 , 当 X 是 有 限 维 (dimX 王 2 时 ,其 上 的 线性 泛 函 PEX” 
一 定 是 g.(v) 二 (v,x). 定理 得 证 . 
Riesz 表现 定理 告诉 我 们 ,有 限 维 非 奇 异 度量 线性 空间 (X, 十 ,a*,(z,y)) 上 的 线性 泛 
函 只 有 一 种 ,就 是 定义 在 此 空间 上 的 双 线 性 式 . 


4. 线性 空间 上 的 正 交 几 何 与 辛 几何 的 结构 


1) 线性 空间 的 变换 矩阵 

研究 有 限 维 线性 空间 X 的 两 组 基 之 间 的 关系 至 关 重 要 .下面 从 回顾 R 中 的 情形 开始 . 

(1) Rs 中 两 个 坐标 系 的 变换 公 

回忆 在 高 等 数学 中 ,讨论 了 R 中 的 直角 坐标 系 Ozyx 与 仍 以 原点 O 为 新 坐标 原点 的 新 
坐标 系 Oxiyizi 之 间 的 关系 . 记 入 {Ozryz:i,j,k) 与 全 {Oriyizi:iis 放 1 有 ) ,其 中 {i,j,k}， 


2.1 线性 空间 


全 , 族 :有 } 分 别 为 两 个 坐标 系 中 坐标 轴 上 的 正 交 单位 向 量 ,也 就 是 R* 中 的 两 组 基 , 其 间 的 夹 
角 由 表 2. 1.2 给 出 . 基 的 变换 公式 写成 线性 变换 (方程 组 ) 的 形式 为 
i = icosai 十 Jcosas 十 Rcosas ， 


j1 = icospB 十 jcospBs 十 cospB ， 全, jj 
1 = icos7i 十 jcosyas 十 &cosys ， 
CoOsal Cosas cosas 
这 里 的 变换 方 阵 C 一 区 cosB。 cosBs 


COSYI COsY。 Cosys 


是 正 交 方 阵 ,CC7 二 1,C" 是 C 的 转 置 方 阵 . 


表 2.1.2 
i 万 kl 
i a 有 ba 
az 及 7 
aa B 7 


1 Ls 

令 9 -小 -| [mma 1.7) 可 写 为 6 二 C6. 记 
k ki 

bi 

bs 

bs 


B= {i,j,k} Ms= E M, C= {i,ji'h} Me= 


Cl 
“| MM. 
C3 
于 是 ,时 (一 2 全 汶 , 司 } (注意 到 , 基 名 本 来 对 应 于 一 个 3X3 的 方 阵 ,这 里 隐 去 
每 个 三 维 向 量 i,j,k 的 分 量 ,将 它们 直接 视 为 Ra 中 的 三 个 元 ( 行 向 量 )6,5bs,6, 因 此 
名 >MxE 吸 1 ,这 在 研究 高 维 情形 时 将 是 很 方便 的 . ) 
记 C 三 Ms,Ms:Ms>~Me 称 为 变换 方 阵 , 则 8 一 C8 表示 为 基 的 变换 公式 

Me 一 MaeMn (2. 1.8) 

为 确定 变换 方 阵 C 三 Ms€ 吸 ,, 记 C 三 [Ci Cs C;] ,将 变换 写 为 
[CCMa]e= CMs 
0 


0 0 
~- 0 
0 1 
此 得 到 变换 方 阵 为 Mx 圭 [Cle;) je 
(2) n 维 线性 空间 X 与 m 维 线性 空间 Y 的 坐标 系 的 变换 公式 
上 述 (1) 的 结果 可 推广 为 n 维 线 性 空间 X 与 mm 维 线性 空间 Y 的 坐标 系 的 变换 . 


1 


取 从 办 {e,es,es} 中 的 元 为 e 一 |0 ; 则 [Clej)jJe=Ce; = 二 GG 二 1,2,3), 因 
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b 


， 


已 
设 X,Y 的 维 数 分 别 为 dimX 一 与 dimY 一 m. XX 的 基 多 对 应 于 | ， | 二 MwY 的 基 CE 对 应 


b, 


C2 


十 ; 二 Me; 于 是 有 对 应 关系 : 吉 >MsE 级 1 与 C>MeE 级 14. 若 线性 变换 rw: 98>E 将 X 的 


i 
基 多 变换 到 Y 的 基 心 则 有 
rme>JMe GE Ms (2: BW 
基 的 变换 公式 为 
Me = MaMss (& 1 10) 


如 (1) 同 样 的 推理 可 得 到 ,变换 矩阵 为 Mx 一 [[rx(e) J]e* [rw(e,) jel. 
(3) R’ 中 两 个 坐标 系 变换 之 下 点 的 坐标 变换 公式 
在 Rs: 中 , 设 两 个 坐标 系 的 变换 为 rx: 8>G 点 PE Rs 的 坐标 变换 公式 推导 如 下 . 


bi 
由 乱 {i,j,&k}96 三 | bs |E 级 1, 点 P 了 在 名 中 的 坐标 表示 为 (zi ,zs,zx3) 三 [xjs 又 于 
bs 
Cl 
但 Ai)e>0 二 | cz |jE 吸 ,点 已 在 Ec 中 的 坐标 表示 为 (zi ,zs ,zs) 二 [zxjJe; 再 由 re: 多 ~ 为 
Cs 


正 交 变换 , 故 表示 和 矩阵 为 Mx:6 一 61 (Me 一 MaeMa) , 且 Ms(Mas)T 一 T, (Ms)7 二 (Mw) ! 为 正 
交 方 阵 .注意 到 正 交 变换 ra: 和 = 不 改变 O 户 的 长 度 ,也 不 会 改变 任意 两 个 元 的 内 积 ,我 们 取 


Tl b 
原 坐 标 系 下 的 两 个 元 ar em bs |E 级 1 ,它们 在 新 坐标 系 下 的 表示 分 别 为 
Ts bs 
[zj]e=| zs je 级 与 0 =|cj|e 吸 . 
作 内 积 ,有 [Lzxje* 5 二 [zjs* 6 ,并 推导 如 下 : 
[zje*: 6 = [zjs*:6 (由 9 一 (Me) 0 一 (Ma) "01) 
= [zje* = [zjs* 一 [zj]s。 {Ms) O01} (将 此 等 式 右 乘 (61)7) 


全 {[z]e 1) (0)7 = {[zjs* (Mx) "0,) (61)” (直接 验证 ) 


2.1 线性 空间 


> [zje= Ms[z]s 
于 是 ,Lrje 一 Ms[zxj] 式 是 R* 中 在 两 个 坐标 系 变换 下 的 一 个 点 的 坐标 变换 公式 . 
由 此 可 见 , 变 换 方 阵 Ma 不仅 将 2 的 基 Mo 变 为 的 基 Me(Me 一 MaMss ,也 将 一 个 点 的 坐 
标 [z] 闪 为 [zj]e([z]e 一 Ma[z] 四 . 
(4) nn 维 线性 空间 XX 与 闷 维 线性 空间 Y 的 坐标 系 变换 下 点 的 坐标 变换 公 
上 述 (3) 的 结果 可 推广 为 n 维 线性 空间 X 与 m 维 线性 空间 Y 的 坐标 系 变换 下 点 的 坐 


mi 


标 变换 公式 . 在 (2) 的 假设 下 ,再 设 任 一 个 元 zxEX 在 基色-X 的 坐标 表示 为 [z] 呈 由 SG 


J 
3 
最 1, 任 一 个 元 yEY 在 基 CY 的 坐标 表示 为 [中 二 | |e ma. 
Ym 
于 是 ,由 变换 rw: 8>G 也 有 re:X-~Y, 使 得 rs(z) 一 y, 并 且 
rs([z]a = [yje, tT 
或 用 变换 rs 的 变换 矩阵 Ms 表示 为 
[yje= Ms [zj Kg: L122 


2) 有 限 维 非 奇 异 度量 线性 空间 

关于 非 奇 异 n 维度 量 线 性 空间 ,我 们 还 有 如 下 定理 . 

定理 2.1.9 设 (X, 十 ,a*,(X,y)) 是 数 域 站 上 的 有 限 维 (dimX 一 n) 非 奇异 度量 线性 空 
间 , 设 器 {01,0;，,…,b,) 是 X 的 基 , 则 方 阵 [ 胃 二 [bji ],xs 在 基 

bp: (0 0) 一 人 [LO [LO 

之 下 定义 为 [ 喃 二 [(b; ,6b4)jsxss， 其 中 [….]" 为 方 阵 [….] 的 转 置 , 称 为 由 双 线 性 式 (x,y) 决 定 
的 对 应 方 阵 ,简称 对 应 方 阵 ， 则 

(1) 双 线 性 式 (z,y) 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 对 应 方 阵 [昭王 [( 广 ,入 )]x 是 对 称 的 , 亦 即 
bi =by (1<j ,kn); 

(2) 双 线 性 式 (z,y) 是 儿 对 称 的 , 当 且 仅 当 对 应 方 阵 [ 轩 二 [(b; ,bi)],xs 是 针对 称 的 , 亦 
即 (b;,b;)=0,(b;,b)=— (bb0) (1<IjiARSn). 


证 对 于 xzEX,yEX, 在 基 和 3 (04,b,,…,b,) 中 的 表示 分 别 为 x = 》) zjbjsy 一 


i=1 
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站 yb, 并 记 为 [x]s=| |,[y]s=| |, 则 双 线性 式 在 基 9 之 下 的 表示 为 


Tn Vn 


全 (Ds, Dy) = Da (5, Dy a 
j=1 k=1 j=1 k=1 


Dryr lb ,be). 
一 1 


因此 ,对 任意 z,yEX, 若 (zy) 一 (y,z), 则 必 草 含 ( 记 ,20) 一 (万 )(1 魏 ), 人 魏 2) , 故 [ 勇 一 
[Co 2)]x* 是 对 称 方 阵 ; 反之 亦 然 . 

当 (z,y)== 一 (y,z) 时 , 则 有 (6j 560)== 一 (B45,6;)(1 志 j,k 二) ,从 而 (6; ,6b;)==0, 与 (b; ,6b)= 二 
一 (6b4,60;) (1 二 j 关 kn) , 故 必 昔 含 [ 兄 是 斜 对 称 方 阵 ; 反之 亦 然 . 

3) 正 交 几何 的 分 解 定理 


定理 2.1.10 设 (X, 二 ,we*,(Czy)) 是 数 域 F 上 的 dimX 一 n 维 、 非 奇异 、 对 称 度量 线性 


(6 ,6))#0,k=j, 
空间 , 则 必 存 在 正 交 基 对 - {61 ,bs，…,b,) | CR 一 1.2，…，7) ,使 
0， kj 


得 X 可 分 解 为 正 交 直入 二 Si 外 … 甸 5S, ,其 中 : 

@ 符号 四 表示 正 交 直 和 , 亦 即 S) | Si ,Sj 四 Si,j 隆 k, 且 Vx EX 可 表示 为 x 二 》)s,， 

j=1 

CS i 

@@ 由 妃 ,(bj,b)) 二 ajsj 二 1,2,…,n 生成 的 一 维 子 空间 Sj; (j 二 1,2,…,n) 是 Sj 二 {XE 
X:z 一 ab ,b; € B; 

图 空间 X 的 度量 ( 双 线 性 式 )(z,y) 关 于 正 交 基 吕 {b1,b,,…,b,) 的 对 应 方 阵 [ 妃 = 
(Bisb) (CO 
| : $ 为 非 奇异 正 交 方 阵 , |[ 弦 | 了 关 0, 且 〈[ 绥 )"[ 妇 =[(6;,b;)],xn， 当 数 


(biob1) … (bs,b,) 
域 F 二 C 时 ( 它 是 一 个 代数 封闭 域 , 即 所 有 以 下 中 的 元 为 系数 的 nn 次 多 项 式 都 可 分 解 为 一 次 
式 的 乘积 ) , 则 必 存 在 标准 正 交 基 入 使 得 对 应 方 阵 [ 另 必 可 取 为 


1 
[ 另 王 | 二 | 《和 
. 


当 数 域 F 一 及 时 ( 它 不 是 一 个 代数 封闭 域 ), 则 必 存 在 正 交 基 答 (已 一 (Da ,bs),… ,0b, 一 


(6; :0)) 0 k=j, ls Sy re 
ey “ 且 (bj;,b;)= "使 对 应 方 阵 为 
0， kj, 


《bm s… 满足 (bj ,bx) 二 
' We | —1,jo<j<n, 


2.1 线性 空间 


[ 呈 = ; 访 1 


一 1 
图 若 书 是 一 个 元 阶 非 奇 异 对 称 方 阵 , 则 必 存 在 姑 阶 非 奇 异 方 阵 Q ,使 得 
Q1 
P=Q[gQ=Q ”. 
dn 
其 中 (bj,6;) 二 a; 由 @ 确定 ; 在 F 二 C 时,Q 由 (2.1.13) 式 给 出 ; 在 F 一 及 时 ,Q 由 (2.1.14) 
式 给 出 . 


4) 斜 几何 的 分 解 定 理 
定理 2.1.11 设 (X, 十 ,a*,(x,y)) 是 数 域 F 上 的 dimX 一 交 维 、 非 奇异 、 斜 对 称 度量 线 
性 空间 , 则 必 存 在 正 交 基 内 {0 ,6,，,…,b,) ,使 得 X 可 分 解 为 正 交 直 和 XX 二 Hi 旬 … 旬 Hl， 
3 
其 中 ; @ 符号 四 表示 正 交 直 和 , 亦 即 有 H; | Hi,H; 四 Hi,j 关 1, 且 VzEX 可 表示 为 工 一 2)h， 
j=1 


h € Hjsj = 1,2,°° ks 
0 1 
@ 也 是 二 维 儿 对 称 度量 子 空间 ,其 对 应 方 阵 为 | 中 因此 , 非 奇 异 、 斜 对 称 、 度 
量 线性 空间 必定 是 偶数 维 的 ; 
图 可 选取 一 组 正 交 基 妈 - {b1 ,bs，…,b,) ,使 得 度量 (zyy) 的 对 应 方 阵 为 


0 1 0 0 0 0 
| 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 
[ 鳃 =| 0 0 -1 0 和 
0 0 0 有 0 1 
0 0 0 OO 产 1 0 


图 若 己 是 一 个 寻 阶 非 奇 异 余 对称 方 阵 , 则 必 存 在 寻 阶 非 奇 异 方 阵 Q ,使 得 


第 2 章 线性 空间 与 线性 变换 


0 1 

—1 0 

0 0 

P=Q'[Q=Q"| 0 0 
0 0 

0 0 


因此 , 非 夺 异 余 对称 方 阵 也 一 定 是 偶数 阶 的 . 


oO~ oo 


© SoooS 


sa 区 本 例 


2.2 线性 变换 


5) 惯性 定理 (sylvester’”s law of inertia) 

定理 2.1.12 设 (X, 十 ,a*,(X,y)) 是 数 域 上 的 dimX 二 n 维 非 奇 异 度量 线性 空间 . 

@ 车 (zy) 是 对 称 的 , 则 存在 X 的 一 组 正 交 基 多 =- {b1 ,bs,…,b,), 使 得 对 于 任意 
53EX 有 


(zyy) 一 外 轴 十 az 名 训 十 … 十 anén7n， ke 
若 (z,y) 是 针对 称 的 , 则 存在 X 的 一 组 正 交 基 入 {51,6,,…,b,) ,使 得 对 任意 zx,yEXX, 有 
(za 一 有 有 全 一 名 页 十 二 十 名 -0 一 丰 Wn-1s 《2.1.16) 
3 Nn 
名 六 
(2.1.15) 式 (2.1.16) 式 中 ,[z] 交 | |,[ 轨 于 | |,(6;,6;))=@y ,j=1,2,%… ns 
办 
@) 若 数 域 F 一 C , 则 存在 一 组 标准 正 交 基 {6 二 G64 ,6141) 一 (On ,Dn))， 
lz = 二 
b= {0 二) 使 得 对 于 任意 x,yEX, 有 
(X33) 二 外族 十 印信 十 十 名， 了 
车 数 域 一 及 , 则 存在 一 组 正 交 基 9 只 1 一 (OpD0) 一 (Oo sb )), (OA) 一 
(bb) 0, k=j, Ls 1<j<j,， 
且 (6 ;6))= 使 得 对 于 任意 x,yEX， 
Ig, i | jy Wg i 
(ZT59) = &n i Om OO Se 下 


图 特别 地 ,对 于 二 次 型 (zzr), 若 数 域 下 一 C , 则 (zzr) 一 各 十 总 十 … 十 各; 若 数 域 
下 一 及 , 则 (zz) 一 总 十 … 十 总 一 总 和 一 … 一 总 . 


2.2 线性 变换 
2.2.1 线性 算 子 空 间 


1. 线性 空间 上 的 线性 算 子 
本 节 考 虑 同一 个 数 域 F 上 的 两 个 线性 空间 X,Y 之 间 的 线性 变换 . 
定义 2.2. 1( 线 性 算 子 .线性 算 子 空间 ) 设 T:X 一 Y 是 数 域 F 上 的 线性 空间 
(XX,( 十 )x,(a*)x) 到 线性 空间 (Y,( 十 )y,(a*)y) 之 间 的 映射 , 若 丁 满足 
T(aritRr2s) = aT(r)+BT(z) =ayitBys, rir €E X, yy EY,aBEF, 
则 称 丁 为 X 到 YY 的 线性 算 子 (linear operator) (或 称 线性 映射 (linear mapping) ,或 线性 变换 
(linear transformation) ). 


线性 算 子 空间 记 义 到 YY 的 线性 算 子 的 全 体 为 
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L(X,Y) 一 1T:X 一 了 是 和 到 并 的 线性 算 子 )， 
记 其 中 的 元 为 T,S,R, 等 .在 L(X,Y) 上 定义 加 法 运算 与 数 乘 运 算 : 
加 法 十 二 (Hixxy T,SEL(X,Y) 一 (T 十 S)(Cz) = T(r)+S(r) ,VrE NX; 
数 乘 w。= (ao)rxnm TEL(X,Y), a€EF> (aeT)(x) =aT(x),VrE NX, a€EF; 
则 志 (X,Y) 成 为 数 域 R 上 的 线性 空间 , 称 为 线性 算 子 空间 (linear operator space). 
特别 地 , 当 Y 是 数 域 F (R 或 C) 时 ,L(X,F ) 就 是 线性 泛 函 空间 (linear functional 
space) , 亦 即 X 的 对 偶 空间 X* 二 L(X,F )( 定 义 2.1.10), 也 称 X* 为 X 的 共 郝 空间 . 
我 们 有 线性 算 子 空间 L(X,Y) 的 同 构 定 理 . 


定理 2.2.1 设 义 ,Y 分 别 为 数 域 上 的 dimX 二 n 维 与 dimY 二 m 维 线 性 空间 , 则 
同 构 


I M, = WM., (F )， 
同 构 映 射 由 对 应 关系 TEL(X,Y) 呈 A 二 [Tjs 一 [as ji<i<mi<j<w 给 出 . 


Ql 
证 设 XX 的 一 组 基 为 只 - {51,,…,6,) ,每 个 ZEX 关 于 的 举 标 记 为 [x]s=| “|; 设 


Qn 


B 
Y 的 一 组 基 为 C= {0c ,cso,… ,cm) ,每 个 yEY 关于 上 的 坐标 记 为 [y]e 一 网 . 对 于 任 一 个 线 


Bn 
性 算 子 TELC(X,Y), 设 TT 将 基 听 鼎 到 基 C 则 T:8>G 且 T(x) 二 yEY. 下 面 来 确定 工 . 
| 0 及 


0 0 BB 
取 [e] 呈 | |，…'[e] 呈 | ,|; 由 [TCz)je=[yje=| ,|; 则 [T(z)Je=A [xjs 为 确 


0 1 Bn 
QT 


定 矩阵 4, 令 A 一 [A, A，… A,], 其 中 A 一 | “” |,j 一 1,2,…,n。 取 标准 正 交 基 


Gam 
M= {8 = (1;0,°% ,0) ,5 ,b, = (0,.°%,0,1)}, 
亦 即 [61 ]s=[Le js*…,[L6, jg 一 [Les js 代入 [T(z)je 一 A [zjs, 得 到 


2.2 线性 变换 


(T(b1))) 
LTCo )]e 一 | ALb ls= LA: A * A. [bi Js= LA: Ai … 4] a Al. 


(T(6b1)), 
0 


(T(6;))1 
| 二 ALb; js=A;. 于 是 ,有 
(T(6;)), Js 
Aj=[T(6))jJej=1,2,…,n), 故 
A=[T]s= [A A; A,] = [[T(6) je [LTCo)]e] 
因此 ,TELCX,Y)A=[T]s€ MM,. 
于 是 ,T 对 应 于 一 个 矩阵 , 即 TELCX,Y) 呈 [TJsE 级 ,. 并 且 对 于 任 一 个 zxEX, 设 其 


Ql B 
,而 像 点 T(z) EY 关于 E 的 坐标 为 [T(z)]e=| 名 


2 


关于 9 的 坐标 为 [z] 呈 | 
am A 


; 则 成 立 公 


式 
LTCz)]e= [TJs Lx]s, 
其 中 A=[Tjs:3>G 从 而 TEL(X,Y) 决定 一 个 由 F" 与 "之 间 的 线性 变换 
A= [Tjs€ M,, 
并 且 TEL(X,Y) 一 A=[T]sEL(F",F”) Mmm,. 
现在 定义 一 个 映射 pg:L(X,Y) 一 员 , ,来 证 明 g 是 L(X,7 了 到 弧 , 的 同 构 , 即 


L(X,Y) < 二- WM, = MF ). 
令 pg(T)= 二 A=[T(6j)jJes YTEL(X,Y), 它 是 线性 映射 , 且 是 L(X,Y) 到 弧 , 上 的 同 构 
映射 . 
线性 一 一 事实 上 , Ya,BEF ,VT,SEL(X,Y) ,根据 定义 有 
glaT 十 6S) = [aT (6b;) +BSCb;)Je = aL Tb,)Jet BSC)Je = ag(T)+ BpS). 
Bi 


满 射 一 对 于 任 一 个 矩阵 BE 狐 , ,都 可 写成 B=[B, B，… B,],B; 一 | 二 


pw 
2,…,n. 对 于 确定 的 基 入 {61 ,0 ,… ,6b,) ,只 需 选 取 一 个 映射 TEL(X,Y) ,使 得 [TC6;)je=B，; 
二 1,2,…,n) ,这 是 一 定 能 做 到 的 . 因此 g 是 满 射 . 
单 射 一 一 由 A==[Tjs= 二 0, 当 有 [TC6;)je==0G==1,2,…,n), 从 而 T(b;)==0(j=1， 
2,…,n). 这 就 是 T=0, 表 明 p(T) 二 0 蕴含 ==0, 故 g 是 单 射 . 定理 得 证 . 
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注 定理 结论 可 写成 TEL(CX,Y)*[T]sE 级 ,; 基 之 间 变 换 公式 为 Me 一 LT]JaMms 点 
之 间 变 换 公式 为 [T(z)]e 一 [Tjs[LzxjsVzxEX. 

矩阵 [TsE M., 称 为 算 子 TEL(X,Y) 的 表示 和 矩 阵 (representation matrix). 

上 述 定 理 的 特例 可 表述 如 下 . 


定理 2.2.2 设 X 是 数 域 F 上 的 有 限 维 线性 空间 ,dimX 一 7 则 对 于 X 的 两 个 基色 6 
算 子 TEL(CX,X) 的 表示 给 阵 为 [T]e 一 Ma[LT]aMgl ,其 中 Mw 由 Mx 三 [[61 je…[6b, jejaxn 确 
1 0 


| | | 为 六 的 标准 正 交 基 ， 
0 
上 述 定理 2.2. 1 还 可 以 推广 到 三 个 线性 空间 之 间 的 情形 . 


定理 2.2.3 设 义 ,Y,Z 都 是 数 域 F 上 的 有 限 维 线性 空间 , 维 数 与 基 分 别 为 dimX 一 
n, 姑 和 胃 ; dimY 二 m,§; dimZ 二 1, 全 多 则 对 于 算 子 TEL(X,Y),SEL(Y,Z), 有 
BE 了 Tjs = LSjalL Tjs; 
其 中 [Tjs€ WM,, [SJE Mn ,LS° TsE M,. 
证 由 
rEXT(r) EY (ST)(z) = S(T(z)) € Z, 
得 
[Tz)Je= [Ts Lzls LSC(T(z)) J]o= [SJal T(z)]Je 
于 是 ,将 LT(z)]e 一 [Ts[Lz]s 代 入 后 一 式 , 得 到 
[S(T(z))Js= [SJal T(x)]Je= [LSJalT]s [x], 
此 即 
[CS。T)(Cz)]js= [LSJal Tjs [Lz] 
这 正 是 
[LS° Tjs= [SJaLT]s. 
2. 线性 算 子 的 像 . 核 .零度 
定义 2.2.2( 像 . 核 .零度 ) 设 X,Y 是 数 域 F 上 的 有 限 维 线性 空间 ,对 于 线性 算 子 空间 
L(X,Y) 中 的 算 子 TEL(X,Y), 称 im(T) 二 {T(z):zEX}) 为 本 的 像 (image); 称 ker(T) 一 


{xzEX:T(z) 二 0) 为 本 的 核 (kernel); 称 dim(ker(T)) 为 算 子 了 的 零度 Cnullity), 记 为 
null(T); 并 将 像 集 im(CT) 的 维 数 称 为 算 子 工 的 秩 (rank) ,rank(T) 一 dim(im(CT)). 


相关 的 定理 列 于 下 面 ,证明 可 参看 L13]. 
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定理 2. 2. 4( 秩 与 零度 定理 ) 若 TEL(X,Y), 则 dim(im(T)) 十 dim(ker(T)) 二 dimX. 


定理 2.2.5( 第 一 同 构 定理 ) (1) 若 TEL(X,Y), 则 商 空间 X/ker(T) 与 im(T) 同 


构 , 即 
同 构 


X/ker(T) im(T); 
(2) 车 XICX 是 子 空间 , 则 商 空间 X/Xi 与 补 子 空间 C1 同 构 , 即 
Ws 二 


定理 2.2.6( 第 二 同 构 定理 ) 车 Xi,XzCX 是 两 个 子 空 间 , 则 商 空间 (Xi 十 Xs)/Xi 与 
商 空间 Xa/(Xi1 门 X,) 同 构 , 即 
(Xi Xa)/X 


定理 2.2.7( 第 三 同 构 定理 ) 若 Xi,X:CX 是 两 个 子 空 间 , 且 XiCX,, 则 两 个 商 空间 


X/Xi 与 Xi/Xs 的 商 空间 (X/X1)/(Xs/Xi) 同 构 于 商 空间 X/X?，, 即 
同 构 


同 构 


Xz/(CXi 站 X:). 


(CX/XID)VCCX2/XiD)D) X/X，. 


2.2.2 线性 算 子 的 共 斩 算 子 


1. 共 思 算 子 的 定义 

下 面 介绍 与 TEL(X,Y) 相 关 的 一 种 重要 线性 算 子 . 

定义 2.2.3( 共 斩 算 子 ) 设 T:X>Y 是 数 域 B 上 的 线性 空间 X 到 Y 之 间 的 线性 映射 ， 
TEL(X,Y). 称 映射 TELCY",X") 为 工 的 共 斩 算 子 (conjugate operator) , 若 对 于 任意 
XEX 与 任意 fEY"* ,成 立 


(T° (Px) = (FT), VfEY', VrEX, 三 .名表 
这 里 T* (了 /) 表 示 工 对 AEY"* 的 作用 . T" EL(Y*,X* ) 的 定义 域 是 Y" , 值 域 是 X*，，, 即 
Pr EE "EE 


TfeY—— > TWEE = LF) 


等 式 (2. 2. 1) 的 左边 表示 T* (了 ):X 一 F 对 xEX 的 作用 (T* (f) ,zx) EF 有 意义 ; 而 等 
式 (2. 2.1) 的 右边 (f ,T(z)), VfEY*,YzEX 表示 了 EY* =L(Y,F ) 对 Y 中 的 元 y= 
T(z)EY 的 作用 ; 记 为 (f;y)=(f;T(z))》, VfEY',y=T(z)EY, VzEX. 于 是 ,VE 
Y*, VxzEX 有 (lf,T(z))EF. 图 2.2.1 是 (2.2.1) 式 的 共 思 算 子 示意 图 . 

这 样 ,VY fEY*, VxEX, 作 用 (f,T(zx)) EF 是 惟一 定义 的 (well defined). 事实 上 ,如 
果 有 一 个 算 子 SEL(Y*,X* ) 满 足 Y FEY*,VzEX, 都 成 立 《SC( 有 ,x)= 一 (f ,T(z)), 则 此 
S 就 是 算 子 TEL(X,Y) 的 共 罗 算 子 ,S 二 T* ,上 述 等 式 也 成 为 (S( 有 ) ,x)= 二 (T*( 有 ,x) 二 
(TC2)),VfEY*, VzEX. 常 记 (2.2.DD 式 为 (有 (OD)=J(TCG)D) ,VfEY', VzEX. 


第 2 章 线性 空间 与 线性 变换 


T(EX* 


~ 
NN 
xX*\\ 
i 
/ 
T*(J)EX* v-、s<- -VEY 
\ 1 
/ 


(T*( /),x) EF, xEX 等 了 (fT) EB vfEer 
二 
六 


及 


图 2.2.1 共 轿 算 子 


定理 2.2.8 设 义 ,Y 为 数 域 下 上 的 线性 空间 , 则 算 子 TSEL(X,Y) 的 共 d 算 子 T"， 
S' 是 线性 空间 L(Y*,X") 中 的 元 , 亦 即 T,SEL(X,Y) 二 T*,S* EL(Y*,X"), 且 

(1) T,SEL(X,Y) = (T+S)* =T 十 S" 3 

(2) TEL(X,Y) ,a€EF = (aT)* =aT*; 

(3) TEL(X,Y) UEL(Y ,2) => (UsT) =T"*U"EL(Z',X');, 

WD TE TT EN = 

(5) 若 X,Y 为 有 限 维 线性 空间 , 则 TEL(X,Y) 的 共 罗 算 子 T" ,有 (T) "一 T; 

(6) 若 X,Y 为 有 限 维 线性 空间 ,dimX 二 n,dimY 二 m, 则 当 TELCX,Y) 的 表示 敌阵 为 
AE 弓 时 ,其 共 恩 算 子 T ELCY",X7) 的 表示 纸 阵 为 A 的 转 置 和 矩阵 ATE 级 ,, 且 秩 满 足 
rank(T)=rank(T"* ) 一 rank(A) 一 rank(AT). 


证 依 定义 ,(1) 与 (2) 显 然 . 
对 于 (3) , 任 取 fE2Z*，, 欲 证 《(UeT)* (1),zx)=(f,U(T(z))). 
由 定义 , 王 式 左边 为 (UTC 有 7 一 人 FUsTOCDyVFE2Z ,VzEX; 于 是 ,再 
由 定义 
CEU » TIC = OCT ED = WC Ty = KT" OCOD 
上 式 右边 就 是 (CT**U*)(f) ,x), 故 (3) 成 立 . 
对 于 (4), 取 (3) 中 的 U=T7! ,由 假设 TELCY,X) 存 在 ,因此 I=(D* 一 (T TD) 一 
T*"(T-) ,这 就 给 出 (4). 
对 于 (5) ,由 于 X,Y 为 有 限 维 的 , 故 X 兰 X”,Y 人 Y” (定理 2.1.7), 于 是 
下 
我 们 还 需要 证 明 ,VzEX, 有 (T,z) 一 (T”,z). 
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其 实 , 对 任意 x*“ EX ,对 应 地 zx“EX” <> xzEX, 且 此 对 应 关系 由 
QC 伦 入 把 
确定 ,因此 ,对 于 T”EECXK”,Y”) 以 及 任意 fEY* ;有 


定义 定义 (2.2.2) 式 定义 
证 


从 而 ,T” Cz” ) 一 T(z)。 但 XX 宇 X* ,Y 衬 Y“ ;因此 TT“(z*")=T(z) 表 示 T“* 与 TT 将 
Vx” EX”* zxEX 映 为 同一 个 值 ,所 以 T* =T. 
最 后 ,对 (6) ,由 于 X,Y 为 有 限 维 的 , 设 吉 = {0 bs "bs = {ec 9C2 9 Cm }. 对 偶 基 
为 刚 : 二 {607 ,2 6 } 8: 二 {cf ,02 sc%). 于 是 , 算 子 TEL(X,Y) 呈 [TwE 统 ,. 另 
一 方面 ,T" EL(Y* ,X*)S[T* Je ss EM.. 
由 2. 2.1 节 的 讨论 知 
[T's = WET) [TON [ES 


与 
LT yw = LT [T6876 in)s 

直接 用 坐标 表示 , 便 可 比较 出 两 个 矩阵 的 关系 (请 读者 自行 验证 ), 从 而 得 到 [T* Jew = 
([Tjs)". 定理 得 证 . 

例 2.2.1 设 X,Y 为 尺 上 的 线性 空间 ,dimX=n,dimY 二 =m. 则 

dimX* =n, dimYy” =m, 

并 且 L(X,Y eM LOY ,XX" )<> 圾 。 

由 定理 2.2.8, 若 TEL(X,Y) 与 T" EL(Y*,X" ) 的 表示 矩阵 分 别 为 Aux, 与 Buxw，* 即 
TEL(X,YD oA EM T" EL(Y',X' )O Bxn€ MRM, 则 Bx 二 (Anxn)" 是 Amxs 的 转 
置 矩 阵 . 


2. 内 积 空间 上 的 共 思 算 子 的 两 种 等 价 定义 

本 小 节 中 ,假设 X,Y,Z 等 都 是 内 积 空间 . 

1) Riesz 表现 定理 

Riesz 表现 定理 在 内 积 空间 X 的 对 偶 空 间 X* 中 ,有 如 下 形式 (与 定理 2. 1. 8 比较 ,并 获 
得 其 证 明 ). 


定理 2.2.9 设 (X,(z,y)) 是 内 积 空间 ,(z,y) 是 X 上 的 内 积 ,X"* 是 其 对 偶 空 间 , 则 任 
一 f/fEX* ,存在 惟一 的 元 ZEX 与 三 对 应 ,fc>z, 使 得 对 任意 uvEX, 线 性 泛 函 三 对 vEX 的 
“作用 ”可 表示 为 Fu)=(u,z) ,其 中 (u,z) 是 X 上 的 内 积 . 


2) 共 斩 算 子 的 两 种 定义 

我 们 考虑 * 共 斩 算 子 ” 在 内 积 空间 中 的 另 一 种 等 价 定义 . 

对 于 内 积 空间 X 上 的 线性 泛 函 /EX* 一 L(X,F) ,由 Riesz 表现 定理 2.2.9, 有 
VfEX’=> IlzE€E X, st.f(v) = (v,7z),VvE X, 
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因此 ,JfEX**zEX 是 一 对 一 的 , 记 为 J:JEX* 一 x€EX,J( 有 =x。 于 是 ,代入 ftw)= 
(zsv) ,得 f(v)=(v,J (7)). 
J( 有 有 如 下 性 质 ; VoEX,， f,g€EX*, a,BEF, 则 
(vsJ(af +Bg))= (af +Bg)(v) = af (wv) +Bg(v) = (af) (vw) + (Bg)(v) 
一 (zzJCP) 十 (5JCg)) = (va](f) +BI(e)), 
由 此 得 到 J(af 十 Bg ) 二 aJ(f) 十 BJ(g), 所 以 ,J:X* 一 X 是 线性 的 ( 当 X 是 实 内 积 空间 )、 
或 共 示 线性 的 ( 当 X 是 复 内 积 空间 ) ,并 且 它 也 是 满 射 与 单 射 ,因此 ,J:X* 一 X 是 X* 到 XX 
的 “ 共 恩 同 构 ,这 里 , 共 柜 同 构 在 实 内 积 空间 情形 ,就 是 同 构 ; 在 复 内 积 情形 ,是 共 力 同 构 ， 
统称 共 思 同 构 . 
于 是 ,由 内 积 空间 (X,(z,y)) 上 的 内 积 (z,y) 出 发 ,可 以 定义 X* 上 的 内 积 
(ei= ,as), FgE R's 三 . 系 思 
不 难 验证 ,CX*,(CF,g)) 构 成 内 积 空间 . 


由 XX" < 上 下-X,Y' < 了 ~Y, 因 此 L(Y',X' )L(Y,X); 于 是 ,在 共 罗 算 子 的 定 
义 (2.2.1) 式 中 ,在 同 构 的 意义 下 ,可 将 T EL(Y'*,X" ) 换 为 TEL(Y,X), 将 VfEY"' 换 
为 VyEY, 从 而 得 到 用 内 积 (Ty ,zx) 二 (y,Trx),YVyEY, VzxEX 表示 的 等 式 . 


定义 2.2.4( 共 思 算 子 ) 设 T:X>Y 是 数 域 上 的 内 积 空间 X 到 内 积 空 间 Y 之 间 的 
映射 .对 于 TEL(X,Y), 称 TEL(Y,X) 为 的 共 思 算 子 , 若 
(Ty,z)=(y,Tr), Vy€EY,VrEX, (2. 2.4) 


等 式 (2.2.4) 左 边 (T'y,z) 是 X 的 内 积 ,右边 (y,Tz) 是 Y 的 内 积 . 
3) 共 斩 算 子 两 种 定义 的 关系 
设 T" :Z 一 X 与 全 :Y 一 X 为 内 积 空 间 的 共 罗 算 子 的 两 种 定义 ,分 别 由 (2. 2. 1) 式 、 
(2. 2. 4) 式 给 出 . 若 pi1:X" 中 外,gs:Y* YY 为 同 构 映 射 , 则 定义 o:Y* 一 X* 为 (图 2.2.2 中 
虚线 )o 一 (pi) -1Tps ,这 里 co 一 (PDTpz:Y 一 X* 
是 线性 映射 ,并且 VzEX, 若 (Pi)-:Cz) 一 z" EX"， 
则 g(r )==z; 所 以 
((g yi(z) wv) = (x39) = (vg(r')), VvEX. 
手 是 YFEY* MEX. 有 
(ef) DD= Lp) Tp) 
= (pg)7 [Tp (f)](v) 
= 和 有 
= TDY = C0. 
从 而 得 o==T* , 即 T* 二 (g1)-1T'pz. 于 是 ,T* 与 是 彼此 同 构 的 .图 2. 2. 2 是 一 个 交换 图 . 
通常 ,在 有 限 维 内 积 空 间 中 多 取 共 示 算 子 为 六 ,因为 定义 2.2.4 是 用 内 积 表示 的 ,更 为 


图 22.2 7T* 与 TT 
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方便 . 
若 对 人 20) 与 时 (cc ,cn) 分 别 是 XX 与 Y 的 标准 正 交 基 ,并 设 VYTE 
L(X,Y), 有 
[TJ]s= [LT )jJe*… [TCD)]e] = [LB; J 
其 中 Bj 一 (T(6;) ,cj). 另 一 方面 ,TEL(Y,X), 则 
[TJs= [LT (6)Js:* [TCei) sl = [Ys Jrxn » 
其 中 xy; ==(T'(ci),b;). 注意 到 X,Y 均 为 内 积 空间 , 故 
Ws = CT thy = OT (= TOG) = Bs i= Lomiy = bv 
因此 


[TJe= (LT]s)7， 
这 样 , 我 们 得 到 : 在 有 限 维 内 积 空间 的 中 , 若 算 子 T:X-~~Y 的 表示 和 矩阵 为 [Ts 一 [ax jnx， 
则 其 共 纯 算 子 T':Y 一 X 的 表示 矩阵 为 矩阵 [T]s 的 共 斩 转 置 , 即 为 (LT]s) 7 一 [au]xw。 因 
此 ,对 于 内 积 空间 ,其 共 箔 算 子 有 如 下 定理 . 


定理 2.2.10 设 X,Y 为 数 域 FR 上 的 内 积 空间 , 则 共 示 算 子 TELCY,X) 在 定义 2.2.4 之 
Ts 

(1) T,SEL(X,Y) => (T+S)’=T+S’; 

(2) TEL(X,Y) ,aEF = (aT)’=aT; 

(3) TEL(X,Y) ,UEL(Y,Z) = (U°T)’=T UU’; 

(My TELCX YET T= 

(5) 若 X,Y 为 有 限 维 线性 空间 , 则 对 TEL(X,Y) 的 共 孝 算 子 T', 有 (T') 一 T; 

(6) 若 X,Y 为 有 限 维 线性 空间 ,dimX 二 n,dimY 二 m, 则 当 TELCX,Y) 的 表示 短 阵 为 
AE MM, 时 ,其 共 绒 算 子 TEL(Y,X) 的 表示 给 阵 BB 为 AE 映 ,的 共 f 转 置 矩 阵 B 二 (A)TE 
级 ,。, 且 秩 rank(T) 一 rank(T) 一 rank(A) 一 rank(B). 


3. 内 积 空间 中 的 特殊 共生 算 子 
定义 2.2.5( 特 殊 的 共 恩 算 子 ) 设 (X,+,a.,(z,y)) 是 数 域 F 上 的 内 积 空间 , 算 子 
TEL(X,X) ,其 共 示 算 子 为 TEL(X,X) ,由 定义 2.2.4 给 出 ( 见 (2.2.4) 式 ): 
(Ty,x) = (y,Tzr), Vy€E X,YVzr EX. 
(1) 若 T= 卫 , 则 称 丁 为 自 共 罗 (self-conjugate) 算 子 , 或 埃 尔 米 特 (Hermite) 算 子 ; 
(2) 若 丁 为 一 一 映射 , 且 T' 二 T 1!, 则 称 丁 为 丁 算 子 (unitary operator) ; 
(3) 若 TT 二 TT, 则 称 丁 为 正规 算 子 (normal operator). 


相应 地 , 设 TEL(X,X)AE 级 ,,T EL(X,X) BE WM,. 
当 AE 吸 , (C ) 为 复方 阵 时 ,B 为 A 的 共 思 转 置 方 阵 ,.B 二 A7 ,有 
(1) 车 B= 二 A, 则 称 A 为 埃 尔 米 特 方 阵 (或 自 共 示 方 阵 ); 
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(2) 车 B= 一 A, 则 称 A 为 斜 埃 尔 米 特 方 阵 ; 

(3)” 车 A 为 可 逆 方 阵 , 且 B=A-: , 则 称 A 为 西方 阵 ; 

(4) 若 AB 王 BA , 则 称 A 为 正规 方 阵 ; 
当 AE 吸 , (R ) 为 实 方 阵 时 ,B 为 A 的 转 置 方 阵 ,B= 王 ATI, 有 

(1 车 A7 二 A, 则 称 A 为 对 称 方 阵 ; 

(2)” 若 4T 一 一 A, 则 称 A 为 斜 对 称 方 阵 ; 

(3)” 车 A 为 可 北方 阵 , 且 AT 一 A-: , 则 称 A 为 正 交 方 阵 . 

易 见 ,F 一 及 时 , 自 共 斩 方 阵 就 是 对 称 方 阵 A 一 了 B; 西方 阵 就 是 正 交 方 阵 A 一 一 B. 

例 2.2.2 埃 尔 米 特 算 子 与 埃 尔 米 特 方 阵 在 物理 学 中 有 重要 应 用 ,我 们 给 出 几 个 特殊 
的 例子 .在 二 级 能 量 系统 、 角 动量 问题 中 会 遇 到 的 方 阵 有 以 下 几 个 : 


r= | 中 x=| | -|， 1 |- 7 是 控 尔 米 特 方 阵 ( 对 称 方 阵 )， 
奸 于 | 0 1 


9 | 45-|， ,| -| | 一 A 是 顽 尔 米 竺 方 阵 (对 称 方 隆 ); 


有 一 


4 -| 0 本- | 一 C 是 负 对 称 方 阵 


| 

B=|[。_ | =[，_ | =[ |= 是 对 称 广 隆 , 称 为 池 利 方 了 
| 
| 


| p=-|， | <， =- = 一 是 仙 终 尔 米 竺 方 阵 


Ra -PB | 是 闯 尔 米 特 方 隆 


请 读者 指出 这 些 方 阵 中 哪些 是 西方 阵 . 三 维 方 阵 


0 1 0 一 0 录入 0 
i 和， 一 二 | 0 0 0 
0 i 0 一 


1 让 
0 1 0 
在 三 维 角 动 量 问题 中 更 起 着 重要 作用 . 请 读者 自行 验证 它们 的 类 型 ,指出 哪些 是 西方 阵 . 
我 们 分 别 列 出 三 类 重要 的 算 子 的 重要 性 质 . 
定理 2.2.11 设 (X, 十 ,a*,(z,y)) 为 数 域 下 上 的 内 积 空间 , 设 T,SEL(X,X), 则 有 
下 列 结论 : 
(1) 若 丁 是 自 共 示 算 子 , 则 Vzx,yEX, 有 ((T,y) ,zx) 二 (zx,(T,y)); 
(2) 若 T,S 是 自 共 斩 的 , 则 TS 也 是 自 共 朱 的 ; 
(3) 若 本 是 自 共 孝 的 , 则 对 于 实数 a€E 民 ,aT 也 是 自 共 罗 的 ; 
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(4) 若 开 是 自 共 斩 的 , 且 工 可 逆 , 则 T-: 也 是 自 共 拒 的 ; 
(5) 若 丁 是 自 共 轿 的 , 则 VxEX, 内 积 ((T,x) ,x)ER 为 实 值 ; 
(6) 若 丁 是 自 共 孝 的 , 则 VxEX,((T,x) ,zx) 一 0, 冀 含 T 一 0. 


定理 2.2.12 设 (X, 十 ,a*,(X,y)) 为 数 域 E 上 的 内 积 空间 , 设 T,SEL(X,X), 则 有 下 
列 结 论 : 

(1) 若 丁 是 西 算 子 , 则 Vx,yEX, 有 ((T,x),y) 二 (zx,(TT!,y)); 

(2) 若 芽 是 西 算 子 , 则 T-! 也 是 西 算 子 ; 

(3) 若 T,S 是 西 算 子 , 则 T。S 也 是 西 算 子 ; 

(4) 若 丁 是 西 算 子 , 当 且 仅 当 全 是 满 射 且 保 内 积 的 , 亦 即 ， 

VzyEX 之 ((T,z),(T,y)) 一 (zy); 

(5) 若 dimX 二 n 为 有 限 维 的 , 则 本 是 西 算 子 , 当 且 仅 当 丁 将 X 的 标准 正 交 基 映 为 标准 
正 交 基 . 

对 应 地 ,关于 表示 方 阵 , 若 TEL(X,X)*AE 吸 我 们 有 

(1)  A 是 西方 阵 , 当 且 仅 当 A 的 所 有 列 向 量 组 成 C" 的 一 组 标准 正 交 基 , 也 当 且 仅 当 A 
的 所 有 行 向 量 组 成 C" 的 一 组 标准 正 交 基 ; 

(2) 车 A 是 西方 阵 , 则 |det(A)|==1; 

(3)' 若 A 是 正 交 方 阵 , 则 det(A) 一 十 1. 


定理 2.2.13 设 (X, 十 ,a*,(ZX,y)) 为 数 域 下 上 的 内 积 空 间 , 设 TEL(X,X) 为 正规 算 
子 , 则 

(1) 对 于 zxEX,T(z)==0 冀 仿 T(x) 二 0; 

(2) VkEEN ,&>>0,Te(z) 一 0 冀 含 T(x) 二 0; 

(3) 若 VXIEX,T(z)==Az,AEF, 则 T(x)=Az. 


4. 代数 、 算 子 代数 
在 线性 空间 (X, 十 ,a*) 中 ,常常 可 以 引进 元 之 间 的 乘法 运算 X ,形成 一 种 新 的 运算 结 
构 , 称 为 代数 . 


定义 2.2.6( 代 数 ) 设 (X, 十 ,a*) 是 数 域 上 的 线性 空间 ,在 X 中 定义 元 之 间 的 运算 
“乘法 ”: ZEX 与 yEX 的 乘法 运算 工 Xy, 简 记 为 xy, 使 满足 


(1) zyyEX 之 工 XyEX3 (封闭 性 ) 
(2) zs,y,zEKXK (rrXy)Xz=rX(yXz); (结合 律 ) 
(3) zyvzEX 之 并 X(y 十 zx) 一 ZXy 十 ZXzy(y 十 z)XZz 一 yXZz 十 zXZzi (加 乘 分 配 律 ) 
(4) I,yYEX, aEF > a*(rXy)=(a 7)Xy=rX(a*y), ( 数 乘 结合 律 ) 


则 称 (X, 十 ,a*,※) 为 数 域 玉 上 的 一 个 代数 (algebra) ,简称 代数 . 
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注意 ,(1) 与 (2) 表 示 X 关于 乘法 运算 构成 一 个 半 群 . 

进而 , 若 还 满足 

(5) 存在 运算 义 的 单位 元 TEX, 使 得 YzEX, 有 TXz 一 XT， (乘法 单位 元 ) 
则 称 (X, 十 ,wa。,X) 为 数 域 F 上 的 一 个 具有 单位 元 的 代数 (algebra with unit). 

再 进一步 , 若 还 满足 

(6) zyEX > rXy=yXr, (乘法 交换 律 ) 
则 称 (X, 十 ,a。,X) 为 数 域 B 上 的 一 个 具有 单位 元 的 交换 代数 (exchange algebra with unit). 


例 2.2.3 C([a,5]) 为 区 间 [a,5] 上 连续 函数 的 集合 

Cl[a,5]) 中 的 加 法 、 数 乘 、 乘 法 分 别 定义 为 
fg EC(a.b])) (fia)(z) = f(r)+ge(r), rE€E [Lab]; 
frg ECl([a,b])) SS (af)(x) =af(zx), a€ER, rE La,b]; 
frg ECl([a,b)) = (f Xg)(z) = f(z)g(z), rz € [a,b]. 

则 (CCLas5j) ,十 ,a* ,XX) 成 为 一 个 具有 单位 元 1(z) 硅 1€E Cl[La,6b]) 的 交换 代数 . 
例 2.2.4 Li([a.6]) 为 区 间 [a,5] 上 Lebesgue 可 积 函 数 的 集合 
L'([a,5]) 中 的 加 法 、 数 乘 与 CC([a,6]) 中 相同 . 乘法 定义 为 


fg EL'([asb)) = (f#*g)(z) = | gf < Del d, 


其 中 运算 * 称 为 卷 积 , 则 (Li([a.5]) ,十 ,a*,* ) 成 为 一 个 没有 单位 元 的 交换 代数 . 
代数 (Li([a.6j) ,十 ,a，, x ) 没 有 单位 元 ,在 今后 介绍 Fourier 分 析 时 ,将 证 明 这 一 点 . 
例 2.2.5 线性 算 子 空间 (L(X,X), 十 ,a*) 
定义 算 子 的 加 法 与 数 乘 为 
T,SEL(X,X) 之 (T 十 S)(z) = T(z)+S(z), z € X; 
TEL(X,X),a EF > (aT)(r) =aT(z), rE X, 
乘法 定义 为 复合 运算 *, 即 
T,SE LC(XX) = (Ss Ta) = S(T(2)), 1s ERX, 
则 (CLCX,X) ,十 ,a*，,。) 成 为 一 个 具有 单位 元 TEL(X,X) 的 不 可 交换 代数 ,1(x) 二 +,YxE 
X, 称 为 X 上 的 算 子 代数 (operator algebra). 


2.2.3 ”多重 线性 代数 


多 重 线性 代数 是 线性 代数 的 重要 组 成 部 分 之 一 ,其 应 用 非常 广泛 . 我们 主要 介绍 多 重 线 
性 映射 空间 
LVisVa,e V32Z) LV XV X…XV 2D) 
与 多 重 线性 泛 函 空间 
LOVi Va" ,VF)= LV XV Xx,F), 


2.2 线性 变换 1) 


其 中 Vi ,Vs,…,V, 是 同一 数 域 上 的 7 个 线性 空间 .进而 研究 它们 的 对 偶 空间 ,以 及 其 间 的 
关系 . 以 这 些 为 基础 ,进一步 研究 张 量 积 、 张 量 积 空 间 等 ,为 微分 几何 的 学 习 打 下 基础 . 


多 重 线 性 代数 
| 
多 重 线性 泛 函 空间 多 重 线性 映射 空间 
1 
空间 VY 对偶 诬 ” 基 7 重 F 值 泛 函 "看 z 玛 喘 对 
张 量 积 


张 量 积 空间 ,对 偶 性 


1. 空间 V,V“ , 基 与 对 偶 基 


本 节 考 虑 数 域 F 上 的 线性 空间 V, 友 ,…… 记 它 们 的 对 偶 空间 ( 即 其 上 的 线性 泛 函 空间 ) 
其 VW 


设 EE {ai,as，,…,a,} 是 n 维 线性 空间 V 的 一 个 基 , 且 VvEV, 有 w= Dvass 记 
Ul 


[oJ 二 | ”| 为 元 vEV 关于 基 &E ta ,we van) 的 坐标 ,wEF (1<j<n). 于 是 ,对 于 f€ 


Un 
V* ,有 
Fo) = Dvfla) = Dvfi. 全 .到 配 
fla) A 
flas)|_|f; 
所 以 线性 泛 函 fEV* 由 它 在 基 中 (a1,as,… .a,} 上 的 值 a | 确定 . 在 V 的 对 偶 
Fn) J 


空间 V' 中 取 一 组 线性 泛 函 (ar ,oz ,oz 满足 
ai (a)=6, lj,k<n, 人 局 ,名 人 稻 
1， j=k, 


其 中 % = jh 因此 
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ai (v)=aj (Bo) =v, lj<n. 
k=1 


从 而 对 于 (2. 2.5) 式 ,由 vj 二 a? (vw) ,得 


VvuEV v= Dvaj> ff) = Dvfla) = Da (Wha) = > 万 oo). 
j=1 i=1 j=1 


j=l 


这 样 , 对 于 线性 泛 函 /EV" ,就 有 表现 形式 f 一 了》 fja; ,这 里 亡 (ai) ,1<j<m 且 这 
7j=1 


种 表示 是 惟一 的 , 故 {a) ,1 二 jn) 构成 V 的 基 , 称 为 V 的 基线 {aj,1 二 j 三 nn} 的 对 偶 基 
(dual basis) , 记 为 R= 二 {a) ,1 二 j 志 nn}). 


定理 2.2.14 对 于 有 限 维 线性 空间 V,dimV 一 n, 则 其 对 偶 空间 V' 是 数 域 上 的 线性 
空间 , 且 有 

(1) dimV=dimV* =n; 

(2) 若 趾 {aj,1 二 j 二 n) 是 V 的 一 个 基 , 则 久 二 {a) ,1 三 j 二 n}) 是 V' 中 的 对 偶 基 ,满足 
aj (ar)=6% (1<j ,kn); 

(3) (V =V. 


2. 多 重 线性 映射 空间 
对 于 有 限 维 线性 空间 V 与 V' ,dimV= 二 dimV" ==n, 有 如 下 定义 . 


定义 2.2.7(VXV" 上 的 (F 值 ) 线 性 泛 函 ) 设 V,dimV 一 72, 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ， 
V' 是 其 对 偶 空间 ,对 于 每 一 v" EV " ,定义 
vv"(V)= vv, VvEV, 
这 里 的 (v",v)EF 是 定义 在 VXV" 上、 取 值 于 下 中 的 函数 ,并 且 关 于 变量 v, 泛 函 v" 都 是 线 
性 的 ,从 而 是 双 线 性 的 , 亦 即 


《ai 十 aav) 一 au 十 az uv)， 
ayaz EF, 


《ai 十 az ,v0) = a (vr Vv) 十 as (v2 v0), 


其 中 vviyv2 EV oo EV' , 则 称 (v%v):V "XV>F 为 V"XV 上 的 FF 值 线 性 泛 函 . 


注 1 通常 将 定义 中 的 (v*,v) 与 (v,v") 视 为 一 致 ,(v,v") 寺 (wv",v), 这 在 有 限 维 线性 空 
间 中 是 完全 合理 的 . 因为 (v.v") 是 将 vEV 视 为 V 上 的 线性 泛 函 ,而 (v*,v) 是 将 v" 视 为 V 
上 的 线性 泛 函 ,但 因 Ve 一 V eV” , 故 当 v 是 V" 上 的 线性 泛 函 时 ,对 应 的 v* 也 就 成 为 V 上 
的 线性 泛 函 , 且 二 者 的 值 是 相同 的 . 

注 2 定义 中 的 (v,。 ) 是 V" 上 的 了 值 线性 泛 函 ; 反之 ,V" 上 的 任 一 个 下 值 线 性 泛 函 


giV* 一 下 都 可 表示 为 (v，,* ) 的 形式 . 因为 对 于 给 定 的 g:V* 一 了 , 令 2 一 gla) )o, 则 
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对 任 一 v* EV"* ,都 有 (zu ) 二 gl(v* ). 这 也 又 一 次 表明 V 也 是 V* 的 对 偶 空 间 . 


注 3 定义 2.2.7 中 的 F 值 线性 泛 函 可 以 推广 到 “多 重 线性 泛 函 ”上 去 . 

定义 2.2.8(r 重 (F 值 ) 线 性 泛 函 \r 重 (Z 值 ) 线 性 映射 ) 

(1) 二 重 (F 值 ) 线 性 泛 函 ” 设 V,W 是 F 上 的 线性 空间 , 若 泛 函 f:VXW>F 对 于 每 个 
变量 都 是 线性 的 , 亦 即 


flav 十 aav sw) = af Vw) ta fv ,1w), 
ayaz EF, 
fvsaw 十 azroz) = af (vtw) af (vw ), 


其 中 ,vi ,vo EV ,wriswzEW, 则 称 有 为 积 空 间 VXW 上 的 二 重 (F 值 ) 线 性 泛 函 , 记 这 样 
的 线性 泛 函 (注意 上 式 为 忆 中 的 数 的 等 式 ) 的 全 体 为 L(V,W;F ) 三 L(VXW,F ), 它 在 以 下 
运算 下 构成 上 的 线性 空间 : 

frg EL(V WIF) = (fia (vw) = fv,w) + gv ww); 


fEL(V WIF), a€ERF > (af)(v,w) = af (vw), 
其 中 vEV,wEW, 称 L(V,W;F ) 为 二 重 线性 泛 函 空间 . 
(2) 二 重 (Z 值 ) 线 性 映射 ”设立 , 友 ,Z 是 数 域 F 上 的 线性 空间 , 若 映射 f:VX 凡 一 Z 对 
于 每 个 变量 都 是 线性 的 , 亦 即 


flav 十 aav sw) = af (vw) as fv yz)， 
asvaz EF, 


fvaw 十 azruz) = of (vw) ta flv ww), 
其 中 vwi ,voEV ,wwwsEW, 则 称 了 为 积 空间 VXW 上 的 二 重 (Z 值 ) 线 性 映射 , 记 这 样 
映射 (注意 上 式 为 Z 中 元 素 的 等 式 ) 全 体 为 L(V,W;2) 三 L(VXW,2), 它 在 以 下 运算 下 构 
成 下 上 的 线性 空间 : 

frg EL(V IW;Z) (fia (vw) = Fo) 十 gCoyw)3 

f EL(V,W;Z),a EF > (af)(v,w) = af (v,w), 
其 中 ,vEV,wEW, 称 L(V,W;2) 为 二 重 线性 映射 空间 . 

(3) ~ 重 (F 值 ) 线 性 泛 函 ” 设 Vi,V，,…,V, 是 FF 上 的 线性 空间 ,车 f:Vi XV2X…X 
V, 习 FF 满足: Ful ,v2，…,v,) 对 于 每 个 变量 ,v; EVj(j 二 1,2，,… ,7) 都 是 线性 的 , 则 称 了 为 积 
空间 V= 二 Vi XV，X…XV, 上 的 r 重 (F 值 ) 线 性 泛 函 , 记 这 样 的 泛 函 的 全 体 为 L(Vi,V2，,…， 
Vi;F ) 硅 L(ViXVsX…XV,,F ), 它 在 以 下 运算 下 构成 F 上 的 线性 空间 : 

frg ELVi Ve VF) > (f+a vd) = fo md) gC st) 
f ELVi Va VF ),a EF > (af Vso sy) = af (Uysvsr sv,) 
称 L(Vi,V,,…,V,;F ) 为 rr 重 线性 泛 函 空间 (r-multi-linear functional space). 

(4) > 重 (2 值 ) 线 性 上 映射、 设 Vi,Vs,…,V,,Z 是 F 上 的 线性 空间 , 若 映 射 f:V1X…X 
V, 一 Z 满足 : f(vi ,vs，…,v,) 对 于 每 个 变量 vj EVj(j 二 1,2,…,r) 都 是 线性 的 , 则 称 f 为 积 
空间 Vi XV。X…XV, 上 的 r 重 (Z 值 ) 线 性 映射 , 记 这 样 映射 全 体 为 L(Vi,V,,…,V,;2) 圭 
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L(Vi XV;X…XV,,2), 它 在 以 下 运算 下 构成 FE 上 的 线性 空间 : 

fg ELV Vy V32) > (fia Wd) = fo sv ) gO ye so,) 3 
f ELVi Vis V, 32) a EF = (af viv wor) 一 ao yor)， 

称 L(Vi,Vs,…,V,;2Z) 为 7 重 线性 映射 空间 (multi-linear mapping space). 


3. 多 重 线性 映射 空间 的 同 构 

对 于 多 重 线性 空间 L(Vi,V,,…,V,;2) ,这 里 给 出 它 的 同 构 空间 . 

1) 线性 映射 空间 L(V ,2Z) 的 同 构 性 

设 V,Z 分别 为 数 域 上 的 nn 维 与 m 维 线性 空间 , 基 分 别 为 9E {a ,as，… ,a,) ,3 {b1， 
bbm)， 考虑 EL(V,Z),TEV>y 二 f(z)E2, 设 f(x)==y 将 两 基 的 关系 表示 为 


B= 2 fnarr f= lym [中 了: 寻 1 
k=1 


0 
记 A 一 A 一 [fjisj<micrens 并 用 已 经 熟悉 的 表示 法 ,由 对 | ”| 天 Ma 对 | ”|=Mw 
[ 机 


A 二 Mmw 则 (2. 2.7) 式 表示 为 Ms 二 MaMa, 并 且 由 定理 2. 2. 1,LCV,Z) 与 数 域 F 上 的 


mnXn 矩阵 空间 巴 ., 同 构 , 我 们 得 到 L(V ,2Z)< gm, 

2) 二 重 线性 映射 空间 L(V,W ;2Z) 的 分 解 

希望 把 二 重 线性 映射 空间 L(V,W ;2) 与 一 个 线性 空间 L(Y,2Z) 对 应 起 来 , 亦 即 , 要 构造 
一 个 线性 空间 Y, 使 得 f=g*h:VXWZ. 

设 V,W 为 FE 上 的 nn 维 与 m 维 线性 空间 , 基 为 FE {asas ,ar) ,入 {01,bs，… ,bn})， 
Z 也 是 下 上 的 线性 空间 . 我 们 的 目的 是 把 二 重 线 性 映射 J/fE L(V,W;2Z) 转 换 成 双 线 性 映 
射 hEL(VXW,Y) 与 线性 映射 gEL(Y,2Z) 的 复合 ,这 个 Y 与 V 和 W 有 关 , 它 满足 交换 
国名 蝶 流 


VxW 天 
h: VXW—Y 


felV, W;Z) 


图 2.2.3 交换 图 
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下 面 构造 了 ,使 得 交换 图 2. 2. 3 成 立 . 


4. 张 量 积 与 张 量 积 空间 
1) V* 与 W* 中 的 张 量 积 


定义 2.2.9( 元 v" EV' 与 w* EW "的 张 量 积 、 空 间 V' 与 W* 的 张 量 积 ) 设 线性 空间 
V,W 的 对 偶 空间 分 别 为 V* ,W'*, 取 v* EV* = 二 L(V,F ),w* EW'*==L(W,F ). 
(1) 元 v*EV' 与 w*EW' 的 张 量 积 (tenser product) v" (9w" :VXW>F 满足 
vw (vw) = WwW) = (vv (ww), vEV,wEW, [7 
其 中 《vs,v" 由 定义 2.2.7 给 出 . 易 见 , 张 量 积 v* Orw" 是 VXW 上 的 双 线 性 泛 函 , 即 v* 四 
w" EL(V,W;F ). 于 是 ,运算 @ 视 为 积 空间 V* XW 到 L(V,W;F ) 上 的 双 线 性 映射 , 即 
:vw) E (VW) EVXW' vOQOwE L(V,W;F). 
(2) 空间 V "与 空间 W" 的 张 量 积 定义 为 由 形 如 v" @w" 的 元 v" EV ' 与 元 w* EW 
的 张 量 积 所 张 成 的 线性 空间 , 亦 即 
VOW'* =span{v "Ow:v EV',wE W'}, 介 , 色 对 
此 中 元 的 运算 定义 为 Vf,gEV"@W',aEF ,有 
(fi+ea) (vw)) = fv ww)) tg vw)), (vw) EVXW:; 
(a® (vw)) =af((vw)), (vw) EVXW. 


注 V*@W"* 中 的 元 都 是 由 形 如 vw" @rw" 的 有 限 线性 组 合 所 得 到 ,其 表示 式 相 当 复 杂 ， 
v" @w" 仅 是 空间 中 的 “单项 式 ”. 

2) V' 与 W“ 的 张 量 积 的 表示 

设 中 {ai,1 二 kn}) 是 nn 维 线性 空间 V 的 基 , = 二 {a? ,1 二 j 三 n) 是 V' 的 关于 基 2 的 对 
偶 基 ,满足 of (ai) = 二 6 (1 二 j,k 三 n). 相应 地 , 设 m 维 线性 空间 W 的 基 为 B= {6 ,1k 过 
m), 且 吕 =={67 ,1 二 j 二 m) 是 W" 的 关于 基 2% 的 对 偶 基 ,满足 让 (46)=64 (1<j ,km). 

对 于 运算 @:(v*,w* )EV" XW' 一 v"@w" EL(V,W;F ), 由 于 其 双 线性 性 ,有 

v' Ow = Dv (aw (bi)) (a) ® W), 

于 是 ,可 以 证 明 {a? 四 多 ,1<j<n,1<k<m) 是 V" @W' 的 基 , 而 V"@W' 是 F 上 的 nXm 


维 线性 空间 ,并 且 V* @W" 一 于 L(V,W;F), 这 个 对 应 关系 由 映射 (v',w* ) EV" xX 
W’* 一 v"@w* EL(V,W;F ) 给 出 . 
3)V 与 W 中 的 张 量 积 
为 定义 V 与 W 的 张 量 积 , 只 需 考虑 V 一 (V") "与 W= 二 (W*)* ,按照 1) 与 2) 中 的 方法 便 
可 定义 vEV,wEW 的 张 量 积 v@w; 进而 定义 张 量 积 空间 V@W ,并 且 有 
同 构 


VOW eV WF 
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可 以 证 明 ,{a;@6i:1 过 j 二 nn,1 志 k 志 mm} 是 VOW 的 基 , 而 VOW 是 F 上 的 nXm 维 线性 
空间 . 
4) 张 量 积 空间 的 对 偶 性 
令 (vOw,v* Ow’ ) 一 (oo )(w,w* ), 并 且 
ls = 
= C210 
Vs ys 
从 而 {aj O64:1 志 jj 三 n,1 二 km} 是 VOW 的 基 , {a)? Bb :1 二 jn,1 二 km}) 是 V* @W* 
的 基 , 并 且 互 为 对 偶 基 ,于 是 V*@W* =(V@W)*. 
将 它们 的 基 、 对 偶 基 列 为 表 2. 2. 1. 


表 .21 
空间 基 对 偶 空间 对 偶 基 
V RF {farar san) ,dimV=n Ww A ={af,ad ,a } dimV = 
W {bi ,bs bn) ,dimV=m 机 B={b ,0 ,0 } ,dimW" = 
v@W {yh lSn hm) y"@w: {a? Ob :1<j<n,1<kSm} 
dim(VOW) =nXm dim(V’ OW )=nXm 


定理 2.2.15 设 h:VXW>VOW 是 张 量 积 轩 定义 的 双 线 性 映射 , 即 
hoyw) =vOw:VXW—>VO@W, 
则 对 于 任意 的 双 线 性 映射 f:VX 了 一 Z, 存 在 惟一 的 线性 映射 g: VG@W 一 Z ,使 得 
f=g*h:VXW=Z. 

证 对 于 任意 双 线 性 映射 f/:V XW 一 Z, 构 造 一 个 线性 映射 g:VG@ 风 一 Z ,使 得 它 在 

VOW 的 基 {aj@b :1 过 j 二 n,1 志 km}) 之 下 的 表示 为 
g(a OW) = Fo ljSnl 人 LEm, 

于 是 , 对 于 任意 v 二 》)va; EV 与 w= DD EW, 有 


j=1 


g(vO w) = 2 wig (a; 四 b1) = 2 wef Caj :br) = fv,w), 
故 g:VGW 一 2 惟一 确定 ; g 的 线性 性 是 明显 的 . 
定理 2.2.16 线性 空间 L(V,W;2) 与 L(VCOIW ,2Z) 同 构 . 


证 定义 映射 pg:L(VOW ,2Z) 习 L(V,W;2Z) ,满足 
gl(g)=g°h, gE€EL(VOW.,2), 
其 中 hv,w)= 二 vw:VXW>VO@W, 且 pg(g) 二 g*hEL(V,W;2), 因 为 


h 8 
gpl(g) =g° hvw) EVXW——h(v,w) EV OW—2Z. 


2.2 线性 变换 5) 


下 面 证 明 p:LCV@ 允 ,2Z) 一 L(V,W;Z) 是 一 个 同 构 映射 . 对 于 (v,w) EVXW, 先 取 定 
h:(v,w) 一 vCow, 于 是 有 
(1) pg:gEL(VOW,2Z) 一 gjhELIVW;:Z) 图 2.2.4 给 出 了 映射 
p:g ELVOW,Z) > gh ELOVW;Z); 


”A 
gehEeL(V, W:; 2Z) 


图 2.2.4 同 构图 


(2) p:g 一 g 史 是 一 对 一 映射 gg: EL(VOW,Z) > gi1°hzg2 "hEL(V,W;2); 

(3) gp:g 一 5"/ 保持 运算 

OD givg: EL(VOW,Z) > pg 十 gs) 一 (8 十 gz)o 一 go 十 go 一 PC8i) 十 p(g) ,这 
是 因为 VC(v,w)EVXW, 有 p(gi 十 gz)(oyz) 一 ((8 十 gz) oj)(uyz) 一 (8 十 gz )(ACoyzw)) 一 
gi1h(v,1w)) Hg (hv)) = gh (vw) tg hh) vw) = (pg1) + og )) (vw). 

@ gEL(VOW,Z),aEF > g(ag)=(ag)°h=a(g°h)=ap(g), 这 是 因为 VY (v,w) EVX 
W, 有 plag) (vw)=((ag) oh) (vw) = (ag) (hv w)) =ag(h(v,w))=a(g°h)(v,w) = 
ag(g)(v,tw). 定理 得 证 . 

5) 张 量 积 的 性 质 


定义 2.2.10( 多 重 线性 泛 函 的 张 量 积 ) 对 于 多 重 线性 泛 函 ff EL(Vi,Vs,*…V,;F )， 

gEL(Wi,Ws，,…,W,;F ), 定 义 它们 的 张 量 积 为 
(f ®@ gv va Vs 0 ) = fs Vas gC se ss) » 

其 中 (vyva ,v0) EViXV XXVis (wtw tw ) EWiIXW,X…XW,. 于 是 , 张 量 
积 fC@g 是 线性 空间 ViX…XV,XWiX…XW, 上 的 下 值 (r 十 s) 重 线性 泛 函 ,而 张 量 积 运 
算 加 则 是 线性 空间 了 (Vi :VE )XELCOW 及 ,5F ) 到 L(Vis… ,Vi ,Wi,…,W,;F ) 的 
双 线 性 映射 . 

进而 ,对 于 下 上 的 线性 空间 Vi,Vz,…,V, ,同样 可 以 定义 张 量 积 空间 和 四 四 … 四 
证 ,下 


同 构 


四 了 四 … 四 v. LOVY ,Vs ,= ,Ve 3F )， 


(@ 第 2 章 线性 空间 与 线性 变换 


Vi Vi @ OV; 

定理 2.2.17 张 量 积 运算 @@ 满 足 结 合 律 .对 于 ELCV,Va VE),gELCW1， 
Wz WsF),hEL(UOL ,UUSEE ), 有 

(f@g) Oh= f(g ON); 
进而 , 设 及 :VIXVs…XV,V1COV: 的 …(OV, 是 由 张 量 积 定义 的 7 重 线性 映射 , 亦 即 
hv sv sv) = vi Ov OO Ov,, 

则 对 于 任意 fEL(Vi,V，,，…，,V,;F ), 存 在 惟一 的 线性 映射 gEL(V1@V,@…@V,F )， 
使 得 


(Vi Ya es VsF 


f=g°h:ViXV: XXV.>F. 
习题 2 


1. 检验 下 列 集合 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构 成 实数 域 上 的 线性 空间 : 

(1) 次 数 等 于 n(n 宇 1) 的 实 系数 多 项 式 全 体 ,对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 乘 ; 

(2) 全 体 盖 阶 实 对 称 ( 反 对 称 , 上 三 角 ) 方 阵 , 对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 ; 

(3) 平面 上 的 全 体 向 量 , 对 于 通常 的 加 法 与 如 下 定义 的 数 乘 : &*， a 一 0; 

(4) 全 体 正 实数 R+ ,加 法 与 数 乘 定义 如 下 : ab 二 ab,k， a 二 a*. 

2. 试 证 : 线性 空间 的 维 数 的 定义 2. 1. 2 是 合理 的 ,并 求 上 题 中 (4) 所 定义 的 线性 空间 的 维 数 以 及 它 的 
一 组 基 . 

3. 设 AE 器, , 试 证 明 全 体 与 A 可 交换 的 方 阵 构成 听 , 的 一 子 空间 , 记 为 C(A); 且 当 A= 了 I( 单 位 方 
阵 ) 时 , 求 C(A) 及 其 维 数 . 

4. 试 证 : 和 Vi 十 Vs 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 Vi 几 V; 二 {0}. 

5. 当 域 F = 及 时 ,证 明定 理 2.1. 2. 

6. 设 o 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 (X, 十 ,a*) 到 自身 的 一 个 线性 映射 , 试 证 : 

(1) 对 于 义 上 的 线性 泛 函 /EX" , 则 f*o 仍然 是 X 上 的 线性 泛 函 ; 

(2) 定义 X"* 到 自身 的 映射 o"” :V" 一 V" ,满足 o" :f/f 一 f*o, 则 o* 是 V" 上 的 线性 映射 . 

7. 对 于 XX,X" ,X”, 试 证 定理 2. 1.7 中 定义 的 名 二 {er? ,@2 ser), 和 二 {er* el el } 分 别 是 
X" ,X” 的 基 . 又 车 xz 一 zx” 是 自然 同 构 , 试 证 ; z” (w) 二 w(xz), VwEX'. 

8. 试 证 : 线性 空间 (X, 十 ,a*) 上 的 双 线 性 泛 函 f(z,y) 为 斜 对 称 的 , 当 且 仅 当 f(x,z)=0, VxEX. 

9. 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 R" ,其 内 积 为 (z,y). 对 于 V 中 一 个 确定 的 向 量 a, 定 义 V 上 的 一 个 泛 函 a": 
VbEV 过 a" (5) 二 (a,b). 试 证 :V 到 V' 的 映射 a>a" 是 一 个 同 构 映 射 ,在 此 同 构 之 下 , 欧 氏 空间 R" 成 为 
自身 的 对 偶 空间 . 

10. 设 o 是 线性 空间 V 到 自身 的 线性 映射 , 若 s'(&) 隆 0, 但 (8) 二 0. 求证 : 对 于 >1, 有 和 co(5， 
(有 ,… ,go 1( 自 线性 无 关 . 

11. 设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,其 维 数 为 n 宇 2, 且 设 f(z,y) 是 V 上 的 对 称 双 线 性 泛 函 . 试 证 : 

(1) V 中 有 非 零 向 量 $EV, 使 得 f(&, 人 9 二 0; 


习题 2 69) 


(2) 若 f(z,y) 是 非 退 化 的 , 则 必 有 线性 无 关 的 向 量 ,满足 Fe, 妨 一 1,7(6,5 一 7 妨 一 0. 

12. 考虑 线性 空间 是 有 限 维 的 内 积 空 间 时 , 共 思 算 子 的 两 种 定义 的 关系 与 性 质 . 

13. 验证 张 量 积 运算 加 为 积 空间 V” XW" 到 L(V,W;F) 上 的 双 线 性 映射 . 

14. 设 V 是 数 域 F 上 的 一 个 线性 空间 ,fi ,f,,…,f: 是 V 上 的 k 个 线性 泛 函 , 试 证 : 

(1) 集合 WW={vEV:fj(v)==0,1<j<k}) 是 V 的 一 个 子 空间 , 称 W 为 泛 函 f1,f;,…, fi 的 零 化 子 
空间 ; 

(2) V 的 任 一 个 子 空 间 皆 为 某 些 线性 泛 函 的 零 化 子 空 间 . 


第 3 章 | 
一 一 人 、 点 集 拓扑 的 基本 知识 


关于 点 集 拓扑 , 先 给 出 一 个 框图 : 
点 集 拓扑 


集合 X 上 的 拓扑 r， 拓 扑 空间 (X.7) 
( 开 集 、 内 点 、 内 部 ; 闭 集 、 聚 点 、 闭 包 ; 秽 密 集 、 疏 朗 集 ) 


拓扑 空间 的 分 类 


注 洲 


-可 数 性 可 分 性 
-可 数 性 不 可 分 性 


拓扑 空间 (X, 7)，(Y, 5) 之 间 的 连续 映射 
(映射 连续 的 充 要 条 件 ) 
| 
子 空间 积 空间 商 空间 
(嵌入 映射 】 “(投影 映射 ) ( 商 映射 ) 


拓扑 空间 的 重要 性 质 


| 
紧 性 连通 性 


| T I ] 
紧 致 可 数 紧 序列 紧 ” 列 紧 局 部 紧 致 


刻画 集合 中 的 元 素 之 间 的 位 置 关系 、 远 近 程度 ,需要 赋予 集合 以 拓扑 结构 ,使 集合 成 为 
拓扑 空间 . 拓扑 空间 在 数学 科学 中 占有 重要 地 位 ,是 近代 数学 中 不 可 缺少 的 概念 和 工具 .本 
章 主要 参考 文献 为 [2],[10],[12],[14],[L17]. 

三 维 欧 氏 空 间 R’ 是 人 类 生存 的 空间 ,当然 也 是 人 们 最 熟悉 的 空间 . 平面 是 二 维 欧 氏 空 
间 R*. 直线 为 数 轴 , 即 一 维 欧 氏 空间 RR . 我 们 以 欧 氏 空间 作为 模型 来 推广 空间 概念 . 

在 第 2 章 中 看 到 ,R,R’,R 在 向 量 加 法 十 与 数 乘 a* 之 下 成 为 数 域 RR 或 C 上 的 线性 空 


3.1 度量 空间 、 赋 范 线性 空间 


间 , 这 是 它们 的 运算 结构 . 它们 还 有 一 种 重要 的 结构 , 那 就 是 拓扑 结构 . 

对 于 及 中 的 任意 两 点 zx,y, 定 义 它 们 的 距离 为 oCz,y) 一 |z 一 y| ,距离 表示 了 两 点 之 间 
的 远近 关系 .类 似 地 ,R"(zEZ-) 中 任意 两 点 z 一 (ziyza, zy 一 (yy yy) 之 间 的 
距离 p(x,y) 定 义 为 pcCz,y) (ny—n (i— ym (rm —y 

还 可 以 举 出 许多 这 样 的 例子 ,它们 不 是 欧 氏 空间 ,但 却 可 以 引进 距离 概念 来 刻画 元 之 间 
的 远近 程度 . 例如 ,对 于 数列 集合 X={z:z=(zz yz) ,Xj ER,jEZt), 它 有 子 集 


2 -上 Ex 伺 代 he CX, 对 于 xz,yE 忆 ,可 以 定义 距离 
j=1 


Tos 
(zyy) = /2 一 甸 六 。 
j=1 


在 民 ,R? ,Rs 中 距离 有 直观 意义 ,但 在 其 他 集合 中 未 必 如 此 . 究竟 什么 是 距离 ,在 数学 科 
学 中 一 定 要 有 明确 的 定义 、 明 确 的 特征 性 质 , 才 能 用 它 来 刻画 集合 中 两 个 元 素 之 间 的 远近 关 
系 , 也 才能 把 距离 推广 到 一 般 集合 上 去 . 
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3.1.1 度量 空间 


欧 氏 空间 R,R? ,Rs 中 的 距离 oCz,y) 满 足 什么 特征 性 质 呢 ? 它 满足 下 面 三 个 特征 性 质 : 

(1) 任意 两 点 间 的 距离 是 非 负 的 , 即 poCz,y) 三 0. 并且 一 点 到 自身 的 距离 为 零 , 亦 即 y= 
TOPp(zY)=03 

(2) 点 A 到 点 B 的 距离 与 点 B 到 点 A 的 距离 相等 , 即 p(x,y) 二 p(y,z); 

(3) 三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 即 p(x,y)<p(x ,x) 十 p(xz,y). 

从 这 三 个 特征 性 质 出 发 ,可 以 从 更 抽象 的 角度 来 定义 空间 中 的 距离 . 


定义 3.1.1( 度 量 空间 ) 设 X 是 一 个 集合 ,其 元 为 y，…，, 如 果 X 中 的 任意 两 个 元 工 ， 
y 都 对 应 于 一 个 实数 , 记 为 o(z,y), 具 有 如 下 性 质 : 


(1) p(x,y)20, p(x,y)=0 SO r=y; ( 非 负 性 ) 
(2) pz»y)=p(y,7)s (对 称 性 ) 
(3) p(x,y)<p(zr,z)+p(z,y), (三 点 不 等 式 ) 


则 称 poCz,y) 为 工 与 y 之 间 的 距离 (distance) , 称 X 为 一 个 度量 空间 (metric space). 此 时 , 称 
集合 X 具有 由 距离 0Cz,y) 赋 耶 的 拓扑 结构 (topological structure). 


在 很 多 参考 书 上 ,也 称 度量 空间 为 距离 空间 . 

注 “三 点 不 等 式 ? 是 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ” 的 推广 ,前 者 包含 了 三 点 可 以 在 一 
直线 上 的 情况 . 

除了 欧式 空间 民 ,R*,…,R” ,下 面 再 看 几 个 重要 的 度量 空间 的 例子 . 
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1) 7 空间 
给 定 集合 


£2 = 人 = li <+o). (3. 1.19 
j=1 


po(Czyy) = Pc mt (3. 1.2) 
不 难 验证 , o(z,y) 一 Bee 满足 定义 3.1.1 中 的 三 个 性 质 , 因 此 , 它 是 集合 /* 上 


的 距离 ， 而 成 为 一 个 度量 空间 . 有 时 ,为 了 强调 它 的 拓扑 结构 ,采用 记号 (1 ,p(x,y)) ,在 没 
有 歧义 的 情况 下 ,用 就 可 以 了 . 

2) 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 空间 C([a,6]) 

区 间 [a,5] 上 实 值 连续 函数 的 全 体 所 成 的 集合 记 为 


在 & 中 定义 


Cl([a.6]) = {f:f(zx) 是 [a,6] 上 的 连续 函数 }. 全 ,工区 
对 于 大 攻 ECCLa, 列 ) 定 闵 
plf,g) = 为 [FC(2) — BCE) | (3 1:D 


不 难 验 证 ,p(f,g) 是 C(La,5b]) 上 的 距离 ,使 得 C(La,6]) 成 为 一 个 度量 空间 . 
3) L 可 积 函 数 空间 L'(E) 、L 平方 可 积 函数 空间 L? (FE) 


Li(E) = (|; ld ts) L2(E) = {| | f(x) |?dm <+o). 


(0 BD 
分 别 在 L'(E) 与 L*(E) 中 引入 


1 
去 
olf,g) =|. [f(x)— g(xz)| dm, plf,g) = 人 If(z) -sw lam) 9 .1,8) 


不 难 验 证 ,它们 都 满足 距离 的 三 条 基本 性 质 . 
下 面 以 验证 L?*(E) 是 度量 空间 为 例 . 对 于 (1) , 任 取 f,g€EL?(E), 由 Lebesgue 积分 的 
定义 ,显然 有 


pCfsg) = {| |fCz) 一 sold S08 
E 


f=g 蕴含 p(f,g)==0 也 是 显然 的 . 反之 , 当 p(f .8)=| 上 | 成 区 一 有 Ce) 区 一 0 时 ,用 


反 证 法 可 以 得 到 : 对 于 几乎 处 处 的 TEE, 有 f 二 g(“ 几 乎 处 处 相等 "是 指 : f 与 g 只 在 E 的 
一 个 零 测度 子 集 上 不 相等 ). 这 里 约定 ,在 L?(E) 中 ,几乎 处 处 (almost everywhere,; 简 记 为 
a. e. ) 相 等 的 函数 视 为 同一 个 函数 . 故 定义 3. 1. 1 中 的 (1) 成 立 .对 于 (2) ,对称 性 显然 . 
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至 于 定义 3.1. 1 中 的 (3) ,由 Halder 不 等 式 , 若 f,gE€L(E), 则 


| | FCz)g(Cz)| dm 化 If(zx) [ram (| lg(z) [ram " 译 盆 , 1 和 
可 证 得 Minkovski 不 等 式 


化 Meo ta ledm) <{] fn lam) + 人 la ldm) ; ge VARY 
3,1. 
从 而 (3) 成 立 . 
上 述 三 例 在 第 1 章 中 都 已 经 赋予 运算 结构 而 成 为 线性 空间 , 故 它们 都 是 既 有 运算 结构 又 
有 拓扑 结构 的 空间 ,可 分 别 记 为 (1? ,十 ,a* ,pz (zx,y)),(CC[as6]) ,十 ,a * ,pcctowp (X,Y))， 
(Li(E), 二 ,a ,pu (zy) (LI (EE) ,二 ae ,specm (Ty)); 简 记 为 (1 ,十 ,a 。 ，P) ,等 . 然 
而 ,度量 空间 中 的 元 却 不 一 定 要 有 运算 结构 ,例子 如 下 . 


1， zy, 
4) 对 集合 A 二 {a,b,c,d}) ,定义 p(zyy) 一 则 A= {a,5,c,d} 成 为 一 个 度量 


0 Zz=ys 


空间 (A ,pa) ,但 是 元 与 元 之 间 却 没 定义 运算 . 

3.1.2 赋 范 线性 空间 

欧 氏 空间 RR,R?,…,R" 不 仅 作为 线性 空间 有 运算 结构 ,而 且 作 为 度量 空间 有 拓扑 结构 . 
空间 1,C([a,5]),L1(E),L*(E) 也 是 如 此 .这 就 启发 我 们 将 集合 的 拓扑 结构 与 运算 结构 结 
合 起 来 ,构成 一 种 新 型 的 空间 ,在 这 种 空间 中 ,对 每 个 元 都 可 引进 一 个 将 欧 氏 空间 中 向 量 长 
度 推广 的 概念 . 


定义 3.1.2( 赋 范 线性 空间 ) 若 在 线性 空间 (X, 十 ,wa。) 中 ,定义 对 应 于 每 个 元 素 工 E 
X 的 非 负 实数 上 zx, 具有 如 下 性 质 : 


(1) lz x 宇 0,; lzlx=0 多 zx 一 0(z 一 0 是 X 的 零 元 ); ( 非 负 性 ) 
(2) llazll x=|al lzllx,xEF， (绝对 齐 性 ) 
(3) llzt+yl x lzllx+ lyllx, xz,yEX, (三 点 不 等 式 ) 


则 称 X 为 一 个 赋 范 线性 空间 (normed linear space) ,简称 赋 范 空间 (normed space), |z|x 称 
为 xz 的 范 数 (norm). 此 时 ,线性 空间 X 赋予 由 范 数 rllx 决 定 的 拓扑 结构 , 记 为 (X, 十 ,a，。， 
|zlx) ,在 没有 歧义 时 , 记 为 (X, jzllx) ,或 (X, Ilzll ), 或 最 简 记 为 X. 
R,R? ,RY,C([a,5]),L'(E),L*(E) 都 是 赋 范 线性 空间 ,其 范 数 分 别 为 
zlm = Vrzi+z2 二 +… 二 xi, rER’; 


TF 
lzllz= 二 s 
=1 
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| f le = was [f(z)|, f EC(La,0); 


| fllaew = | | FGz) | dm, f EL'E); 


1 fF lew = (| [Fa Pa 中 f € L2(E). 


每 一 个 赋 范 线性 空间 是 一 个 度量 空间 ,因为 若 对 赋 范 线性 空间 (X, | zx) 的 任意 两 个 
元 zyEX, 定 义 pz,y)= ‖ z 一 yx, 则 (CX,p) 就 成 为 一 个 度量 空间 . 但 反之 却 不 然 ,因为 
度量 空间 未 必 是 线性 空间 (未 必 有 运算 结构 ). 

在 2.1.4 节 中 定义 的 ( 实 或 复 ) 内 积 空间 (X, 十 ,a ，,(z,y)) 中 ,可 以 定义 范 数 ,使 其 成 
为 赋 范 线性 空间 . 事实 上 ,对 于 z EX, 定 义 范 数 zx={(z,z)), 则 不 难 证 明 , 空间 
CX, 十 ,a ,zx) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ; 但 反之 却 不 然 ,许多 赋 范 线性 空间 上 不 能 定义 内 
积 而 成 为 内 积 空间 ,例如 CC[a, 轨 ) ,Li(E) 等 ,它们 只 是 赋 范 线性 空间 , 却 不 是 内 积 空间 . 


3.2 拓扑 空间 


3.2.1 拓扑 空间 中 的 一 些 定义 


人 们 从 研究 集合 中 元 之 间 的 位 置 关 系 与 远近 程度 的 需要 出 发 ,引进 集合 的 拓扑 结构 ,如 
度量 空间 、 赋 范 空间 、 内 积 空 间 、 欧 氏 空 间 等 . 然而 ,自然 科学 领域 中 所 过 到 的 空间 常常 会 更 
为 一 般 . 不 断 在 新 的 高 度 、 深 度 、 广 度 意 义 下 研究 集合 的 拓扑 结构 ,就 逐步 形成 了 “点 集 拓 


扑 学 ”. 
1. 拓扑 结构 
定义 3.2.1( 拓 扑 ) 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,X 天 多,r 是 X 的 一 些 子 集 所 成 的 集 族 , 若 工 
满足 
(1) X, CEri; 
(2) G1,G: Et > GNG Er; (有 限 交 性 质 ) 
(3) GErAEA Ueer,a 为 指标 集 ， (任意 并 性 质 ) 


则 称 r 为 X 上 的 一 个 拓扑 (topology) ,或 称 rz 决 定 了 X 上 的 一 个 拓扑 结构 .zt 中 的 任 一 集 
AEr 称 为 X 的 开 集 (open set) .并 称 (X,r) 为 拓扑 空间 (topological space). 


定义 3. 2.1 中 的 (1) 表 示 “ 整 个 集合 X 与 空 集 名 是 开 集 ”; (2)“ 有 限 交 性 质 ” 表 示 “ 有 限 
个 开 集 的 交集 是 开 集 ”;(3)“ 任 意 并 性 质 ” 表 示 “ 任 意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ”. 

我 们 约定 , 空 集 (empty set) 忆 包 含 在 任意 集合 中 , 即 YACX > BCA. 

作为 例子 ,度量 空间 、 赋 范 线性 空间 、 内 积 空 间 、 欧 氏 空间 都 是 拓扑 空间 . 但 要 强调 的 是 ， 


3.2 拓扑 空间 


拓扑 空间 中 不 需要 有 运算 结构 , 正 像 度量 空间 中 不 需要 有 运算 结构 一 样 . 
下 面 来 看 在 度量 空间 中 的 拓扑 = 是 如 何 确定 的 . 
给 定 度量 空间 (X,p) ,对 于 任 一 点 zEX 与 任意 实数 x 二 0, 称 集合 
BCzor) = {y € X: prsy) <r} 本 .下 
为 度量 空间 (X,p) 中 以 zz 为 球 心 r 为 半径 的 开 球 ,简称 B(z,r) 为 球 . 
度量 空间 (X,o) 中 的 集合 GCX 称 为 开 集 , 若 对 于 G 中 的 任意 点 xzEG, 必 存在 开 球 
Bl(z,r) = {y € X: pl(r,y) <r}, 
使 得 B(x,r)CG. 
图 3. 2. 1 中 细 虚 线 所 围 的 是 集合 GCX, 粗 虚线 所 围 的 是 球 BCz,r). 
度量 空间 (X,p) 中 的 开 集 的 全 体 记 为 i i 
rt 二 {GCX:G 是 (X,p) 中 的 开 集 }， A Ns 
它 满足 定义 3. 2. 1 中 的 (1) 一 (3) ,证 明 如 下 . | " 
(1) 度量 空间 X 本 身 是 开 集 . 因为 VzEX, 显 然 3r>0 “\、\ JD /7 


ys pd 


(但 不 惟一 ) ,使 得 B(z,r)={yEX:po(z,y)<r)JCX, 故 XE ~、 半 


rt; 又 由 约定 ,BET. Se 

(2) 设 G1,Gs 是 度量 空间 (X,p) 中 的 开 集 , 则 它们 满足 人 站 1 放生 让 和 人 
3rmys.t.B(CzrD)CG, 3r;,s.t. B(z,r;)CG,. 于 是 有 两 种 情况 : @Gi 门 G; = 名 , 则 Gi 门 
G:=ZEr; @ GING:AG, 则 取 r=min{ri,rz) ,使 得 YzEGmncs 过 B(xz,r)CGi 几 G;， 
故 G NGsEr. 


此 性 质 对 于 有 限 多 个 开 集 也 成 立 , 即 G1 ,Gs,…,G,Er 二 fcsr 
(3) 设 Gi,XEA, 是 度量 空间 (X,p) 中 的 开 集 ,A 是 指标 集 , 它 可 以 是 有 限 集 ,也 可 以 是 
无 限 集 (可 数 或 不 可 数 ). 令 G- 【jG,. 我 们 证 明 C- [cue = 推理 如 下 ， 


Vr€EG>I3i EA,strEG, CUG. 


2€A 


之 因 Cx, 是 开 集 , 故 3m，s.t BCzro) CG 
In StBEm) EG CG=()G, 
‘EA 


之 G 是 开 集 . 
于 是 ,r 成 为 度量 空间 (X,p) 上 的 拓扑 . 所 以 ,一 个 度量 空间 (X ,p) 是 一 个 拓扑 空间 . 
作为 习题 ,请 读者 分 别 给 出 赋 范 线性 空间 (X, lzlx)、 内 积 空 间 (X,(z,y))、 欧 氏 空间 
R" 中 的 开 集 族 z, 使 得 它们 成 为 拓扑 空间 . 
拓扑 空间 (X,r) 中 ,还 有 一 类 重要 的 集合 ,与 开 集 具有 同等 重要 的 地 位 , 那 就 是 闭 集 . 


定义 3.2.2( 闭 集 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ,ACX 是 X 的 子 集 , 若 A 的 补 集 A 寺 X\A 


; 
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是 开 集 , 亦 即 AcEr, 则 称 A 为 闭 集 (closed set). 补 集 A 圭 X\A 也 记 为 员 三 X\A. 


天 
例如 ,在 RR 三 R 中, @O 闭 区 间 [a,6b] 是 闭 集 ; @ 有 限 多 个 闭 区 间 的 并 U [a ,bkEZ') 
是 闭 集 . 
根据 集合 的 运算 规则 ,可 得 到 闭 集 满足 如 下 性 质 . 
定理 3.2.1 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 则 
(1) X ,是 闭 集 ; 


(2) 若 Fi,F: 为 闭 集 , 则 Fi UF 为 闭 集 ; (有 限 并 性 质 ) 
(3) 若 及 CAEA) 为 闭 集 , 则 人 ] 为 闭 集 . (任意 交 性 质 ) 


证 对 于 (1), 因 X= 二 X\X= 多 ,由 约定 Er 是 开 集 ,从 而 六 是 闭 集 ; 同 理 , 空 集 纪 
也 是 闭 集 . 


对 于 (2) ,由 de Morgan 公式 x\| Wa) = 站 CX\A) ,得 


,Fi 为 闭 集 过 XX\(F1UF)= 二 (X\F1) 由 (X\F,), 其 中 X\Fi,X\F 为 开 集 之 
XX\(Fi UF;) 为 两 开 集 X\Fi,X\Fs 的 交 , 故 X\(F1iUF;) 为 开 集 => Fi UF; 为 闭 集 . 


对 于 (3) ,由 de Morgan 公式 x a) = 日 (xNA), 得 
F(XEA) 为 闭 集 二 Xa) -oe 其 中 每 个 X\, 为 开 集 二 x\| HP] 


为 开 集 族 X\F,(XEA) 的 并 , 故 | DF) 为 开 人 二 由 ,为 闭 集 . 


2. 点 的 邻 域 
定义 3. 2. 3( 邻 域 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,对 于 点 
XEX, 称 X 的 子 集 A 为 x 的 邻 域 (neighborhood), 若 存在 A 


开 集 GETt, 使 得 YEGCA( 图 3.2.2). 


对 于 拓扑 空间 (X ,7) , 记 点 zxEX 的 邻 域 全体 为 
妇 = 二 {ACX:A 是 x € A 的 邻 域 }， 
称 妇 为 点 xzEX 的 邻 域 系 (neighborhood system). 
易 见 ,包含 点 x 的 一 个 开 集 OEr 就 是 zx 的 一 个 邻 域 , 常 称 为 x 的 一 个 开 邻 域 . 
定理 3.2.2 设 (X,t) 是 拓扑 空间 ,外 为 点 xzEX 的 邻 域 系 , 则 
(1) Ai1,AsEU = ANA, EL; (有 限 交 性 质 ) 


C2) AEUAEA= Ua.eu; (任意 并 性 质 ) 


3.2.2 拓扑 空间 中 点 的 邻 域 


3.2 拓扑 空间 


(3) VAEU =S IBEU,s.t. DBCA.@OVyEB. 有 BEM; 
(4) GEr 为 开 集 售 YrEG, 有 GEU. 


证 明 留 作 习题 . 
注 若 在 集合 X 上 定义 每 个 点 zEX 的 邻 域 系 , 则 4 二 {4 :xzEX} 同 样 也 能 给 出 集合 X 
上 的 拓扑 ,使 得 (X ,wp 成 为 一 个 拓扑 空间 . 


3. 集合 的 内 点 与 内 部 、 外 点 与 外 部 、 边 界 点 与 边界 


1) 集合 ACX 的 内 点 ”对 于 点 xEA., 若 存在 开 集 GEr, 使 得 zxEGCA, 则 称 xz 为 集合 
A 的 内 点 (inner point). 

集合 ACX 的 内 部 ”集合 A 的 内 点 的 全 体 称 为 A 的 内 部 (inner) , 记 为 A 或 A". 

2) 集合 ACX 的 外 点 ”对 于 点 7EA, 若 xzE(A5)", 亦 即 z 属 于 A 的 补 集 的 内 部 , 则 称 
工 为 A 的 外 点 (external point). 


~~ 的 外 点 
SN (ey 
、 


4 的 边界 点 Sa 


图 3.2.3 拓扑 空间 中 集合 A 的 内 点 、 外 点 、 边 界 点 


集合 ACX 的 外 部 ”集合 A 的 外 点 的 全 体 称 为 A 的 外 部 (external). 

3) 集合 ACX 的 边界 点 ” 若 在 包含 点 <cEX 的 任意 开 集 G 中 , 既 含 有 A 中 的 点 、 又 含 
有 A 外 的 点 , 则 称 a 为 A 的 边界 点 (boundary point). 

集合 ACX 的 边界 ”A 的 边界 点 的 全 体 称 为 A 的 边界 (boundary) , 记 为 9A. 


4. 集合 的 聚 点 与 孤立 点 、 导 集 与 闭 包 

1) 集合 ACX 的 聚 点 ”车 对 包含 点 aEX 的 任意 开 集 G Ez, 集合 G\{a}) 与 A 的 交集 非 
空 , 即 (G\{a)) 几 A 隆 如 , 则 称 a 为 A 的 聚 点 (accumulation point) ,或 称 极限 点 (imit point) ; 

集合 ACX 的 孤立 点 车 a€ A 但 不 是 A 的 聚 点 , 则 称 a 为 A 的 孤立 点 (isolated 
point) ; 

2) 集合 ACX 的 导 集 A 的 聚 点 的 全 体 称 为 A 的 导 集 (divided set) , 记 为 A'; 

3) 集合 ACX 的 闭 包 A 与 A 的 导 集 的 并 集 称 为 的 A 的 闭 包 (closure), 记 为 A, 即 
4=AUA-. 

若 集合 ACX 是 闭 集 , 且 没有 孤立 点 , 则 称 A 为 完全 集 (complete set). 

注 集合 A 的 边界 点 与 聚 点 都 可 以 属于 A, 也 可 以 不 属于 A; 但 孤立 点 一 定 属于 A. 

闭 集 与 闭 包 有 如 下 性 质 . 
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定理 3.2.3 设 (X,z) 是 拓扑 空间 , 则 集合 ACX 的 闭 集 A 有 如 下 等 价 性 质 : 

(1) A 为 闭 集合 (2)A'CA (3)A=AUA’ 全 (4A=A. 

证 ”推理 如 下 : 

证 (1) 合 (2). 

A 为 闭 集 > A 为 开 集 > VYzEAc,3cGEer 且 zEGCAcst GNA=2 = 
(G\{z) 站 A=B( 因 YVxz&FA) 二 YrEAr 不 是 A 的 聚 点 , 即 z¥A’ 二 A'CA( 因 “VyE€ 
Ac 一 y# A'” 可 推 得 *-VyEA' 二 yA 二 yEA”) 二 (1) 蕴含 (2); 

反之 ,A'CA 二 (A DA 二 > YVzEAcC 有 xzE(A'D)C, 故 xz&A' 且 z&kA> 一 3jG,Er， 
s.t.(G\{z)NA=G = (G\{z) NA=GNA=8 ( 因 xz¢A) = Ac 一 U {z}C Lh C 


zx€EAC xzEAC 


Ac = Ac= UG, 为 开 集 的 并 集 = A 为 闭 集 二 (2) 总 含 (1). 
TEA 

证 (2) A a 

A'CA 二 AUA'CAUA=A 二 由 ACAUA’ 即 得 A=AUA’ 二 (2) 蕴含 (3); 

反之 ,A=AUA’ >> A'CA( 否 则 , 3zEA', 但 zkA, 与 A'CA 了 矛盾 ) 二 (3) 蕴含 (2). 

证 037 = 

A=A 马 AUA’=A( 定 义 ). 

例 3.2.1 (1) 在 一 维 欧 氏 空间 R 中 , 集 A=( 一 a,a] 的 闭 包 是 A==[ 一 a,aj, 内 部 是 
人 A=( 一 a,a) ,边界 是 9A 二 {一 a,a})， 站 a os Tend FA sod 


(2) 若 人 ,一 = 人 '2]， 则 A， =|[ 二 


a 


L =U[L,2]=00,2, 


Ua 本- 00,2) = [0,2]. 


n=1 


5. 稠密 集 


定义 3.2.4( 稠 密集) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ,ACX 是 X 的 子 集 . 
(1) 若 A 的 闭 包 是 处 , 亦 即 久 一 A, 则 称 A 为 X 的 稠密 子 集 , 或 称 集 合 A 在 X 中 稠密 
(dense); 对 X 的 子 集 BCX, 若 BCA, 则 称 A 在 B 中 稠密 (此 时 可 以 有 ACB, 也 可 以 没有 ). 


(2) 若 A 的 闭 包 的 内 部 是 空 集 人 如, 亦 即 (A)" 二 如 , 则 称 A 是 XX 的 无 处 稠密 子 集 ( 或 称 朴 
朗 集 ). 


例 3.2.2 有 理 数 集 Q 在 实数 集 R 中 是 稠密 的 ,Q 二 R ; 整数 集 Z 在 R 中 是 无 处 稠密 
的 , 因 Z 的 闭 包 不 含 任何 有 限 实数 , 故 Z 的 内 部 是 空 集 . 


定理 3.2.4 设 (X,zr) 是 拓扑 空间 , 若 子 集 ACX 是 稠密 子 集 ,X 一 A, 则 
Vx EX 过 任何 开 集 U Ert 且 x EU, 必 有 UN A. 


对 定理 3. 2.4 的 理解 是 : 任意 zxEX 的 任意 开 邻 域 wu€r 与 A 的 交 非 空 . 取 A 一 Q ,X= 


3.2 拓扑 空间 9) 


RR 为 例 ,对 任意 实数 zER 及 包含 此 z 的 任意 开 集 ,例如 取 v= (z- 二 ,z+ )=1 
2,…), 必 有 


四 rz 二 na 万， 172ysy 
n n 


这 也 说 明 存 在 有 理 数 点 序列 4,€ (x 一 二 ,x 二 二] 站 Q 关 DCn 一 1,2,…) ,使 得 lim gq 一 z 


由 此 可 见 ,对 于 拓扑 空间 (X ,7z) ,为 研究 其 某 些 性 质 ,可 转化 到 考虑 其 稠密 子 集 上 去 . 


3.2.2 拓扑 空间 的 初步 分 类 


对 于 拓扑 空间 (X ,7) ,需要 进行 分 类 研究 . 本 小 节 仅 从 (X,r) 的 拓扑 基 与 (X,r) 包 含 可 
数 子 集 与 否 来 进行 初步 分 类 . 今后 ,还 要 从 各 种 不 同 角度 对 拓扑 空间 进行 分 类 ,以 揭示 其 内 
在 性 质 . 


1. 拓扑 基 
1) 拓扑 空间 (X ,7) 的 拓扑 基 


定义 3.2.5( 拓 扑 空间 (X,r) 的 拓扑 基 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 若 3 是 的 一 个 开 子 集 
族 , 且 对 于 rz 中 的 每 个 开 集 GEr 以 及 VzEG, 存 在 BE 多 使 得 zEBCG( 如 图 3.2.4 所 
示 ), 则 称 % 汶 拓扑 rz 的 拓扑 基 (topological basis,basis of topology). 


拓扑 基 有 如 下 特征 性 质 . 

定理 3.2.5 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 则 好 -tr 是 (X,T) 的 拓扑 a 
基 , 当 且 仅 当 每 个 开 集 GEt 是 9 中 一 些 开 集 的 并 . 亦 即 YGET， 
存在 开 子 集 族 负 王 名 使 得 

G==UseqB (或 G==U {B:BE€ 纺 ). 

证 “=>” 设 星 * 是 (X,z) 的 拓扑 基 , 则 VGEr'zEG， 图 3.2.4 拓扑 基 
3 BE 名 使 得 ze BCG. 于 是 G 一 {2)C 局 B. 然而 , 因 每 个 
已 都 含 在 G 中, 故 6G 一 世 (z}C BCG. 从 而 GB ,这 就 说 明 VGEr 可 表示 为 3 一 
些 开 集 的 并 . 

“<” 对 于 拓扑 空间 (X,r) , 若 开 子 集 族 星 r 满 足 YOEr, 了 3 多 使 得 0= 必 8, 我 们 
证 明 这 样 的 开 子 集 族 名 -+ 是 一 个 拓扑 基 . 

事实 上 , 因 VGEr, zeEG, 由 假设 G 一 局 8. 故 必 有 BE %C 允 使 得 zxE BCG, 这 正 说 明 
开 子 集 族 星 z 是 一 个 拓扑 基 . 充分 性 得 证 . 
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注 从 定义 3. 2. 5 与 定理 3. 2. 5 可 知 ,拓扑 基 % 是 拓扑 空间 (X,r) 中 开 集 族 r 的 一 部 
分 ,可 视 为 (X,r) 中 的 * 基 本 ” 开 集 ,CX,z) 中 任何 其 他 开 集 都 可 由 一 些 基 本 开 集 的 并 来 表示 . 
于 是 可 将 对 拓扑 空间 (X,z) 的 研究 简化 为 对 (X ,多 的 研究 ,这 样 会 带 来 许多 方便 . 

例如 ,对 于 及 一 (一 co ,十 ce) , 若 (及 ,cz) 是 及 的 拓扑 ,r= 二 {GCR :G 是 R 的 开 子 集 ) ,不 难 
证 明 对 {(a,p) :一 co 一 oa 一 0 一 十 co} 是 及 的 一 个 拓扑 基 . 

关于 构成 拓扑 基 的 条 件 ,有 如 下 定理 . 

定理 3.2.6 设 X 是 一 个 集合 ,9 是 X 的 一 个 子 集 族 , 若 8 请 足 

(1) LB: 

BEB 

(2) B,,B, EB> VrEBNMNB,, IBE Ys.t.rEBCBNMNB,, 

则 存在 X 上 惟一 的 拓 扩 5 一 OCX 3 PEs. “0- 电 中 ,以 允 为 拓扑 基 , 使 得 (X,r) 成 


为 一 个 拓扑 空间 . 反之 , 若 X 的 一 个 子 集 族 E 是 X 的 一 个 拓扑 基 , 则 C5 必 满足 条 件 (1) 与 
(2). 


证 我 们 证 明 {ocx: 3 BE»s. +0= Wslen 9 为 拓扑 基 的 X 上 的 拓扑 . 
首先 证 明 ,rt 满足 定义 3.2.1 的 (1)、(2)、(3). 

(GD X,Z Er: 由 定理 的 条 件 (1), 知 X= [BE r, 而 由 约定 ,CEr 

(2) Ai,As Er 过 Ai 门 As Er: 分 两 步 证 . 


@ 若 Al==B1E€ BA; 一 B,€ B 则 BN B,Er. 
事实 上 ,由 定理 条 件 (2) ,得 VzEBimB:,3B.e 多 使 得 zEB-CB 站 B:. 另 一 方面 ,B， 


站 本 二 -局 UB. CBinB,, 故 BinB, 一 _U 已 ,由 = 的 组 成 得 Bi 站 BaEr 


z€EBN a = BN 


Q@ 当 A,A:Er 时 , 则 Am 站 4A:er. 
因为 Ar 一同 BEr 一 外 一 则 玉 .于 是 , 作 交集 Ana=[ 居 二 jn 


UU U B.er, 因 此 AiNAs= 
BE BE 轨 z€EBINB, 
BE 
U BEx. 
BI EP xEB NB, 
BE 办 


(3) A.EramEAS Ua. Ew 


由 A。 ER 这 样 , 有 Ua. =) U pss, Er. 于 


oaEA 
BE 归 BpE 四 


3.2 拓扑 空间 


是 ,Coco=[x,[o CX: 3 PEs.t. 0= 导 有 | 成 为 一 个 折 和 空间 ,关上 由 + 的 表示 与 拓 


扑 基 的 定义 知 ,就 是 一 |0 CX: 3 BE Ws. ro-Ua 的 拓扑 基 . 


其 次 证 明 , 满 足 定理 条 件 (1)、(2) 的 集 族 昌 付 一 地 确定 一 个 拓扑 rz, 如 上 面 的 (3) 中 给 出 
的 ct 那样 . 


事实 上 , 设 男 有 一 个 拓扑 以 区 拓扑 基 , 根 据 拓扑 基 的 定义 ,VAEz 之 4=)B 二 A 


ET. 于 是 得 到 zCr. 反 之 ,由 于 9 呢 志 的 拓扑 基 , 故 失 t. 取 rt 中 开 集 AErt, 则 A 是 名 中 某 些 
元 素 之 并 ,但 因 9" 呢 这 的 拓扑 基 , 所 以 A 也 是 中 某 些 元 素 之 并 ,于 是 AEz, 故 trCz. 结合 
二 者 ,就 证 明了 z=. 

最 后 证 明 ,X 的 一 个 子 集 族 e 是 XX 的 某 个 拓扑 的 拓扑 基 , 则 c 必 满足 定理 的 条 件 (1) 
SR 


设 X 的 子 集 族 e 是 X 的 某 个 拓扑 = 的 拓扑 基 , 则 由 XEr' 知 ,X= vd 一 迪 C, 这 里 


6 是 CE 的 某 个 子 集 族 . 故 Ee 满足 条 件 (1). 又 对 于 CG,Cs€ Cr" , 知 C,Cs 是 X 中 的 开 集 ; 因 
此 ,对 于 zeEcimc: ,交集 Cumcs 是 含 z 的 开 集 ,因而 是 z 的 开 邻 域 . 于是, 据 邻 域 的 定义 
知 ,存在 WE 使 得 z-EW,CCi 几 CC; ,这 表明 Ee 满足 条 件 (2). 定理 得 证 . 

注 1 定理 3.2.6 的 意义 在 于 ,为 构造 集合 上 的 一 个 拓扑 ,只 要 给 出 满足 定理 条 件 的 
(1) 、(2) 的 集 族 2 可 . 

注 2 对 于 拓扑 空间 (X,7) , 设 S Cr 是 zc 的 子 集 族 , 若 由 S 的 有 限 非 空子 集 族 之 交 产 生 
的 子 集 族 


i 32 关 S3 ESSiS me 人 C3. 2: 2) 
j=1 


是 (X,r) 的 一 个 拓扑 基 , 则 $S 是 包含 在 拓扑 基 名 中 的 “ 子 基 ”, 称 S 为 拓扑 r 的 子 基 ,或 称 其 为 
拓扑 空间 (X,r) 的 子 基 . 

在 一 个 集合 上 ,可 以 赋予 不 同 的 拓扑 ,并 且 不 同 拓 扑 中 的 开 集 可 以 有 不 同 的 性 质 ,下 面 
的 例子 是 在 实数 集 R 上 的 三 种 不 同 的 拓扑 . 

例 3.2.3 及 上 的 通常 拓扑 (也 称 标 准 拓扑 )、 下限 拓扑 与 K 拓扑 . 

通常 拓扑 (usual topology) (R,r) rz 以 对 (Ca:0): 一 c 二 二 0 二 十 co } 为 拓扑 基 , 用 
(及 ,元 表示 ; 显然 ,r 有 一 个 子 基 S=={{( 一 co,a):aER}U{(6, 十 2) :65ER})}. 

下 限 拓扑 (lower topology) (R,r) 拓扑 基 为 加 = {[a,5): 一 2 二 a 过 5b 二 十 =), 用 
(及 , 艾 表 示 ; 


天 拓扑 (KEtopology)(R,.z) 拓扑 基 为 竹 {a0 人 


| co<a<b< 


ee ,用 (及 , 缴 表 示 . 
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不 难 验证 劣 必 , 发 些 足 定 理 3. 2. 6 中 的 条 件 , 故 它们 都 是 拓扑 基 , 从 而 得 到 R 上 的 三 种 不 
同 的 拓扑 结构 . 

2) 按 “ 拓 扑 基 的 势 " 分 类 一 一 第 一 可 数 性 .第 二 可 数 性 

定义 3.2.6( 可 数 性 公理 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 若 X 有 一 个 可 数 拓扑 基 多 则 称 (X,r) 满 
足 第 二 可 数 性 公理 (second axiom of countability). 若 X 中 每 一 点 +EX 都 有 一 个 可 数 拓 扑 
基 吕 , 则 称 (X,t) 满 足 第 一 可 数 性 公理 (first axiom of countability). 


例 3.2.4 一 维 实 欧 氏 空间 (有 R,r)( 即 实数 空间 ) 满 足 第 二 可 数 性 公理 . 

事实 上 , 设 (R,z) 是 一 维 拓扑 空间 , 若 OCR 为 开 集 , 则 VzEO, 存 在 >0, 使 得 (x 一 7， 
Zz 十 力 CO. 此 时 , 必 能 取 z 的 开 子 集 族 多 = { 了 B=(z 一 cx,z 十 和 ) :as,b: EQ ) 中 的 一 个 子 集 召 
二 (z+ 一 qz ;ZX 十 b;) ,使 得 BC(zx 一 7,z 十 7)CO, 这 里 Q 是 有 理 数 集 . 故 zxEB=(z 一 az 十 
5:)CO, 所 以 R 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

进而 ,对 { 多 :zEQ )} 显 然 是 (R,z) 的 一 个 可 数 拓 扑 基 , 故 R 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

不 难 证 明 ,任何 度量 空间 (X,o) 都 是 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 . 留 作 习 题 . 

显然 ,满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 (X,r) 必 定 满足 第 一 可 数 性 公理 ,反之 却 未 必 . 
而 且 , 也 有 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 . 


2. 拓扑 空间 的 可 分 性 
1) 拓扑 空间 可 分 性 的 定义 


定义 3.2.7( 可 分 性 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 若 存在 X 的 一 个 至 多 可 数 子 集 A 一 {ai， 
dd)CX, 使 得 A 一 X, 则 称 X 具有 可 分 性 (separability); 否则 称 X 具有 不 可 分 性 


(unseparability). 


例如 , 欧 氏 空间 R" 是 可 分 的 ,因为 Q" 二 R”. 

例 3.2.5 区 间 [a,b5] 上 的 连续 函数 空间 C([a,5]) ,在 距离 plf»8)= max |f(z)— 
g(z) | 之 下 ,成 为 一 个 拓扑 空间 (度量 空间 ), 且 它 具 有 可 分 性 . 

事实 上 ,多 项 式 集 Pu == {ps: p(x)==r,zx "十 … 十 nz 二 reo, Lesblsry EQ}) 是 空间 
C([a,5]) 的 一 个 可 数 稠密 子 集 . 根据 伯 因 斯 坦 (Bernstein) 定 理 , 对 于 函数 f/fEC([a,6]j), 存 
在 有 理 系数 多 项 式 p, (x)E€ P。 ,使 得 户 (z) 在 [站 上 一 致 收敛 于 f(x). 于 是 Po 二 C([a,5]). 故 
Cl[a,6]) 具 有 可 分 性 . 

类 似 地 ,利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 (参看 本 书 7. 2 节 ), 可 以 证 明 Po 一 
Ls([a,6])(1 声 p 过 十 吕 ), 故 Lr*([a,6]) 也 具有 可 分 性 . 

当然 也 有 不 可 分 空间 的 例子 . 

例 3.2.6 [0,1] 上 有 界 函 数 空 间 B ([0,1]))=={f:[0,1]>R, 3M>0,s.t. |f(x)1 志 M} 
在 距离 plf,8) 二 supj1f(x) 一 g(x)| 之 下 ,成 为 一 个 拓扑 空间 (度量 空间 ), 它 具有 不 可 
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分 性 ; 
事实 上 ,车 A 二 {f,EB([L0,1]):n€21) 为 B(L0,1]) 的 任意 可 数 子 集 ,我 们 证 明 A 在 


B [0,1]) 中 不 稠密 . 只 要 证 明 存在 函数 &E B (50,1]), 但 g4A. 由 于 [0,1]= [0 去)U 
[0 (UD) etm 
Z1 ,构造 函数 5:[0,1]-~R, 满 足 

和 1 1 


n n 二 1 


1 


滞 直 下 


F i 有 
jv € [L Es )， | 和 1 


= 0, 4e [1 一 二 ,1 一 1 )'are jl rl [1 


n 盖 十 芋 n 韵书 时 
人 ,和 色 双 
则 gEB([0,1]), 且 VzEZ+ "pAfn'8) 二 ,supj1fn(z) 一 g(x)| 之 1. 因 此 球 
By i = {六 BX[O;,)s M 记 六 之 吉 

与 集合 A 的 交集 是 空 集 ,于 是 g4FA, 故 ACB ([0,1]). 这 就 证 明了 B ([0,1]) 是 具有 不 可 分 
性 的 度量 空间 . 

2) 按 拓扑 空间 的 可 分 性 分 类 一 一 可 分 空间 ,不 可 分 空间 

由 拓扑 空间 的 可 分 性 与 不 可 分 性 ,我 们 将 一 个 拓扑 空间 (X,7) 称 为 可 分 拓扑 空间 
(separable topological space), 如 果 它 具有 可 分 性 ; 否则 ,就 称 它 为 不 可 分 拓扑 空间 


(unseparable topological space). 


3.3 拓扑 空间 上 的 连续 映射 
3.3.1 拓扑 空间 之 间 的 映射 .映射 的 连续 性 


1. 连续 映射 

研究 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 ,是 点 集 拓扑 学 中 的 一 个 重要 内 容 , 因 为 连续 性 保持 了 拓 
扑 空间 的 许多 性 质 . 在 两 个 拓扑 空间 (X,r),(Y,u 中 引入 连续 映射 ,是 从 征 积 分 学 、 实 变 函 
数理 论 中 连续 函数 判定 的 一 个 充 要 条 件 得 到 启发 的 :“ 太 :R 一 有 是 连续 函数 , 当 且 仅 当 开 集 
GCR 的 逆 像 集 广 :(C)CR 是 开 集 .” 

定义 3.3.1( 了 映射 的 连续 性 ) 设 (X,r),(Y,u) 是 两 个 拓扑 空间 . f:X-Y 是 X 到 Y 的 
映射 . 称 了 为 X 到 Y 的 连续 映射 (continuous mapping). 若 对 任意 开 集 OEu, 草 含 G 一 
广 !(O)Er; 亦 即 ,Y 中 开 集 OEv 的 逆 像 集 G 二 f°1(O) 是 义 中 的 开 集 . 


连续 映射 有 如 下 等 价 性 质 . 


5) 
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定理 3.3.1 设 (X,r),(Y,v) 是 两 个 拓扑 空间 . f:X>Y 是 X 到 Y 的 映射 . 则 下 述 性 质 
等 价 : 

(1) f 是 X 到 YY 的 连续 映射 

(2) Y 中 开 集 OEvw 的 逆 像 集 f '(O) 是 XX 中 的 开 集 ; 

(3) Y 中 闽 集 FCY 的 逆 像 集 f-'(F)CX 是 XX 中 的 闭 集 ; 

(4) 对 任 一 点 TEXX, 对 应 点 为 y= 二 f(x)EY, 则 VV, Ev,yEV,, IjU, Er,s.t. 
JU)CV,; 

(5) 立 中 点 yEY 的 开 邻 域 V 的 逆 像 集 f-1(V) 是 XX 中 满足 f(x) 二 y 的 TEX 的 开 
邻 域 ; 

(6) BCY 芒 作 JBYCY (BY; 

(7) ACX 蕴含 FCA)CACA). 


证 (1) 信 (2) 由 定义 可 得 . 

(2) 忆 (3) 对 于 Y 中 任意 闭 集 FCY, 由 定义 知 Y\FCY 为 开 集 , 即 Fe 二 Y\FEvw. 于 
是 ,根据 (2) 得 f-1(Y\F)Ez. 故 由 (YN)D=f1(\f1(F)=X\f1(F), 且 ff!1(Y\F) 
是 X 中 的 开 集 , 故 f°!(F) 是 X 中 的 闭 集 ,(3) 成 立 ; 反之 亦 然 . 

为 证 (2) 信 (4) ,我 们 作 如 下 推理 . 

(2) 二 (4) 设 IEX,y=f(x)EY. VV,Ev,y= 二 f(z)EV,, 根 据 (2) 知 广 :(V,) 为 和 
中 的 开 集 , 广 :(V,)Er, 且 zeE 广 !(V,), 从 而 7!1(V,) 是 包含 zx 的 开 集 , 故 3U,Er,s.t. 
UE ER DEV, 

(4) 二 (2) ” 取 YOEw, 我 们 证 明 广 !(O)Er 为 开 集 .事实 上 ,VzeE 广 !(9) ,对 应 的 y 一 
f(z)Ef(f71(O))CO. 对 此 yEOEr, 根 据 (4), 3U-Er,zEU-,s.t. FU )CO, 这 蕴含 
XEUs:Cf (fC(U,))Cf "1(O), 故 又 蕴含 广 :(9) 是 X 中 的 开 集 , 广 :(O)Er, 此 即 (2). 

为 证 (2) 信 (5) ,我 们 作 如 下 推理 . 

(2) 一 (5) 对 yEY, 有 xzEX, 使 得 y= 二 f(z). YU, Ev,y 二 f(x)EU,, 根 据 (2),xE€ 
广 !(U)Er, 从 而 广 :(U,) 为 xzEX 的 邻 域 ,此 即 (5); 

(5) 全 (2) VOEuw, 对 于 每 个 yEO, 则 O 就 是 y 的 一 个 开 邻 域 ,由 (5), 广 (OCX 是 
zE 广 (OCX 的 开 邻 域 ,这 里 x 是 满足 y 二 f(z) 的 XX 中 的 元 .于 是 ,对 于 邻 域 f°' (0O)， 
3cGCX,GEr's.tzEGC 广 (9), 故 广 !(O) 是 X 中 的 开 集 , 广 :(O)Er, 这 就 是 (2)， 

下 证 (3) 售 (6). 

(3) 一 (6) VBCY 二 > 广 '(B)CX 为 闭 集 ( 根 据 (3)) > f71(B)Cf71(B)( 因 BCB 
蕴含 -1(B)Cf71(B) ,蕴含 f1(B)Cf™1(B)) 二 (6) 成立 ; 

(6) 二 (3) 每 个 闭 集 FCY > 广 :(P)C 广 (FE)= 广 :(F)( 根 据 (6)) = /1 (FF) = 
广 !(CF) 二 广 !CF) 为 闭 集 二 > (3) 成 立 . 

最 后 证 (6) 仿 (7). 
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(6) 二 (7) VACX 有 AICY=> FACFCA) = 广 (CFCQDC 广 :CFA))( 由 (6)) = 
f(A)Cf(A) ( 因 包 含 关系 ACCf'1(f(A)) 蕴 售 ACf1(f(A)), 蕴 售 f (A)C 
fCFCA)DCFCFT1CF(A)))CFCA)) 二 (7) 成立 ; 

(7) 一 (6) VBCY 有 Jf71(B)CX 志 取 (7) 中 的 A 二 /1(B)CX 得 f(f71(B))C 
f(f71CB)CB( 因 (fC(B))CBCB, 故 f(f1(B))CB) 过 广 :CFCFCB)D)D)C 广 (5) 
( 因 f1(f(f1(B)))=f-1(B)) > 1(B)Cf-1(B) 一 (6) 成 立 . 

在 例 3.2.3 中 给 出 了 一 维 欧 氏 空 间 中 的 三 种 不 同 的 拓扑 ,对 于 第 一 、 第 二 种 拓扑 , 恒 同 
映射 1: (R, 名 (RR, 基 ,I(xz) 二 zx 不 是 连续 映射 . 这 是 因为 开 集 0 二 [a,5) 6E 昂 的 逆 像 集 三 
([a,5)) 二 [a,5) 不 是 (R, 名 拓扑 之 下 的 开 集 . 


定义 3.3.2( 拓 扑 空间 的 同 胚 \ 开 ( 闭 ) 映 射 ) 设 (X,r),(Y,v) 是 两 个 拓扑 空间 . 若 存 
在 XX 到 Y 的 一 一 映射 f:X 一 Y, 使 得 f 与 f' 都 是 连续 的 , 亦 即 有 与 广 !' 是 双方 单 值 双方 
连续 的 , 则 称 上 是 X 到 Y 的 同 胚 Chomeomorphism) 映 射 , 并 称 X 与 了 是 (拓扑 ) 同 胚 的 . 

在 拓扑 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 性 质 (或 不 变 的 量 ), 称 为 拓扑 不 变性 (topological 
invariant property) (或 称 拓 扑 不 变量 (topological invariant quantity) ). 

若 映射 f:X>Y 把 X 中 的 开 集 ( 闭 集 ) 映 到 YY 中 的 开 集 ( 闭 集 ), 则 称 f 为 X 到 YY 的 开 
映射 ( 闭 映射 ). 


同上 胚 与 开 ( 闭 ) 映 射 有 如 下 的 等 价 性 定理 . 


定理 3.3.2 设 (X,r),(Y,u) 是 两 个 拓扑 空间 . f:X>Y 是 XX 到 Y 的 一 一 映射 ( 单 射 加 
满 射 ). 则 下 述 性 质 等 价 : 

(1) f 是 X 到 Y 的 同 胚 映 射 ; 

(2) f 是 X 到 YY 的 连续 开 映 射 ( 闭 映射 ). 


证 事实 上 ,由 f"! 的 连续 性 , YU,Ez,[(f1)-1](U,)==f(U,)Ev, 故 了 将 开 集 映 到 
开 集 ,所 以 f 是 开 映 射 ; 反之 亦 然 . 对 闭 集 一 样 推理 . 


定理 3.3.3 设 (X,r),(Y,v),(Z,w) 是 三 个 拓扑 空间 . f:X>Y 是 X 到 YY 的 连续 映射 ， 
g:Y 一 QZ 是 Y 到 Z 的 连续 映射 , 则 复合 映射 g*f:X 习 Z 也 是 连续 映射 . 

证 任 取 一 点 xoEX, 则 yo 二 f(xo) EY,zo 一 g(yo) 一 g(f(xo))E2, 为 证 复合 映射 
8"f :XZ 的 连续 性 ,VW Ew, 由 g:YZ 的 连续 性 , 3V, Ev,s.t.g(V, )CW。; 再 由 
了 :XY 的 连续 性 ,对 于 上 述 V, Ev, 3U; Er,s.t. 了 (Us )CV,. 

于 是 ,YW Ew, 3Us Er,s.t.g(f(U, ))Cg(V, )CWs ,这 就 是 g。f:X>Z 在 点 zo 
的 连续 性 . 再 由 xz。 EX 的 任意 性 ,得 到 复合 映射 g*f:X 一 2Z 的 连续 性 . 

例 3.3.1 设 (X,nm),(CX,m) 为 同一 集合 X 上 的 两 个 拓扑 结构 . T:(X,m ) 一 (X,r ) 为 
恒 同 映射 ,ICz)=z,zEX. 则 T:X-~X 为 连续 映射 , 当 且 仅 当 tCn. 
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证 由 连续 映射 的 充 要 条 件 ( 定 理 3.3.1(2)), YOEzt,IGEn, s.t.I1(G)CO, 但 
I1(G)==G, 故 GCO 表 明 OEz ,此 即 tzCn. 反 之 亦 然 . 


2. 极限 

在 微 积 分 学 中 首先 定义 “极限 ”, 而 后 才 定 义 “ 连 续 性 ”. 但 是 ,在 拓扑 空间 中 , 却 是 先 引 入 
连续 概念 . 然后 引入 极限 概念 . 

在 拓扑 空间 中 引进 极限 有 很 多 种 方法 ,用 * 格 网 *“ 滤 子 ” 等 ,但 是 都 较为 复杂 . 我 们 采用 
较 直 接 的 方法 一 一 序列 的 极限 . 


定义 3.3.3( 序 列 \ 极 限 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 .每 个 映射 S:j E21 一 zx;EX 称 为 X 中 
的 一 个 序列 (sequence) ,也 称 为 点 列 , 记 为 {zj)jezt , 简 记 为 {zj}. 

若 存 在 +EX, 使 得 对 包含 工 的 每 个 开 集 GEr, NEZt , 当 jN 时 ,有 ZEG, 则 称 工 
是 序列 (xj)jezt 的 极限 (limit) ,也 称 序列 {zx))jezt 收敛 于 点 工 , 记 为 lim zj 二 


定义 3.3.4( 子 列 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 . S:Z+ 一 X 与 Si:Z+ 一 X 是 (X,r) 中 的 两 个 
序列 {zj)jezt 与 {zh}iezt ， 若 存在 严格 递增 映射 WW:j EZ1t 一 kh 二 W(j)EZ1( 即 Vji,j: EZ!， 
若 族 二 j2, 则 二 W(j1) 过 ks 二 W(js)) ,使 得 工 : 二 zxwo ， 则 称 序列 (x)iezt 是 序列 {xj)jezt 
的 子 列 (subsequence). 亦 即 ,YjE2Zt 二 > W(j) EZt,zxwy € {xj)jezt. 换言之 , 子 列 
{zw )jezt 中 的 第 jEZt+ 个 点 ,恰好 是 原来 序列 {xj)jezt 中 的 第 W(j)EZ'! 个 点 . 子 列 也 常 
记 为 {zh }jezt * 简 记 为 (zs }s 

定理 3.3.4 设 (X,t) 是 拓扑 空间 ,{x;) 是 义 中 的 一 个 序列 . 则 

(1) 若 {zj) 是 常 值 序列 , 亦 即 Vx 一 +EX, 则 lim z; = lim z=z; 

(2) 若 {z) 政 贫 于 xEX, 则 其 任 一 个 子 列 { zx } 也 政 人 于 ZEX;s 

(3) 设 (X,r),(Y,uo) 是 两 个 拓扑 空间 ,让 :X 一 YY 是 X 到 Y 的 连续 映射 .车 X 中 的 序列 
{zj} 收 证 到 zxEX, 则 Y 中 的 序列 {f(zj)) 必 收敛 到 FCz)EY. 

证 (1)、(2) 是 显然 的 . 

为 证 (3) , 即 证 mz 理会 lim f(x) 二 f(z). 

对 于 y= 二 f(x),zEX, 取 VYV,Ev 为 y 二 f(x) 的 开 邻 域 , 因 f:X 一 Y 为 连续 映射 , 故 
3U:Ez, 使 得 f(U:)CV,. 另 一 方面 ,由 lim zi 一 zEU-,3NE2Z ,st 当 7>N 时 ,有 
WeUs. 于 是 , 当 jN 时 ,f(zDE KU)CW ,这 就 是 Jim f(z) 二 /2). 

注 1 在 微 积 分 学 中 ,上 述 定理 中 的 (2) 与 (3) 的 关系 是 充分 必要 的 . 例如 ,我 们 有 (3) 的 
逆 命 题 ; 设 (X,p) 为 度量 空间 ,(Y,v) 为 拓扑 空间 ,f:X>Y 是 X 到 Y 的 映射 . 则 了 为 连续 映 
射 的 充分 必要 条 件 是 X 中 的 序列 {xz} 收 伍 到 xzEX, 蕴 含 Y 中 的 序列 {f(z;)) 收 敛 到 f(x)€ 
Y. 但 在 一 般 拓 扑 空间 中 ,其 道 却 未 必 成 立 . 这 就 是 在 一 般 拓扑 空间 中 ,不 用 序列 的 极限 来 定 
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义 连 续 性 的 原因 . 

注 2 对 于 拓扑 空间 (X,z) 中 的 一 个 序列 {xz} , 它 可 以 有 极限 ,也 可 以 没有 ; 如 果 有 极 
限 , 也 未 必 是 惟一 的 . 

例如 , 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,其 中 至 少 含 两 个 点 . 取 r= 一 {X, 纪 }, 亦 即 其 开 集 只 有 X 与 
多 .于 是 ,在 此 拓扑 下 ,VYV {zx,} CX, 对 任 一 个 元 xEX, 都 有 lim zx 一 x. 由 此 可 见 , 在 拓扑 z 一 


{X, 多 ) 之 下 , 任 一 个 序列 可 以 有 两 个 不 同 的 极限 . 
3.3.2 拓扑 空间 的 子 空间 、 积 空间 、 商 空间 


1. 拓扑 的 精 粗 

定义 3.3.5( 拓 扑 的 精 粗 ) 在 一 集合 X 上 给 出 两 个 拓扑 ri 与 ts, 构成 两 个 拓扑 空间 
(X,nm) 与 (X,m). 若 已 Coe, 则 称 由 决定 的 拓扑 比 由 决定 的 拓扑 粗 Ccoarse) (或 弱 
(weak)) ,或 由 r 决定 的 拓扑 比 由 mm 决定 的 拓扑 精 (fine) (或 强 (strong)). 


例如 ,(X,) ,二 {X, 名 } 是 X 上 的 最 粗 拓扑 (或 称 最 弱 拓 扑 ); 

(X,r) ,一 你 X) 二 {A:ACX}) 是 X 上 的 最 精 拓 扑 ( 或 称 最 强 拓扑 ). 这 两 种 拓扑 统称 
为 X 上 的 平凡 拓扑 (trivial topology). 

以 时 {(a,0) :一 cc<a<0 一 十 co } 为 拓扑 基 的 及 上 的 通常 拓扑 (R,r) ,就 是 比 R 上 的 最 
粗 拓扑 要 精 、 比 最 精 拓 扑 要 粗 的 非 平 凡 拓扑 (non-trivial topology). 


2. 于 空间 
定义 3.3.6( 拓 扑 空间 的 子 空间 ) 设 (X,z) 为 拓扑 空间 ,Xe 为 X 的 子 集 , 取 映射 T;Xo 一 
X 为 恒 同 映射 , 即 工 一 TCz),zEXoCX, 令 


G=OnX=O 
t={GCXo: G=Of\Xo, VOEr}, (3.3.1) 
把 to 定义 为 Xu 中 的 开 集 族 , 则 (Xu sto) 决定 了 Xo 的 一 个 人 CC 
拓扑 (不 难 验证 to 满足 定义 3.2.1 中 的 (1) 一 (3)). 称 拓 CY) 
扑 为 (X,r) 在 子 集 XX。 上 定义 的 相对 拓扑 (relative 
topology) ,或 子 拓扑 , 记 为 (Xo,to), 并 称 (Xo ,to) 为 (X ,rt) Fonx 


的 子 拓扑 空间 ,简称 子 空间 ,如 图 3. 3. 1 所 示 . 称 恒 同 映射 
T:Xo 一 X 为 能 和 映射. 
显然 , 若 "是 (CX,r) 拓 扑 基 , 则 名 = {BN Xo :BE 名 是 (Xo ,ro) 的 拓扑 基 . 
例 3.3.2 及 ,了 R? 是 Rs 的 子 空间 ,对 于 (Rs ,ts), 取 拓扑 基 
= {G:G = {((Czyzz) ERs:V 好 十 好 十 直 <qjceaQ)}; 
对 于 (R? ,zs) ,有 R? 中 的 子 拓扑 基 
= {G:G = {(z1,z2,0) € RI: VHD <q),g€E Q); 


图 3.3.1 子 空间 
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对 于 CR: ,nm), 则 有 及 中 的 子 拓扑 基 
第 = {G:G = {(z1;0,0) € Ri; |z|= gq},g € Q}. 

下 面 给 出 子 拓扑 的 结构 定理 . 
定理 3.3.5 设 (X,rt) 为 拓扑 空间 ,XoCX 为 X 


的 子 集 , 则 对 于 子 空间 (Xu,ro), 有 
(1) GCX。 是 Xo 中 的 开 集 局 存在 X 的 开 集 


OEr, 使 得 G=OmXo; 村 Cod=(Cedn 加 
(2) CCX。 是 Xe 中 的 闭 集 后 存在 X 的 闭 集 图 3.3.2 补 集 


FCX, 使 得 C=F 站 Xo; 

(3) 车 Cx, 是 Xo 的 子 集 CCX。 关于 Xo 的 闭 包 , 则 Cx, 二 Cx 门 Xo, 这 里 Cx 是 C 关于 X 
的 闭 包 ; 

(4) 子 集 ACX。 满足 区 A 一 (G&A) 门 Xo, 亦 即 , 子 集 ACX。 关于 Xe 补 集 Xo\A 一 
区 ,A 等 于 它 关 于 义 的 补 集 XNA 一 发 A 与 Xe。 的 交 . 

证 明 留 作 习题 . 

例 3.3.3 设 (R,7) 为 一 维 欧 氏 空间 , 试 确定 RR 的 子 集 Xe 一 [一 1,1] 的 子 拓扑 . 

取 (R,z) 的 拓扑 基 姑 {(4a,0) :一 2 过 a 过 6 三 十 2o) ,于 是 Xo=[ 一 1,1] 的 拓扑 基 可 取 为 
急 一 {G:G= 一 (站 [一 1,1], 一 cc<a<0<< 十 co}. 龟 ,0 中 的 集合 呈 (a ,人 站 [一 1,1] 形 式 ， 
具体 为 


(ab), aeE (一 1,1),2E (一 1,1)， 
[一 1,0)， wa 人 [一 1,1],2eE (一 1,1)， 


(a NI-11]=i(al]: a€ (一 11)0 纪 [一 1 1， 全 各 动 
上 了 到 a [=1ilaD NL— Ys 
网 5 ax 人 [一 1,1], (ao 站 [一 1,1] = 8. 


故 子 空间 (Xo ,ro)= 二 ([ 一 1,1j,w) 中 的 开 集 与 空间 R 中 的 开 集 是 有 区 别 的 . 但 是 , 若 集合 
GCX,, 则 GEE © GE 


下 面 是 嵌入 映射 的 连续 性 定理 . 
定理 3.3.6 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ,(Xo,ro) 是 (X,r) 的 子 空 间 . 则 褒 入 映射 
I:Xo— X, I(x)=zx, rEXoCX 售 , 轩 鄞 
是 Xo 到 X 的 一 对 一 的 连续 映射 ; 进而 ,由 子 拓扑 决定 的 XoCX 的 拓扑 ,是 XX。 中 使 得 谋 入 
映射 为 连续 映射 的 最 粗 拓扑 . 


证 〈Xo,r) 的 子 拓 扑 是 ma=(GCX:G=OnmxX,YOEr), 于 是 ,由 于 项 入 映射 
T:Xo 一 X 满足 zEXo= ICz)EX, 故 VYOEr, 根 据 嵌 入 映射 的 定义 ,三 (oO)=OmXo ,由 此 
得 到 三:(O) 是 X。 中 的 开 集 , 厂 :CO)Em. 这 理 含 嵌入 映射 IT: Xo 一 X 是 Xe 到 X 的 连续 
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映射 . 

进而 , 若 (Xo,u) 是 子 集 Xe 上 的 另 一 个 拓扑 ,使 得 嵌入 映射 T:(Xo,o) 一 (X,z) 连 续 , 则 v 
至 少 要 包含 ro 一 {GCXo:G=OmXo,OEzr} 中 的 开 集 ,才能 保持 嵌入 映射 工 的 连续 性 , 故 
tCv, 这 表明 此 m 是 使 得 T:Xo 一 X 连续 的 最 粗 拓扑 . 


3. 积 空间 
定义 3.3.7( 拓 扑 空间 的 积 空间 ) 设 (X,r),(Y,u) 为 两 个 拓扑 空间 ,定义 X 与 了 的 积 
集 为 XXY={(Cz,y):zEX,yEY)}. 赋 了 予 其 拓扑 基 
BM, = {GXO:GErOEv), (3. 3. 4) 
亦 即 XXX 交 的 拓扑 基 又 ,中 的 子 集 定义 为 t 中 开 子 集 GEr 与 o 中 开 子 集 O 〇 Ev 的 积 集 
全 双人 
我 们 验证 ,器 ,满足 定理 3. 2.6 中 的 (1)、(2). 事 实 上 ， 
(1) 取 G=XEr, O=YEv, 故 XXY=GXOE 缴 ,; 
(2) 车 A=G, XO,E 缴 ,,B=G: XO,€E MR,, 则 
A=GXO, GE€Er,OEv; B=G,XO,, GE€Er,O,E€v. 
是 
ANMNB= (G XO (GxXO0)= (GG) XO OE NM. 
这 样 , 在 积 集 XXY 上 赋予 拓扑 tcXv, 它 以 (3. 3.4) 式 中 的 红 , 为 拓扑 基 , 称 rtXu 为 + 与 
v 的 积 拓扑 (product topology) ,而 称 XXY 为 X 与 Y 的 积 拓扑 空间 (product topological 
space) ,简称 积 空 间 , 记 为 (XXY,rXw). 
例 3.3.4 Rs 是 R 与 RR 的 直 积 集 ,R’= 二 RXR,R 的 拓扑 可 视 为 积 空间 RXR 上 的 
积 拓扑 . 
注 上 面积 空间 的 定义 可 以 推广 到 有 限 多 个 拓扑 空间 的 积 空间 情形 , 即 
(Xiyr) (KisT) 之 (XT) 一 (XI XX Xi Xe Xt). 


定义 3.3.8( 投 影 映射 ) 设 (Xi,),…,(Xi,t) 为 个 拓扑 空间 , 积 空间 为 (X,7) 二 
(XiX…XXistiX… Xt). 称 映射 
PE: Rs PH(Dn sm) = Dy = 1 kh 您 条 励 
为 和 到 XGO 一 1,2,…,) 的 投影 映射 ,其 中 (EX XXX…XX 称 Xi 一 1， 
2.…,R) 为 X 的 投影 空间 (projective space). 


下 面 是 投影 映射 的 连续 性 定理 . 


定理 3.3.7 设 (X,r) 是 积 拓扑 空间 X 一 XiXXszX…XXk, 则 (3.3.5) 式 中 的 投影 映射 
Pr :X 一 Xi(O 一 1,2,…,R) 是 X 到 XiG 一 1,2.…,R) 的 连续 的 、 满 的 \. 开 映射 ; 进而 ,这 个 积 
拓扑 是 使 得 每 个 投影 映射 Pri 为 连续 的 最 粗 拓 扑 . 
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证 只 需 对 k=2 证明 . 设 (X,z) 为 积 拓扑 空间 (X,z) 一 (Xi XXs ,mm X 己 ),Pn :Cryzz) 一 
ziyPr (zyz)-zZz. 只 对 Pr :(zivzz) 一 zi 证 明 即 可 . 

Pr :(ziyzs) 一 zl 连续 任 取 GEDm, 则 (Prn)-: (GD) 王 GXXs 是 (X,z) 中 的 开 集 , 故 
对 于 投影 映射 Pr 而 言 , 开 集 G1 En 的 道 像 集 (Pn )-:(G)Er 是 开 集 ,因此 Pr 连续 . 

Pr :(zi,zz) 一 zl 是 满 射 ”对 于 任意 x1 E€ Xi, 必 有 (xi,zxs) EX 二 XX! X Xs, 使 得 
Pn (zi,zz) 二 Xx1, 所 以 Pr 是 满 射 . 

Pr :(Cziyzz) 一 zi 是 开 映 射 ” 任 取 0O=Gi XGs; Er=n Xr, 则 Pr (0)==G1, 故 它 是 开 
映射 . 

(X,) 二 (Xi1XX, ,rn Xz) 是 使 得 Pr 连续 的 最 粗 拓扑 事实 上 ,由 Pr 在 拓扑 (Xi X 
Xa ,Tt Xt ) 之 下 是 连续 的 , 故 YG1En 过 (Pr)-1(G1)Ez. 设 有 另 一 拓扑 (X,z) ,使 得 Pr 
连续 , 则 对 于 上 述 G1 En ,也 必 有 (Pr)!1(G1) Ez. 因此 trCzi. 故 (X,r) 二 (Xi1X Xs,nX 
忆 ) 是 使 得 投影 映射 Pr 连续 的 最 粗 拓扑 . 定理 得 证 . 


4. 商 空 间 

定义 3.3.9( 拓 扑 空间 的 商 空 间 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 .在 X 中 的 任意 两 元 素 之 间 定 
义 一 个 等 价 关 系 一 : 称 工 ,yE XX 按 等 价 关系 彼此 等 价 , 记 为 + 一 y, 满 足 

(1) 自 反 性 x 一 z; 

(2) 对 称 性 x 一 y 号 y 一 Zi; 

(3) 传递 性 工 一 yy 一 z 之 工 一 
将 义 中 的 元 按 等 价 关系 一 分 为 等 价 类 , 记 X。 一 {TEX:X~a), 称 义 , 为 aEX 的 等 价 类 ,也 
记 为 XX 三 [aj. 记 等 价 类 的 全 体 为 


X= {X,:a € X} = {[ajJ:a € X}, (3.3.6) 
并 称 由 等 价 类 所 成 的 集 X 为 X 关于 等 价 关系 一 的 商 集 , 记 为 X 一 X/ 一 . 令 映 身 
x:a > [a] (是 :十 ( 


为 由 空间 X 到 商 集 X 上 的 映射 ,满足 x(a) 一 [a], 称 为 商 映射 
赋予 商 集 X 以 拓扑 
t= {0CX: #1(0) Er}， (3. 3. 8) 
亦 即 ,X 中 的 开 集 OCX 的 原 像 集 x-1(O) 是 上 中 的 开 集 . 这样 ,使 得 X 成 为 拓扑 空间 , 称 为 
X 关于 等 价 关系 一 的 商 拓扑 空间 ,简称 商 空间 . 


下 面 验证 ,(3. 3. 8) 式 中 的 拓扑 三 满足 定义 3. 2. 1 中 的 三 个 条 件 . 
事实 上 ,由 商 映射 rx:a 一 La] 的 定义 ,得 


3.3 拓扑 空间 上 的 连续 映射 


(CD ri(X)=XErr (YEr,MX,G Er; 
(2) VOL,OEE S(O) ,nO0) Er S10O) NAO Er 
> 10NO0) = (0 Nr (0,) Er > ONO, Ez; 


re Ur-ower 
aEA 
> "| Uo,)- Ue 和 > Uo,er. 
aEA a€EA a€EA 


对 于 实数 集 R, 若 我 们 只 需 研 究 有 理 数 与 无 理 数 ,就 可 以 给 出 等 价 关 系 
~ 二 {(z,y) €E R'; zy €E Q ,或 zx,y § Q}, 
亦 即 ,z,yER,z~y 名 zyEQ ,或 zyE&Q ,在 这 一 等 价 关系 下 ,所 有 有 理 数 都 彼此 等 价 ， 
所 有 无 理 数 也 彼此 等 价 . 这 样 ,实数 集 R 就 被 分 为 两 个 等 价 类 , 商 集 R /一 中 只 有 两 个 等 价 
类 ,一 类 是 有 理 数 集 类 , 记 为 [r]; 另 一 类 是 无 理 数 集 类 , 记 为 [SJ]. 赋予 商 集 R /一 以 商 拓扑 
TtR/~ 二 { 尺 / 一 ,多 ,[rj,[sj) ,就 得 到 商 空间 (R /一 ,rm ). 
下 面 给 出 商 映 射 的 连续 性 定理 . 


定理 3.3.8 设 (X,E) 是 拓扑 空间 (X,r) 在 等 价 关系 一 之 下 的 商 拓扑 空间 , 则 商 映 身 
x:X->X 是 X 到 X 的 连续 的 满 映射 ; 进而 , 商 拓扑 是 使 得 商 映射 为 连续 映射 的 最 精 拓扑 ， 


证 (1) 商 映 射 x:X-~>X 是 满 的 连续 映射 Y[z]EX=X/ 一 , 必 ( 至 少 ) 有 一 个 EX， 
使 得 x(z) 一 [z], 故 x:X->X 为 满 射 ; 进而 ,由 商 拓扑 的 定义 ,YUEE, 有 x-:(U)Er, 说 明王 
中 开 集 的 逆 像 集 是 = 中 的 开 集 , 因 此 映射 +:X 一 X 是 连续 的 

(2) 商 拓扑 这 是 使 得 商 映 射 +:X 一 X 连 续 的 最 精 拓扑 、” 设 X 上 另 有 一 个 拓扑 (X,v) ,使 
得 商 映 射 +:X 一 XX 连续 ,于 是 , VAEu 二 x-1(A) Ez. 然而 , 商 拓 扑 已 经 含有 所 有 使 得 
x-1(0O) Er 的 “ 开 集 ”OCX, 因 此 满足 AEv 一 x-1(A)Er 的 ACX 也 必 有 AEz, 故 UvCE. 


于 是 X 上 任何 使 得 商 映 射 < 连续 的 其 他 拓扑 v 都 必定 包含 在 中 ,vCz. 因此 , 商 拓扑 是 
使 得 商 映 射 x 连续 的 最 精 拓 扑 . 定理 得 证 . 

例 3.3.5 设 ppEZ+ 为 一 个 素数 , 令 pZ = 二 {…, 一 2p, 一 p,0,;p,2p，…). 在 Z 中 定义 等 
价 关 系 一 : a,bEZ ,a 一 0 今 a 一 bE pZ. 于 是 


Z/~= {0,1 ,pO— 1)}. 《3. 3.9) 
例 3.3.6 设 单位 正方 形 为 1 二 [0,1]X[0,1], 定 义 等 价 关系 
~= {(z,y) E FF XT rx= ys 或 zisy € {0,1} ,rs = ys}, (3.3.10) 


下 面 确定 商 空 间 了 /~. 
事实 上 ,二 [0,1]X[L0,1j 中 的 上 述 等 价 关 系 是 : 对 于 z==(z1,z2),y 一 (y1,y2) ED， 


» 
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t= EO m= 
于 是 ,分 别 在 对 边 OB(zi ,yi 一 0),ACCz,y 一 1) 上 的 对 应 点 a,B(zs 一 %) 同 属 一 个 等 价 
类 ,以 及 不 在 OB,AC 上 的 zE 眉 ,其 等 价 类 就 是 Lz]={z)}. 故 商 集 下 /一 中 的 元 可 视 为 将 
下 的 一 对 竖 直 的 对 边 OB,AC 上 每 一 对 纵 坐 标 相 同 的 点 (0,y) 与 (1,y) 相 粘 合 所 得 到 的 圆 
圈 . 赋予 其 商 拓 扑 就 成 为 商 空 间 下 /一 . 可 以 证 明 , 商 空间 下 /一 与 一 截 管子 (圆柱 面 的 
一 段 ) 
{wr EE RR 十 二 1:0 半 十 委 1}=S xXxI 

同 胚 (图 3. 3. 3). 考虑 映射 f:1 ?一 S11 XITICR3s ,由 (ts) 一 Fiys) 一 ((cos2rtysin2xt),s), 其 中 
(1,5) ET ,f(t,s)=((cos2nt, sin2nt),s)E S!. 此 f:I: 一 S! XICR: 显然 是 连续 满 射 . 不 难 
证 明 ,存在 正 /一 到 S! XI 的 同 胚 映射 1* :下 /一 一 S: XT, 使 得 f=f* x: 了 >S! XI. 


s) 
3 


图 3.3.3 


用 上 面 的 等 价 关 系 , 将 1 的 一 对 竖 直 的 对 边 OB,AC 上 每 一 对 对 应 点 (0,y)、(1,1 一 y) 
相 粘 合 ,就 得 到 M6bius 带 . 


3.4 拓扑 空间 的 重要 性 质 


3.4.1 拓扑 空间 的 分 离 性 
分 离 性 在 研究 拓扑 空间 中 的 极限 .连续 性 、 紧 性 等 问题 中 起 重要 作用 ,而 且 也 是 拓扑 空 
间 分 类 的 一 种 原则 . 本 小 节 给 出 拓扑 空间 的 各 种 可 分 性 与 各 种 分 离 性 公理 . 


定义 3.4.1( 点 的 可 分 性 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 对 于 任意 两 点 TYyEX,Zz 天 y, 称 
(1) 工 与 y 是 弱 可 分 的 (weakly separable) . 若 至 少 存在 开 集 GEr, 使 得 ZEG, 但 y 人 G， 


3.4 拓扑 空间 的 重要 性 质 


见 图 3.4.1; 


3.4.1 弱 可 分 性 


(2) 工 与 y 是 可 分 的 (separable), 若 存在 两 个 开 集 G1,Gs Et, 使 得 TEGi,yEG,, 但 
ZXFGi,yFG1, 见 图 3.4.2; 


1 
1 
\ 


图 3.4.2 可 分 性 


(3) 工 与 y 是 分 离 的 (separating) , 若 存 在 两 个 开 集 G1 ,GsErt, 使 得 TEG1,yE Gs ,并且 


Gi 站 Gs: 二名, 见 图 3.4.3. 
G 


图 3.4.3 分 离 性 


类 似 地 ,可 定义 两 个 互 不 相交 的 集合 ACX,BCX 的 弱 可 分 .可 分 、 分 离 性 . 


定义 3.4.2( 拓 扑 空间 的 分 离 性 公理 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 

(1) To 公理 (To axiom) 车 X 中 任意 两 点 都 是 弱 可 分 的 , 则 称 X 满足 To 公理 ,并 称 
X 是 To 型 拓扑 空间 ,简称 Tu 空间 ; 

(2) Ti 公理 (Ti axiom) 车 X 中 任意 两 点 都 是 可 分 的 , 则 称 X 满足 T; 公理 ,并 称 X 
是 T; 型 拓扑 空间 ,简称 Ti 空间 ; 

(3) T; 公理 (T, axiom) 车 关中 任意 两 点 z+,yEX,z 关 y 都 是 分 离 的 , 则 称 X 满足 TT， 
公理 ,并 称 义 是 T, 型 拓扑 空间 ,简称 T 空间 ,通常 称 为 Hausdorff 空间 ; 

(4) 正则 公理 (regular axiom) 车 X 中 任 一 点 与 不 含 此 点 的 非 空 闭 集 都 是 分 离 的 , 则 
称 X 满足 正则 公理 ,并 称 X 是 正则 拓扑 空间 ,简称 正则 空间 (regular space) ; 

(5) 正规 公理 (normal axiom) 若 义 中 任意 两 个 互 不 相交 的 非 空 闻 集 都 是 分 离 的 , 则 
称 X 满足 正规 公理 ,并 称 X 是 正规 空间 (normal space); 

(6) Ts 公理 (Ts axiom) 车 和 是 满足 正则 公理 的 Ti 型 拓扑 空间 , 则 称 X 满足 Ts 公 


5) 
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理 , 并 称 X 是 Ts 型 拓扑 空间 ,简称 Ts 空间 ; 
(7) T, 公理 (Ti axiom) 车 处 是 满足 正规 公理 的 Ti 拓扑 空间 , 则 称 X 满足 T4 公理 ， 
并 称 义 是 T, 型 拓扑 空间 ,简称 T, 空间 . 


各 分 离 性 公理 间 的 关系 可 用 下 图 表示 : 
Ty T= Ty Ts < T, 
| 
正则 十 T， 正规 十 全 
例 3.4.1( 各 种 空间 的 例子 ) 设 (X,r) 为 一 个 拓扑 空间 . 
非 To 拓扑 若 X 中 至 少 含 两 个 点 ,r= 二 {X, 名 ) 为 最 粗 拓扑 , 则 (X,z) 不 是 T。 空间 . 
非 Ti 的 To 拓扑 若 ={a,b:a 隆 b} ;t={X, 名 ,{a}}, 则 (X,z) 是 To 空间 ,但 非 五， 
非 T; 的 TT 拓扑 车 六 ={a yas，…,a,，…) 为 可 数 集 , 取 余 有 限 拓扑 
rt 二 {X, 多 ,{0O CX: 为 有 限 子 集 }}， 
则 (CX,r) 是 T 空间 ,但 非 T，. 
非 Tu 的 正则 且 正 规 拓扑 ”车 关 ={1,2,3},t 二 {X, 名 ,{1),{2,3)}, 则 (X, 刀 正则 且 正 
规 ,但 非 Tu, 也 非 Ti , Ts. 
非 正 则 的 正规 拓扑 车 X={1,2,3},t 二 {X, 名 ,{1},{2),{1,2)}, 则 (CX,z) 正 规 ,但 非 
正则 . 
非 正规 的 正则 拓扑 ”着 X= {z= (x1 ,zx2) ER :zs 这 0)， 
t= {X,Y {Bl(re) sr €E Ke €E (00,1723)} U {Blz,zs) U {zi OD}r € X}}, 
则 (X,z) 正 则 ,但 非 正规 . 


非 正 规 , 非 正则 的 T 拓扑 车 X=R,K= 人 广 : A | 一 (GMA， AEr) ,其 中 心 为 


及 上 的 通常 拓扑 , 则 CX,z) 为 非 正则 ,. 非 正规 的 T 拓扑 . 

度量 空间 、 赋 范 线性 空间 、 内 积 空 间 、 欧 氏 空间 等 ,都 是 Ti 型 拓扑 空间 . 

下 面 列举 关于 拓扑 空间 型 的 表征 的 几 个 重要 定理 . 

定理 3.4.1(T,。 空间 的 表征 ) (X,r) 是 To 型 拓扑 空间 , 当 且 仅 当 X 中 的 任意 两 个 不 
同 的 单 点 集 有 不 同 的 闭 包 , 亦 即 , 若 r,yEX,z 天 y, 则 {7} 天 {y) 


证 必要 性 设 X 是 Tu 空间 ,Vz,yEX,z 天 y, 例 如 ,了 GEr's.tyEG, 故 G 站 (yy)} 一 
名 ,从 而 zx {y) ,这 殖 含 {z} 天 {y). 

充分 性 设 VYz,yEX,x 关 y 有 {x} 关 {y). 故 或 {xz}\{y) 关 名 ,或 {y})\ {xz} 关 名 .车 {zx)\ 
{9) 关 如, 则 zf{y} (否则 , 若 zEfy), 即 {z)Cfy}, 故 {z)Cfy} ,从 而 {zNN{y} 一 必 ) ,由 此 
知 存在 z 的 不 含 y 的 开 集 C{y} (rE Cly)); 车 {y}\{z} 关 如 , 则 同 理 知 存在 > 的 不 含 z 的 
开 集 . 故 X 是 T, 空间 . 


3.4 拓扑 空间 的 重要 性 质 


定理 3.4.2(T 空间 的 表征 ) (X,r) 是 Ti 型 拓扑 空间 , 当 且 仅 当 X 中 的 单 点 集 为 
闭 集 . 

证 必要 性 设 X 是 T, 空间 ,VyEX,y 了 #7,IG,Er,s.t.XfG,, 故 G, 门 {xz}=2， 
从 而 y& {zx) ,这 蕴含 {z) 二 {zx) , 亦 即 单 点 集 是 闭 集 . 

充分 性 ” 设 空间 XX 中 单 点 集 是 闭 集 , 则 Vz,yEX,z 关 y, 知 zx}),Gy) 为 开 集 ,上 且 yEE 
{Zz) 为 包含 y 的 开 集 ,xE Gy) 为 包含 的 开 集 ; 从 而 X 是 Ti 空间 . 


定理 3.4.3(T, 空间 中 极限 的 惟一 性 定理 ) 设 (X,t) 是 T。 型 拓扑 空间 , 则 其 中 任 一 收 
敛 序列 只 有 一 个 极限 . 


证 设 (X,7) 为 T, 型 拓扑 空间 , 取 定 一 个 序列 {zx,}CX, 有 
如 与 地 一 
且 z 天 >y. 因 为 X 是 T; 型 的 , 故 存在 z 的 开 邻 域 U,y 的 开 邻 域 V, 使 得 UNV= 名 .再 由 极限 
的 定义 ,对 于 lim xz, 一 z, 存 在 N, 二 0, 使 得 当 n 二 N,, 有 zx,EU; 男 一 方面 ,对 于 lim zx 二 y， 
存在 N, 富 0, 使 得 当 n 二 N,,; 有 xz,EV. 取 N=max{Ni,N,}), 当 nN 时 ,zx, EU 与 +,EV. 
于 是 ,UV 天 外, 这 与 UV 王妃 矛盾 .从 而 ,只 有 z 一 y, 亦 即 , 极 限 若 存在 , 则 惟一 . 


定理 3.4.4( 正 规 空间 的 表征 ) (X,r) 是 正规 空间 , 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 闭 集 FCX 
与 包含 下 的 开 集 GD 了 下, 存在 一 个 开 集 OEr, 使 得 
下 所 你 生 而 运 友 


证 必要 性 设 X 是 正规 空间 ,对 于 任意 闭 集 FCX, 与 包含 它 的 任意 开 集 G 字 已 , 则 
© 为 闭 集 , 且 GCEE 给 出 FNG= 名 ; 现在 对 于 两 个 互 不 相交 的 闭 集 下 与 四 ,由 X 为 正 
规 空间 ,存在 包含 下 的 开 集 O,FCO, 与 包含 @ 的 开 集 W,GCW, 且 ONW= 多 ,从 而 OC 
W ,因此 有 

FCOCOCW= WCEAEG)= 06, 

这 询 言 FEECOCG 

充分 性 ”对 于 XX 的 任意 两 互 不 相交 的 闭 集 Fi1CX,F,CX,F 首 F, 二 名, 知 多; 卫 是 
包含 忆 的 一 个 开 集 , 于 是 ,对 于 FF 与 FE; ,由 假设 条 件 , 存 在 开 集 0, 使 得 FI/COCOC EE，. 
这 样 ,对 于 两 互 不 相交 的 闭 集 Fi ,Fa ,分 别 存在 包含 它们 的 开 集 0 与 中 (OC 给 出 FC 
加 ), 且 On 加 = 好 , 故 X 是 正规 空间 . 

下 面 两 个 是 正规 空间 中 的 著名 定理 . 


定理 3.4.5(Urysohn 引 理 ) (X.r) 是 正规 空间 , 当 且 仅 当 对 于 X 中 任意 两 个 互 不 相交 
的 闭 集 A,B, 存 在 X 上 的 实 值 连续 函数 厂 :X 一 及 ,满足 
flz)|sea=0, flz)|ses =1, 入 ,4. 匠 


且 0 委 jF(z) 委 1,VZzEX( 见 图 3.4.4). 
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X 


fec), 0<10)<1 


3.4.4 Urysohn 引 理 示意 图 


证 充分 性 ” 当 充 分 性 满足 时 ,我 们 证 明 (X,r) 是 正规 空间 . 
对 于 两 个 互 不 相交 的 闭 集 A,B, 若 存在 实 值 连续 函数 f:X 一 RR, 满 足 f(x) |zea 一 0， 


f(z)|ses=1 与 0 之 f(z) 过 1. 我 们 构造 两 个 集合 U= {2EX:f(z)< 当 } 与 V= 


{EX:fC)>> 言 } ,由 于 f:X 一 RR 的 连续 性 ,两 者 都 是 开 集 ,并 且 UNV 一 ; 显然 ,ACU， 
BCV, 从 而 (X,zr) 是 正规 空间 . 

必要 性 ” 当 (X,7) 为 正规 空间 时 ,对 于 两 个 互 不 相交 的 闭 集 A,B, 构 造 函 数 f;X 一 RR， 
使 其 满足 所 需 的 条 件 . 

(XX,7z) 为 正规 空间 二 A 站 B= 蕴含 ACgB= X\B 
字 ” 依 定理 3.4.4, 对 于 AC ,存在 开 集 U}CX, 使 得 ACU}CU}C@ 
二 ”再 依 定理 3.4.4, 对 于 ACU3 ,UyC@, 存 在 开 集 Ui 与 U3 ,使 得 
4CUTCUTCUCUCUSCU C 田 ; 

如 此 继续 下 去 ,得 到 4ACU CU C…CUs1CUo 1C…CUs1CUs1CB. 于 是 , 若 定 


5 
义 Uo=A, 由 = 四 , 则 对 任 一 个 rEQu Mei 0s1,…s2",nE2+]}, 有 一 个 开 集 U, 与 之 
对 应 ,约定 ~ 全 1 时 U=X, 最 后 得 

Us CUs CUsC … Ue:€ 三 EE “FE Us C Usa UCU,=X, 

2 

它们 满足 下 面 三 条 性 质 : a 

(1) r,sEQ, r=s = U,CU,; 

(2) VrEQ > A=Us CU,CU,C® > BCEU,); 

(3) VIEX 过 > XEB 或 TEB 过 zxEB 或 37:EQors.t.zED,. 
现在 定义 X 上 的 实 值 函 数 f :XR 民 , 满 足 
"st xE NB: 
1, 


f(z) = [时 要 


EB 
易 见 ,如 此 定义 的 有 如 下 性 质 . 
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DOD Vr€EA=UoCU,, 有 inf{r:x7EU,, YrEQ)=0> f(r)=0,VrEA; 

©®@ VrEB= f(z)=1; 

@ VrEX= 0 委 Fz) 委 1. 
余下 只 要 证 明 f(z) 的 连续 性 . 由 所 构造 的 f:X-~[0,1] 是 X 到 R 的 子 空间 [0,1]CR 的 映 
射 , 故 只 要 证 明 , 对 于 子 空间 ([0,1j, tro.) 的 子 拓扑 reo, 对 任 一 开 集 OE tro ,集合 
广 !(9) 是 X 中 的 开 集 . 易 见 , 只 需 对 于 子 拓扑 tro, 的 一 个 拓扑 基 Bco,wy 加 以 证 明 就 够 了 . 

由 例 3. 2. 3 , 知 (及 ,rz) 有 一 个 子 基 S 一 {{( 一 co,a):aER})U(( 十 cc):5ER )) ,于 是 ， 
子 空 间 [0, 1] 上 有 子 基 Sn= {({(ayl]:aE[o,1)}U{([o,p5):5E(0,1])). 为 验证 
f:X 习 [0,1] 的 连续 性 ,也 只 要 证 明 YOE Sro, ,集合 广 :(O) 是 X 中 的 开 集 就 够 了 . 

只 需 考 虑 acE[0,1) 与 5E(0,1] 时 , 逆 像 集 广 !((e,1]) 与 广 :([0,0)) 的 情况 . 

当 a€E[0,D8NH /C01)]) SB Fz)E(al] Sa<f(z)<l Ha<inf(r€EQWzE 
U,); 或 EB 名 IrEQs.tir>a 而 YEU,(rE QU,); 或 YEB=> rEf (a,1)])= 
| U ev) U8={ MH eo )} BCEU)) = 广 :((ay1]) 是 一 族 开 集 


ravEQ 


{cCU):rEQu,r>a)} 的 并 集 , 故 为 (X,r) 中 的 开 集 . 
当 bE(0,1] 时 ,zeE 广 !([0,0)) © f(x) EL0,06) © 0 秋 Fz)< 全 inftrEQ :zeEU) 一 


BS Jre Qe br Woe ET (L060)=, MH v= ([0,6)) 是 一 族 开 集 


{U0,:rE QQ ,rb} 的 并 集 , 故 为 (X,r) 中 的 开 集 . 定理 得 证 . 
此 定理 的 意义 在 于 ,把 拓扑 空间 的 型 与 函数 (用 构造 性 方法 ) 联 系 起 来 ,也 就 是 把 形体 的 
几何 性 质 用 代数 方法 表示 出 来 (几何 方法 与 代数 方法 的 结合 ). 


定理 3.4.6(Tietze 扩张 定理 ) 设 (X,r) 是 正规 空间 , 当 且 仅 当 对 于 X 中 任意 闭 集 A 与 
定义 在 A 上 的 任 一 实 值 连续 函数 :AR 及 ,存在 X 上 的 连续 函数 下 :X-~ 及 ,满足 F(x) | -ea 一 
fa) 


证 明 较 为 复杂 ,读者 可 参看 [12],[14]. 
3.4.2 拓扑 空间 的 连通 性 


连通 性 ,顾名思义 ,有 很 直观 的 几何 意义 . 
例如 ,集合 [1,2) U (2,3] 被 分 为 两 个 部 分 ,被 “隔离 " 开 来 ; 而 集合 
Lis2D UW [238d =:E1s8 
却 是 “ 通 ” 的 . “连通” 反映 了 “ 连 成 一 片 ”的 几何 直观 . 
定义 3.4.3( 子 集 的 隔离 性 ) 设 (X,rt) 是 拓扑 空间 .A.B 是 X 的 两 个 子 集 , 若 
(ANB)JUGNB)= YZ, 三 .不 易 
则 称 A,B 互相 隔离 (separated each other). 
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注 条 件 (AnB)UCnmB)= 纪 等 价 于 AmEB= 允 与 Am 站 B= 艺 同时 成 立 ( 如 图 3.4.5 所 
示 ), 可 以 理解 为 集合 A,B 互 不 相交 ,而 且 A 不 包含 B 的 聚 点 (ANMB 二 名 ),B 也 不 包含 A 的 聚 
点 4 站 B=@2). 
于 是 ,上 面 的 例子 是 说 ,[1,2),(2,3] 互 相隔 离 , 而 
[1,2) ,[2,3] 不 是 隔离 的 . 


定义 3.4.4( 空 间 的 连通 性 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ， 
若 存 在 非 空子 集 A,BCX, 使 得 A,B 彼此 隔离 ,而 且 AU 
B= 二 XX, 则 称 拓 扑 空 间 X 是 不 连通 的 (disconnected); 否 
则 , 称 X 是 连通 的 (connected). 

拓扑 空间 (X,r) 的 非 空 子 集 ACX 称 为 不 连通 子 集 , 若 A 作为 一 个 子 空间 是 一 个 不 连 
通 空间 . 

下 面 是 不 连通 性 的 等 价 性 定理 . 


定理 3.4.7 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 不 连通 空间 ; 

(2) X 中 存在 两 个 非 空 闭 集 A ,B CX, 使 得 A 门 B==2,AUB=X; 
(3) X 中 存在 两 个 非 空 开 集 G,O CX, 使 得 G 站 0= 2B ,GUO=X; 
(4) X 中 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 . 


因此 ,连通 空间 又 可 定义 为 : 若 拓扑 空间 (X,r) 中 既 开 又 闭 的 集合 只 有 X 与 多 , 则 拓扑 
空间 (X,r) 是 连通 的 . 

证 (1) 全 (2) 设 X 是 连通 空间 ,由 定义 ,存在 X 中 两 个 非 空 隔离 子 集 A,BCX,Ann 
B=2,ANB=Y,s.t.AUB=X = AUB)=&=8 = ANB=G. 又 由 

B=BNX=BN(AUB)=(BNA)U(BNB)=(BNA)UB=YZUB=B, 
A=ANX=AN(AUB)=(ANA)U(ANB)=AU(ANB)=AUYG=A,， 
故 A,B 为 闭 集 , 且 ANB= 名 ,AUB=X, 因 此 (2) 成 立 . 

(2) 二 (3) 设 X 中 存在 两 个 非 空 隔离 闭 集 4,BCX, 使 AUB=X,APmB= 允 一 
aNG=2,UUB=X>=> 存在 两 非 空 开 集 G=@&,0=@8, 且 GMO=B,GUO= 
X 二 (3) 成 立 . 

(3) 二 (4) 若 (3) 成 立 , 则 满足 (3) 中 条 件 的 开 集 O 也 是 闭 集 ( 由 GUO=X 知 O= 为 
闭 集 ) ,因此 X 中 存在 既 开 又 闭 的 子 集 , 故 (4) 成 立 . 

(4) 二 (1) 若 X 中 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 A , 令 B= 办 , 则 A,B 均 为 X 中 的 既 开 
又 闭 的 非 空 真子 集 . 且 AUB=X,AmB 王 所 .因为 两 个 交 为 空 集 的 非 空 闭 集 一 定 是 隔离 的 ， 
即 ANMB=ANMB=2,ANB=ANMmB= 儿 ,因此 (1) 成 立 .定理 得 证 . 

例 3.4.2 一 维 欧 氏 空间 (R,z) 是 连通 空间 ,有 理 数 集 Q 是 中 的 不 连通 子 集 . 

事实 上 ,由 反 证 法 , 设 欧 氏 空间 (及 ,=) 不 是 连通 空间 , 则 由 定理 3. 4.7(2) ,在 及 中 存在 两 
个 非 空 闭 集 A,B, 使 得 AMB= 包 ,AUB= 及 . 任 取 aeEA,pEB, 不 失 一 般 性 ,可 设 < 去 


3.4.5 ANB=@2,ANB=% 
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,Ya'OER. 于 是 , 令 A=An[a,O,B=Bnra,O, 则 人 A,B 是 R 中 两 个 非 空 闭 集 , 分 别 包含 


4 与 0, 且 AmB= 世 ,AUB=[a, 妆 .这 说 明 [a, 纪 是 一 个 不 连通 子 集 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 
[a,6] 是 连通 子 集 ,因而 也 是 连通 子 空间 . 于 是 ,(R ,z) 是 连通 空间 . 
[a, 丰 的 连通 性 证 明 如 下 : 


全 = Am[a, 妇 是 一 个 有 上 界 的 集合 ,5E 巨 就 是 人 的 一 个 上 界 , 因 此 有 上 确 界 5 王 sup A 二 b 
(等 号 不 能 成 立 , 因 为 有 界 闭 集 的 上 确 界 属于 它 自身 , 故 5E A. 若 5 一 0 就 有 5EA 站 B, 这 与 
ANMB=@ 蔬 盾 ), 于 是 ,区 间 (5,6]CB. 但 因 B 为 闭 集 , 故 5EB, 这 又 导致 ?EANB, 也 与 


ANMB 二 矛盾 . 故 [a,b] 必 旦 连通 子 集 ,从 而 也 必 是 连通 子 空间 . 

有 理 数 集 Q 是 不 连通 子 集 ,证 明 如 下 : 

因为 任 一 个 无 理 数 ;SE R \Q ,集合 (一 2,s) 败 Q 是 Q 中 的 开 集 ,同时 也 是 Q 中 的 闭 集 ， 
因 ( 一 >,5DNQ=( 一 2 ,sj |Q (注意 (一 2 ,sj 是 R 中 的 闭 集 ,因为 它 的 补 集 R\( 一 2,s]= 
(5, 十 ce ) 为 及 中 的 开 集 ), 所 以 Q 作为 及 的 子 空间 是 不 连通 子 空间 . 

连通 性 是 连续 映射 下 保持 不 变 的 性 质 . 

定理 3.4.8 (1) 设 (X,t) 是 连通 拓扑 空间 ,(Y,v) 是 拓扑 空间 ,f:X>Y 是 连续 映射 , 则 
f(X)CY 是 Y 中 的 连通 子 集 ; (2) 设 (Xj,Tj)(j 二 1,2,…,m) 是 连通 拓扑 空间 , 则 积 空间 
X 一 Xi XXsX…XX。 是 连通 拓扑 空间 . 


证 〈1) 反 证 , 若 f(X) 是 Y 的 不 连通 子 集 , 则 存在 非 空 隔离 开 子 集 A, BCY, 使 得 
f(X)= 二 AUB. 于 是 , 逆 像 集 广 : (4A), 广 :(CB) 非 空 , 且 广 :(4A), 广 :(B)Er 进而 ,有 包含 
关系 

ECF CAD MN CF BD Y LEFT AD NY FBYI 
ED NE WD] UL NN BN 
= [ANMNB)U(UNB]= YG, 
故 广 !(A) , 广 :(B) 是 非 空 隔离 子 集 ; 并 且 f(A)Uf 1(B)=f "1(AUB)=f1(X)=X， 
这 说 明 X 是 不 连通 空间 ,与 假设 矛盾 . 
(2) 是 显然 的 . 


定义 3.4.5( 点 的 连通 性 .连通 分 支 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 对 于 任意 两 点 X,yEXX, 若 
存在 非 空 连通 子 集 ACX, 使 得 rz,yEA, 则 称 点 并 ,y 是 连通 的 . 

一 点 的 连通 分 支 ” 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 对 于 点 TEX, 所 有 包含 点 工 的 连通 集 的 并 集 
称 为 工 的 连通 分 支 (Component of xz). 

全 不 连通 性 ” 若 拓 扑 空间 (X,t) 中 每 个 点 XEX 的 连通 分 支 都 是 单 点 集 {Z}CX, 则 称 
(X,r) 是 全 不 连通 空间 ,或 称 全 断 拓扑 空间 (totally disconnected topological space). 
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例如 ,赋予 G==[0, 十 中 ) 以 二 进 拓 扑 , 则 所 得 的 拓扑 空间 是 全 断 的 . 
事实 上 ,G= {x= (zy2 1 m0 rr ) :TE 0} =—% ls EEN}: 
定义 G 上 的 运算 加 法 四 为 按 位 加 ; 零点 0EG 的 拓扑 开 基 为 r= 二 {G4:kEZ } ,其 中 
Gi={yEG:y= yer yt ) ,yO y E {0,1} JR1)， 
则 (G,z) 成 为 一 个 拓扑 空间 ,其 拓扑 = 使 得 G 成 为 一 个 全 断 空间 . 
显然 ,拓扑 空间 中 点 之 间 的 连通 关系 是 一 个 等 价 关 系 ( 即 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ). 


定义 3.4.6( 道 路 连通 性 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 若 Vz,yEX, 存 在 闭 区 间 [0,1]CR 
到 XX 的 连续 映射 6:[0,1] 一 处 ,使 得 o(0) 二 x,o(1) 二 y, 则 称 义 为 道路 连通 的 ; 连续 映射 
称 为 X 的 一 条 道路 ,x,y 分 别称 为 o 的 起 点 与 终点 . 

连通 空间 ,道路 连通 空间 都 是 非常 有 用 的 概念 ,这 里 不 再 作 详 细 讨 论 , 只 强调 以 下 三 点 : 

(1) 道路 连通 的 拓扑 空间 必定 是 连通 空间 ,但 反之 却 不 然 ; 

(2) 道路 连通 性 是 拓扑 不 变性 ( 亦 即 ,在 连续 映射 下 ,道路 连通 性 不 变 ) ; 

(3) 欧 氏 空间 中 开 集 的 连通 性 等 价 于 道路 连通 性 ,也 等 价 于 折线 连通 性 . 


定义 3.4.7( 局 部 连通 性 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 .对 于 XxEX, 设 元 一 {GETt:7EG) 是 包 
含 工 的 开 集 族 , 若 VGET,，IjVErt,, s.t.VCG, 且 V 是 连通 子 集 , 则 称 (X,t) 在 点 x 是 局 部 
连通 的 ; 若 (X,r) 在 每 个 点 XEX 都 是 局 部 连通 的 , 则 称 (X,r) 为 局 部 连通 空间 (locally 


connected space). 


这 里 要 指出 以 下 几 点 : 

(1) 在 局 部 连通 空间 中 可 定义 一 点 的 局 部 连通 分 支 ; 局 部 连通 性 是 拓扑 不 变性 ; 
(2) 连通 性 与 局 部 连通 性 互 不 包含 ; 

(3) 可 定义 局 部 道路 连通 空间 、 局 部 道路 连通 分 支 ; 

(4) 局 部 道路 连通 性 在 连续 映射 下 不 变 . 


3.4.3 ”拓扑 空间 的 紧 性 


紧 性 在 数学 研究 中 有 着 十 分 重要 的 地 位 . 常用 的 紧 性 有 以 下 几 种 : 
紧 性 


紧 致 可 数 紧 序列 紧 ” 列 紧 ”局 部 紧 致 
本 小 节 重点 讨论 紧 致 性 与 局 部 紧 致 性 . 
1. 紧 致 性 


微 积 分 学 中 的 Borel 有 限 覆 盖 定理 可 叙述 为 :“ 对 于 任意 闭 区 间 [a,8], 一 2 达 a<=8 一 
十 co , 若 2 吓 [e, 站 的 开 覆 盖 , 亦 即 , 若 全 {(a,,b)es: 一 呈 之 a, 过 6 过 十 吕 }, 且 [a,B]C 
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UU cw6) , 则 必定 存在 有 限 多 个 4,… wt,E 4, 使 得 [es LU (a ,6 ). "这 是 一 个 把 "无 限 


过 程 化 为 有 限 过 程 ”的 重要 数学 概念 与 数学 思维 方法 ,用 它 可 以 解决 许多 抽象 的 数学 问题 . 
1) 紧 致 性 定义 与 判别 


定义 3.4.8( 紧 致 性 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 , 称 t 的 开 子 集 族人 ACr 为 XX 的 开 履 盖 , 若 
x= Ua. 称 拓 扑 空间 (X,r) 为 紧 致 空间 (compact space) , 若 X 的 任 一 开 履 盖 人 都 存在 有 限 


子 覆 盖 ;， 亦 即 ,对 于 X 的 任 一 个 开 槛 盖 A,X 一 J A ,都 存在 有 限 多 个 开 集 0 ,0 ，…O,E 


A, 使 得 X 一 Uo. 紧 致 空间 也 简称 为 紧 空间 . 

车 子 集 ACX 作为 X 的 子 空间 是 紧 致 空间 , 则 称 A 为 X 中 的 紧 致 子 集 , 简 称 紧 集 
(compact set) . 

等 价 地 , 若 子 集 ACX 的 任意 开 覆 盖 都 存在 有 限 的 子 覆 盖 , 则 称 子 集 A 为 紧 致 子 集 . 下 
面 的 定理 证 明了 这 个 等 价 性 . 

定理 3.4.9 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,A 为 (X,r) 中 的 紧 致 子 集 , 当 且 仅 当 A 在 (X,r) 中 
的 任何 开 履 盖 JE {UEr}, 必 存在 有 限 子 覆 盖 外 


证 必要 性 设 二 {UEr) 为 A 在 (X,r) 中 的 任 一 开 覆 盖 一 子 集 族 加 = {UN A: 
UE 是 A 在 子 拓扑 空间 (A,ra) 中 的 开 覆 盖 > 由 必要 性 假设 ,A 为 紧 致 子 集 , 故 存在 


tnAa:UDEI- st UU (UjnA) 是 人 A 在 子 拓 扑 空间 (A,r) 中 的 有 限 开 覆 盖 ~ 和 一 


{U) 5 是 入 在 拓扑 空间 (X,c) 中 的 开 材 盖世 的 有 限 子 覆盖 ,LUU UnA)2A= 必 
要 性 得 证 . 

充分 性 ”为 证 子 集 A 的 紧 致 性 ,对 A 在 子 拓扑 空间 (A,ra) 中 的 任 一 开 覆 盖 处 一 
{(V:VEm)}, 因 其 中 YVEr,3UEr, s.t.V=UN 门 A, 取 所 有 这 样 的 UEr, 令 灵 {UEr: 
UnA=Ve 东 ) 二 4 是 4 在 拓扑 空间 (X, 四 中 的 一 个 开 覆 羡 Ac Uv= Uwna > 由 充 


分 性 假设 , 必 存 在 4 的 有 限 子 覆盖 刀 ={U; :U; EU stLAC Uu= | Uoj na=U 


j=1 


(Uj 站 A); 令 Uj 几 nA=Vj,1<j<<n 过 A 在 子 拓扑 空间 (A ,ra) 中 的 任 一 开 覆 盖 刀 一 {V:VE 


碎 ) ,存在 有 限 子 覆盖 访 一 {V;)1,AC LV， = 充分 性 得 证 . 
例 3.4.3 及 中 的 闭 区 间 [0,1] 是 紧 致 子 集 . 但 R 自身 却 不 是 紧 致 空间; R" 中 的 闭 方 体 
[ai sb;…3as 0,]( 一 之 a;<b; 二 十 呈 ) 是 紧 致 子 集 .但 R" 本 身 却 不 是 紧 致 空间 . 
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若 X 是 非 空 有 限 集 ,z 是 X 上 的 拓扑 , 则 (CX,r) 必 定 是 紧 致 空间 . 

我 们 只 证 明 R 中 的 闭 区 间 [0,1] 是 紧 致 子 集 . 

取 闭 区 间 [0,1j 的 一 个 开 覆 盖 {VU 站 [0,1]:UE 名 ,这 里 (RR,7) 为 R 中 的 通常 拓 
扑 , 区 的 拓扑 基 织 {和 (4a, 四): 一 2 之 a 过 6 过 十 0}), 则 弓 {(a,D) 首 [0,1]:(a,5)E 锰 ; 令 

斩 = {zx € [0,1]:3U 的 有 限 子 集 族 覆 盖 [0,z]) ， (3.4.4) 

下 面 证 明 : (1) 詹 儿 ; 

(2) 得 [0,1] 中 的 开 集 ; 

(3) 得 [0,1] 中 的 闭 集 . 


(1) 显然 成 立 . 为 证 (2) ,由 定义 ,VzE 和 BfVi Vay V CC st [0,z]C Uv 分 
两 种 情况 讨论 . 

@ 若 z=16E 驮 > 因 [0,zx] 一 [0,1], 而 [0,1] 在 子 拓扑 空间 ([0,1],z) 中 是 开 集 ,因此 
ZX 三 1 是 内 点 ; 同 理 , 若 zx 一 0E 彤 则 0 是 内 点 . 

@ 若 zE 竹 0<z<l = 首先 由 0<z<1, 因 4 是 [0,1] 的 开 覆 盖 , 故 3Vu,s txe 
VoE4U 一 因 Vo==U 门 [0,1j 是 [0,1J 中 的 开 集 , 故 z 是 Vo 的 内 点 之 3e 二 0，s.t [zz 十 ay) 


(a—@zsta}NN[0lEeWs 其 次 由 we EWI VV i Est Los] Uv, 之 取 
这 


eR | U | UV, = z+e€EPELO,z+e) CP 


是 9 包含 zx 的 开 集 , 故 z 是 和 的 内 点 全 结合 DD 各 , 则 得 开 集 . 
为 证 (3) ,9 是 [0,1] 中 的 闭 集 , 我 们 证 明 &,jy 叶 [50,1] 和 9 为 开 集 . 


设 zE 电 四 稚 > [z,1C 电 和 > z>>0( 因 0E 凡 一 3VELs.t.zEV(U 是 [0,1] 的 开 覆 


盖 ) 之 V 是 [0,1] 中 的 开 集 ， e500 st ten eereteyN EY 之 (zx—e,x] 
门 著 名 (否则 ,车 (zx 一 e,zj 门 有 名 = 二 > 3x€E (x 一 e,zx] 门 Pe> xzEPBRoe 3j3 有限 子 集 族 CWs. 


t. 外 覆盖 [0,z] = 开 覆 盖 {V) U4 覆盖 [0,z]U (zx 一 e,x] 一 [0,z] = xE 轨 这 与 E% 和 陡 
盾 ) 二 (z 一 sz] 中 曲名 > (zz 一 e]] 一 (一 sz]U[Lzl]C 电 和 > 是 Gg 的 内 点 二 
.和 是 开 集 二 9 旺 闭 集 . 

综 上 ,得 [0,1] 中 既 开 又 闭 的 子 集 , 且 往 忆 . 然而 ,在 例 3. 4. 2 中 已 经 证 明了 [0,1] 是 
连通 集 , 故 9 卫 可 能 是 既 开 又 闭 的 ,除非 有 特 [0,1]. 另 一 方面 ,16E 9 表示 34 的 有 限 子 集 族 
鼻 , 它 覆盖 [0,1], 于 是 [0,1I] 是 一 个 紧 致 子 集 . 

例 3.4.4 设 拓扑 空间 (X,z) 的 拓扑 = 是 四 最 粗 拓扑 ` 四 余 有 限 拓扑 CX 为 无 限 集 ), 则 
CX,z) 是 紧 致 空间 . 

事实 上 ,Q@ 最 粗 拓扑 * 一 {X, 纪 } 显 然 使 得 (X,r) 是 紧 致 空间 . 

@ X 为 无 限 集 , 余 有 限 拓扑 r*={GCX:G 为 有 限 子 集 } ,对 X 的 任 一 个 开 覆 盖 A ,X= 
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出 o, 取 oOea,0 关 避风 四 为 X 的 有 限 集 , 四 ={a1saz;…yaw). 取 Oj;EAhsaj€0;;j=1; 
2,…,n, 则 有 限 集 族 {O,O, ,… ,0O,}CA 是 A 的 有 限 子 集 族 , 且 是 X 的 有 限 开 覆盖 : XCOU 
OU…UO,. 故 余 有 限 拓 扑 使 得 (X,zr) 是 紧 致 空间 . 

为 判断 拓扑 空间 (X,r) 的 紧 致 性 ,可 以 用 它 的 一 个 拓扑 基 来 进行 . 


定理 3.4.10 设 9 是 拓扑 空间 (X,z) 的 一 个 拓扑 基 , 若 X 的 任何 一 个 由 名 中 集合 所 构 
成 的 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆盖 , 则 (X,r) 是 紧 致 拓扑 空间 . 


证 设 坛 {UCX:UE 倪 是 X 的 所 述 的 开 覆 盖 > YU E43 9% 的 子 集 族 如,s. +. 
v= UB= $= Us,mUB= U as-\| Usj=Uu=x 二 了 是 由 和 3 的 元 构 
BE®B UEu BE [J UEu 


~ Ueu\ BE 
BELU 多 


成 的 X 的 开 覆 盖 , 据 假设 ,存在 X 的 有 限 开 材 盖 {BE tj 一 1,2,…,n),s.t UB 一 
XX 由 BEUj=1,2,%n), IU) Es.t. BENBG=1,2,.,n) > BCU; EL 对 于 4 


的 有 限 子 集 族 {U :j==1,2,…,n}CC 妨 有 Uu> U Bj 二 X 之 定理 得 证 . 
2) 紧 致 性 与 连续 性 的 关系 


定理 3.4.11 (1) 设 (X,r),(Y,v) 是 拓扑 空间 ,f:X>Y 是 连续 映射 , 若 ACX 是 X 中 
的 紧 致 子 集 , 则 f(A)CY 是 Y 中 的 紧 致 子 集 ; 亦 即 ,连续 映射 保持 紧 致 性 ; 

(2) 设 (Xj st) (j= 二 1,2,…,m) 是 紧 致 空间 , 则 积 空间 关 二 XX XsX… XX 是 紧 致 
空间 . 

证 (1) 设 ACX 是 X 中 的 紧 致 子 集 .对 于 像 集 f(A)CY, 设 二 {UCY:UEv) 是 
/AD 的 任 一 个 开 覆 盖 ,f(4)C Uv. 由 了 的 连续 性 知 ,YUEg -1(U)CX 是 X 中 的 开 子 
集 , 并 且 


acmyaycen YoU mw. (3.4.5) 
UEL UEu 


于 是 , [7 (CD) 是 A 的 一 个 开 覆 盖 . 由 A 的 紧 致 性 ,存在 4 中 有 限 多 个 开 集 Ui ,Ua ,…， 


UseE 纪 使 得 /1 U1) ,fCUs),…,f-!1(U,) 形 成 A 的 开 覆 盖 AC UU gay = 
让 (Uj 小 


f(A) cAr{D v,] EU vt 
从 而 f(A) 是 Y 中 的 紧 致 子 集 . 
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(2) 不 失 一 般 性 ,对 j 二 1,2 进行 证 明 . 设 (X,r),(Y,uo) 为 紧 致 空间 ,由 积 空间 的 定义 , 知 
集合 只 {UXV:UEr,VEv} 是 积 空间 (XXY,rXv) 的 一 个 拓扑 基 , 据 定理 3.4.10, 取 2 让 
的 元 所 构成 的 XXY 构成 的 开 覆 盖 二 {UXVCXXY:UXVE 劣 .于 是 YzEX, 子 空间 


(aer a 


Y 二 {x} XY 是 紧 致 子 空间 蕴含 {7) XY 是 X XY 的 紧 致 子 集 > 据 假 设 妇 
是 X XY 的 开 覆 盖 , 显 然 也 是 紧 致 子 集 {z} XY 的 开 覆 盖 , 故 34 的 有 限 子 覆盖 , 记 为 LU {U。 
Vy ,Us XV CC{z}XY:U, XV, E 久 ,上 且 UXV, 与 {x} XY 的 交 非 空 (否则 可 剔除 )s. 
t Us XV UU UXV, )=U, XV UUV, OU XY = 因 UJ 紧 致 , 故 
3Us ,Us Us XV Es.t.Us UUU,, =X, 且 (Us UUU:,)XY=XXY = 
{Us XVy :Us XV EU1SIjSm,1<hk<n} 和 XXY 一 XXY 为 紧 致 空间. 

3) 紧 致 集 与 闭 集 的 关系 

定理 3.4.12 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 

(1) 若 X 是 紧 致 空间 , 则 X 的 闭 子 集 A 是 X 中 的 紧 致 子 集 ; 

(2) 若 X 是 Ts 型 空间 , 则 X 的 紧 致 子 集 A 是 X 中 的 闭 子 集 ; 

(3) 若 X 是 Ts 型 紧 致 空间 , 则 X 中 子 集 A 是 紧 致 子 集 , 当 且 仅 当 A 是 闭 子 集 . 


证 对 于 (1), 设 ACX 是 紧 致 空间 X 中 的 闭 子 集 , 并 设 必 (VCX:VEzr} 是 A 的 任 一 
个 开 槛 盖 .AC LV. 由 于 A 是 闭 子 集 , 故 @ 为 开 集 ,于 是 | dv] Ua -(Wv) U 


GOA)=x, 这 里 U= vj Ua 是 x 的 开 材 盖 , 由 于 X 的 紧 致 性 ,存在 有 限 开 覆 盖 有 


EG 二 1;2;… sm) ;使得 x=U Bj,B; EM 显然 ,BE 中 必 有 一 个 是 区 ,例如 B, 一 色 , 因 
此 AC1{B;) 汪 1C& 所 以 A 的 任 一 开 覆 盖 都 存在 有 限 子 覆盖 {B;)=!, 故 闭 子 集 A 是 紧 
致 的 . 

为 证 (2) , 设 X 是 T, 型 拓扑 空间 ,ACX 为 紧 致 子 集 , 欲 证 A 为 闭 集 , 分 为 两 步 . 

@ 点 zEA 与 紧 致 集 A 的 分 离 性 ”对 于 任 一 点 xzEX 与 紧 致 集 A ,车 x A, 则 存在 包 
含 二 的 开 集 U,zEU, 与 包含 A 的 开 集 V ,使 得 UNV=2. 

事实 上 ,对 于 zExX 与 任意 的 yEA, 由 于 空间 是 T 型 的 , 故 存在 包含 xz 的 开 邻 域 
U, (xz) ,与 包含 y 的 开 邻 域 w, ,使 得 U,(Cz) 站 V,= 世 .显然 , 集 族 {V,:yEA)} 是 集 A 的 开 覆 


盖 ,AC UV, 据 A 的 紧 致 性 ,存在 有 限 多 个 开 集 Va ,Vs ,… ,Vs ,使 得 AC UV。=V. 相 


应 地 ,有 Us (2) ,Uy 2),… ,Us (z). 令 U=U(z) 一 No, (z) ,U 是 包含 xEU 的 开 集 ， 
上 
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Y= 品 V, 则 是 包含 A 的 开 集 , 且 DnVs -| Du, jnv, =[「 losvnv)=g5unv= 


vn Uv,=Uwnv =g. 

@ 紧 致 集 A 是 闭 集 对 于 任 一 点 ZEX, 若 zEA, 则 > 不 是 A 的 聚 点 ,从 而 A 是 闭 集 . 

事实 上 ,由 @ ,存在 z 的 开 邻 域 避 ,使 得 U 中 不 含 A 的 点 ,因此 ZE A 不 可 能 是 A 的 聚 
点 .于 是 ,A 的 聚 点 全 部 包含 在 A 中 ,所 以 A 是 闭 集 . 

(3) 由 (1)、(2) 得 到 . 

归纳 地 ,我 们 得 到 : 

在 紧 致 空间 中 , 闭 子 集 一 紧 致 子 集 ; 

在 Ts 型 空间 中 , 闭 子 集 二 紧 致 子 集 ; 

在 Ts 型 紧 致 空间 中 , 闭 子 集 合 紧 致 子 集 . 

例 3.4.5 拓扑 空间 CX,r) 中 的 紧 致 集 但 非 闭 集 的 例子 . 

Q@ 若 X 是 至 少 含 两 个 点 的 有 限 集 ,z 是 最 粗 拓扑 r= 二 {X, 名 }) 一 一 任 一 点 zEX, 子 集 
A=XN\(z} 是 X 中 的 紧 致 集 ( 因 它 是 有 限 集 ) , 非 闭 集 (X 中 仅 两 个 闭 集 X 与 2). 

@ 设 X 是 无 限 集 ,(X,rhi 轨 ) 是 余 有 限 拓 扑 一 一 任 一 点 ZEX, 子 集 A=XN{z} 是 紧 致 
集 , 但 却 非 闭 , 因 (X ,ts#m) 是 Ti 空间 , 单 点 集 {z} 是 闭 集 , 故 补 集 A 二 X\{zx) 为 开 集 . 


定理 3.4.13 设 (X,t) 是 紧 致 拓扑 空间 ,(Y,v) 是 Ts 型 拓扑 空间 , 则 

(1) 连续 映射 F:X-Y 是 闭 映射 ; 

(2) 连续 的 一 一 映射 f/:X 一 Y( 单 射 加 满 射 ) 是 同 胚 映射 

证 (1) 为 证 f:X>Y 为 闭 映射 , 任 取 闭 子 集 ACX 二 A 为 紧 致 集 ( 由 X 的 紧 致 性 与 
定理 3.4. 12(1)) > f(A)CY 为 Y 中 的 紧 致 子 集 (由 了 的 连续 性 与 定理 3.4.11(1)) 之 
了 (4) 为 Y 中 的 闭 子 集 ( 由 YY 为 T, 型 与 定理 3. 4. 12(3)) 一 了 为 闭 映 射 . 

(2) 为 证 连续 的 一 一 映射 F:X->Y 为 同 胚 映射 , 记 f 的 逆 映 射 为 f7!, 任 取 闭 子 集 AC 
XX 二 (f)71(A) 一 f(A),f(A) 为 闭 集 二 广 的 逆 像 集 (f"')"'(A) 是 闭 集 二 广 为 连续 
映射 一 f:X>Y 双方 单 值 .双方 连续 , 故 为 同 胚 映射 . 

4) 紧 致 性 与 分 离 性 的 关系 

定理 3.4.14 设 (X,t) 是 T, 型 拓扑 空间 . 

(1) 若 ACX 为 紧 致 子 集 , 且 X 中 的 点 z 儿 A, 则 分 别 存 在 它们 的 开 邻 域 UEr 与 VEr， 
使 得 UNV= 二 如 (点 与 紧 致 子 集 的 分 离 性 ); 

(2) 若 ACX 与 BCX 为 两 个 紧 致 子 集 , 且 AN 门 B 一 久 , 则 存在 A 与 B 的 开 邻 域 UEr 
与 VEr, 使 得 UV 二 名 (两 紧 致 子 集 的 分 离 性 ). 


证 (1) 在 定理 3.4.12(2) 的 证 明 中 已 经 得 到 这 个 结果 . 
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(2) 对 于 紧 致 子 集 ACX,BCX,AB= 包 > VYzEA 与 紧 致 集 B, 由 (1), 3z 的 开 邻 
域 U-Er,zEU-, 与 紧 致 集 B 的 开 邻 域 V,==V; Er,V: 沪 B, s.t.U 站 V:.=2 > (Us:zE 


A} 是 A 的 开 覆 盖 , 由 A 的 紧 致 性 , 3 有 限 子 覆盖 AC Uu,, 相应 地 ,Vs 汪 B,1<j<n,s. 


t.Us NVs, = ,1<k,j<n SU=Uv, .v=[v, ACU,BCV,HUNV=2 = 
六 3 
(2) 成 立 . 


定理 3.4.15 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 

(1) 若 X 是 T, 型 紧 致 空间 , 则 X 是 正则 空间 ; 
(2) 若 X 是 T;* 型 紧 致 空间 , 则 X 是 正规 空间 ; 
(3) 若 X 是 紧 致 的 正则 空间 , 则 X 是 正规 空间 . 


证 (1) 为 证 X 是 正则 空间 , 任 取 一 点 zxEX 与 任 一 闭 子 集 ACX, 且 x&A 二 由 XX 的 
紧 致 性 ,A 为 紧 致 子 集 > 由 六 的 Ts 型 与 紧 致 性 , 据 定理 3.4.14(1), 对 xFA 与 紧 致 子 集 
A ,存在 z 的 开 邻 域 U 与 A 的 开 邻 域 V,s.t.UNV= 名 全 (X,r) 为 正则 空间 . 

(2) 为 证 X 是 正规 空间 , 任 取 X 中 的 两 个 互 不 相交 的 闭 子 集 A,B 二 > 由 XX 的 Ts 型 与 
紧 致 性 ,A,B 为 互 不 相交 的 紧 致 子 集 二 据 定 理 3.4.14(2) ,存在 A,B 的 互 不 相交 的 开 邻 域 
U,V,s.t.UNV= 二 X 为 正规 空间 . 

(3) 设 X 为 紧 致 的 正则 空间 ,为 证 X 是 正规 空间 , 任 取 闭 子 集 FCX 与 包含 F 的 开 邻 
域 G 二 下, 我 们 证 明 ,存在 开 集 OEr,s.t.FCOCOCG. 于 是 , 据 定理 3.4.4, 知 X 为 正规 
空间 . 

事实 上 ,由 X 的 紧 致 性 与 FCX 是 闭 子 集 , 故 下 是 紧 致 子 集 ; 由 G 必 F 是 开 邻 域 ,X 是 
正则 空间 ,因此 ,VYxEF 都 存在 zx 的 开 邻 域 V, Er,s. t. XEV,:CV,CG. 于是, 开 集 族 {V,: 


XEF) 成 为 下 的 开 覆 盖 下 忆 Uv.. 据 下 的 紧 致 性 ,3 {Vi,Vs,*…,V,},s.t.FC U 仿 . 令 


= U Vj,FCV, 它 是 开 邻 域 , 且 FCVCV= U Vj= U VCG, 从 而 ,定理 3.4.4 给 出 X 
为 正规 空间 . 

例 3.4.6 紧 致 的 正规 空间 (X,r) 不 是 正则 空间 的 例子 . 

令 X 一 (1,2,3) ,rz 一 (X, 刀 (1) (2}) (1.2}}, 它 是 正规 的 、 紧 致 的 ,但 非 正 则 的 . 

5) 度量 空间 中 的 紧 致 性 

对 于 度量 空间 (X,p) 与 欧 氏 空间 R", 紧 致 性 更 有 许多 重要 性 质 . 


定义 3.4.9( 有 界 性 ) 设 (X,o) 为 度量 空间 , 称 子 集 ACX 为 有 界 集 (bounded set) , 若 
存在 实数 M0, 使 得 oCz,y)<M 对 所 有 zyEA 都 成 立 . 若 X 本身 是 有 界 的 , 则 称 X 为 有 
界 度量 空间 . 
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定理 3.4.16 设 (X,o) 是 紧 致 度量 空间 , 则 
(1) X 是 有 界 空间 ; 
(2) 当 XX 闫 如 时 ,连续 映射 F:X 一 及 必 可 达到 其 最 大 值 与 最 小 值 , 亦 即 了 zuaxEX 与 
9 ER 
| max{ f(x)} 与 f(zxmm) = min( f(z)); 
(3) 若 连续 映射 J/:X>Y, 其 中 (Y,pi) 为 度量 空间 , 则 /是 一 致 连续 的 . 


证 (1) 设 (X,o) 是 紧 致 度量 空间 过 半径 为 1 的 球 族 入 {Bl(z,1):zEX} 是 X 的 一 个 
开 覆 盖 , 由 (X,p) 的 紧 致 性 ,存在 有 限 子 履 盖 {B(zi,1),B(zxz,1),…,B(z,,1)} 二 令 M= 
max{p(z; 71) :1<Ij, kn}+2 > Vr,yEX, j,k(1<I, kn),s.t. rEB(z,1),yE 
B(xzi,1), 有 8 p(x,y)Spo(r, zi) to(ri ze) t+o(riy) <1+(M—2)+1=M 二 > X 是 有 界 
空间 . 

(2) X 冯 多 是 紧 臻 空间 全 f(X) 为 R 中 的 紧 致 子 集 > f(X) 为 R 中 的 有 界 闭 集 二 
inff(X) 志 f(x) 三 supf(X) 二 因 f(X) 是 闭 集 , 故 inff(X) 二 min(f(z)), 也 有 supf (X)= 
max{ f(z)} > f(zmn) 二 min{ f(z)) 与 fxmax) =max{ f(z)}. 

(3) 设 f:X>Y 是 紧 致 度量 空间 (X,p) 到 度量 空间 (Y,p) 的 连续 映射 , 欲 证 太一 致 连续 ， 
是 指 : Ve>0,36=6(e)>0,s.t. 当 zz,xEX 且 p(x ,xz )<6 时 ,有 pi(f(z'),f(z))<e. 

由 了 的 连续 性 , Vx EX, Ve 二 0, 36=6(e,x) 记 0,s.t. 当 p(x',x) 二 6 时 ,有 


pf ,f(z))< 二 = 开 球 族 {B <, 人 对 站]:xEX] 是 紧 致 度量 空间 (X,p) 的 开 赣 六 = 


寿 礁 甘 的 有 限 子 覆 盖 { [sex 一 2 全 令 6(e)= min (0) > 


1<j<n 


/ 1p / 6Ge,zi) 
Vz EX, 当 oz iD)<8 时 , 若 z eB (a ,pe | 


, 则 x EE Blz;, ,0(e)) > pi (fla'y, 
f(D)DSp (fr) fr) to(f( ) f(r)) Te > f(r) 在 X 上 一 致 连续 .定理 得 证 . 

定理 3.4.17 及" 中 的 子 集 A 是 紧 致 子 集 , 当 且 仅 当 A 是 有 界 闭 集 . 

证 这 里 只 证 m=1 情形 . 

必要 性 设 ACR 是 紧 致 子 集 汪 ACR 是 有 界 子 集 ( 定 理 3.4.16), 且 是 闭 集 (R 是 7T， 
空间 , 故 紧 致 子 集 为 闭 子 集 ). 

充分 性 ” 设 ACR 是 有 界 闭 子 集 二 车 A== 如 , 则 显然 是 紧 致 集 ; 若 A 了 ZB 二 3 MM 
0,s.t. Vx,yEA 有 plz,y) 二 M 过 任 取 zxoEA, 令 Mo 一 M 十 p(0,zxo), 其 中 0ER 是 原点 过 
AC[ 一 Mo ,Mo]( 由 三 点 不 等 式 得 到 VxEA, 有 pe(Czy0) 委 o(z,z) 十 o(zo,0)<M 十 po(Czo ,0) 一 


MG) 过 由 [一 Mo ,Mo] 为 紧 致 子 空间 ([ 一 Mo ,MJ -[0,1]) 的 闭 子 集 是 紧 臻 子 集 , 故 A 
是 紧 致 集 . 定理 得 证 . 
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2. 局 部 紧 致 性 
定义 3.4.10( 局 部 紧 致 性 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 , 若 X 的 每 个 点 工 EX 都 存在 紧 致 邻 


域 , 亦 即 , VEX,3X 的 紧 致 子 集 WCX,s.t.zEWCW(W 就 是 ZEX 的 开 邻 域 ), 则 称 
拓扑 空间 (X,z) 为 局 部 紧 致 空间 (locally compact space). 

若 集合 ACX 作为 子 空间 是 一 个 局 部 紧 臻 空间 , 则 称 A 为 XX 中 的 局 部 紧 致 子 集 , 简 称 
局 部 紧 集 (locally compact set). 


若 集 ACX 的 闭 包 A 是 X 的 紧 致 子 集 , 则 称 A 为 相对 紧 致 集 (relative compact set). 
紧 致 拓扑 空间 (X, 避 是 局 部 紧 致 的 ,因为 YrzEX, 令 W==X, 视 W 为 xz 的 紧 致 邻 域 , 则 


ZzEW 二 XX 二 W, 且 W=X 为 紧 臻 集 , 故 (X,r) 是 局 部 紧 致 空间 . 但 反之 不 然 . 
例 3.4.7 及 是 局 部 紧 致 空间 ,但 非 紧 致 空间 . 
事实 上 ,YzER, 取 r>>0, 则 B(x,7)==(x 一 rx 十 7)==[x 一 r,x 十 7 为 R 中 的 紧 致 集 , 且 


xzEBCzr)=BCzrCBCzr) ,而 BCzyr) 是 zx 的 紧 致 团 包 邻 域 . 但 不 是 紧 致 空间 ,因为 及 
的 开 覆 盖 扩 {(( 一 zz) :EN ) 不 存在 R 的 有 限 子 覆盖 . 

对 于 有 限 实数 a, 集合 (一 吕 ,a) 是 RR 中 的 局 部 紧 致 子 集 . 

局 部 紧 致 空间 具有 如 下 性 质 . 

定理 3.4.18 设 (X,r) 是 局 部 紧 致 拓扑 空间 , 则 其 中 的 闭 子 集 FCX 是 局 部 紧 致 子 集 . 

Ts 型 局 部 紧 致 空间 具有 如 下 性 质 . 

定理 3.4.19 设 (X,r) 是 T 型 局 部 紧 致 拓扑 空间 , 若 UEr 为 开 
集 , 则 对 任 一 点 ZEU, 存 在 工 的 开 邻 域 V, 使 得 ZEVCVCU, 如 图 3.4.6 
所 示 . 由 此 ,T, 型 局 部 紧 致 拓扑 空间 是 局 部 紧 致 的 正则 空间 . 


证 “X 为 局 部 紧 致 的 过 > zxEU,UEr, 习 紧 致 子 集 FCX,s txEF， 图 3 人 6 分 离 性 


且 因 X 为 T; 型 , 故 下 为 闭 集 一 (F,rr) 作 为 子 空间 ,是 Ts 型 紧 致 空间 , 故 为 正则 空间 ( 定 


理 3.4.15) 一 zxEUnE 是 z 在 空间 (X,r) 中 的 开 邻 域 , 故 也 是 子 空间 CF,rr) 中 的 开 邻 域 
过 了 xz 在 子 空间 (F,rr) 中 的 开 邻 域 V,zEV,s.tyV 在 子 空间 (F,rr) 中 的 闭 包 Vs 满足 xE 


VCVCW=UNF => Ve=FNV=FNV=FNV=V( 因 下 闭 ), 即 V 在 子 空 间 (F,zr) 中 的 


闭 包 与 在 空间 (X,r) 中 的 闭 包 相等 > Vi 一 VCW 一 UN 由 FCF, 由 下 紧 致 性 得 到 的 紧 
致 性 . 


另 一 方面 ,VCW 蕴 会 V=VNW, 故 (F,rr) 中 的 开 集 V 也 是 开 集 W= 二 UF 中 的 开 子 
集 ; 但 是 ,W=UNF 是 (X, 台 中 的 开 集 , 故 V 也 是 (X,r) 中 的 开 集 . 因此 得 到 开 集 V 及 其 紧 
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致 闭 包 VY 满足 zEVCVe 二 VCUNFCU; 这 正 是 正则 空间 的 特征 表示 . 
T, 型 局 部 紧 致 空间 中 的 Urysohn 引 理 叙述 如 下 . 


定理 3.4.20(Urysohn 引 理 ) 设 (X,t) 是 T, 型 局 部 紧 致 拓扑 空间 ,KCX 为 紧 致 子 
集 ,UEr 为 开 集 , 且 天 CU, 则 存在 X 上 的 实 值 连续 函数 f :XX 一 尺 ,满足 
flr)|ser =1, flz)|sev =0, 
且 0 委 jFz) 委 1,VzEX, 其 中 VCU 是 UU 的 一 个 紧 致 子 集 . 


T; 型 局 部 紧 致 空间 中 的 Tietze 扩张 定理 叙述 如 下 . 


定理 3.4.21 设 (X,r) 是 Ts 型 局 部 紧 致 拓扑 空间 ,KCX 为 紧 致 集 , 若 太 :天 一 及 是 天 
上 的 实 值 连续 函数 , 则 存在 X 上 的 连续 函数 下 :X 一 ~ 及 ,满足 FF(z)|zek 一 F(z). 


3. 拓扑 空间 中 的 其 他 几 种 紧 性 
值得 提 到 的 是 拓扑 空间 中 的 另外 几 种 紧 性 . 


定义 3.4.11(Lindel6ff 紧 性 ) 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 若 X 的 每 个 开 履 盖 ,都 存在 可 数 
子 履 盖 , 则 称 X 是 Lindeloff 紧 的 ,并 称 义 为 Lindel6ff 空间 . 


定理 3. 4. 22(Lindelaff 定理 ) 设 (X,r) 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 , 则 X 是 
Lindel6ff 空间 ; 若 (X,t) 是 Lindel6ff 度量 空间 , 则 X 满足 第 二 可 数 公理 . 


定义 3.4.12( 可 数 紧 性 .序列 紧 性 、 列 紧 性 ) 设 (X,r) 为 拓扑 空间 . 

(1) 若 X 的 每 个 可 数 开 履 盖 都 存在 有 限 子 覆盖 , 则 称 (X,r) 为 可 数 紧 (countable 
compact) 空 间 . 

(2) 若 X 的 每 个 无 限 序列 都 存在 收效 的 子 序列 ( 且 极 限 属于 X), 则 称 (X,r) 为 序列 紧 
(sequentially compact) 空间. 

(3) 若 X 的 每 个 无 限 子 集 都 存在 聚 点 ( 且 属于 X) , 则 称 (X,r) 为 列 紧 空间 . 


对 于 几 种 紧 性 的 关系 ,我 们 有 下 列 结论 : 


定理 3.4.23 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , 则 
(1) 若 (X,T) 是 一 般 的 拓扑 空间 , 则 
紧 致 性 二 is a 列 紧 性 ; 
序列 紧 性 

(2) 若 (X,r) 是 满足 第 一 可 数 公理 (第 二 可 数 公理 更 成 立 ) 的 拓扑 空间 , 则 

紧 致 性 过 可 数 紧 性 号 序列 紧 性 之 列 紧 性 ; 
(3) 若 (X,T) 是 满足 第 一 可 数 公理 的 、T 型 拓扑 空间 , 则 

紧 致 性 二 可 数 紧 性 后 序列 紧 性 兮 列 紧 性 ; 
(4) 若 (X,p) 是 度量 空间 , 则 

紧 致 性 售 可 数 紧 性 后 序列 紧 性 后 列 紧 性 . 
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3.4.4 拓扑 线性 空间 


在 前 面 的 研究 中 ,对 于 拓扑 空间 (X,7) ,没有 提 到 集合 X 的 代数 结构 . 现在 ,可 考虑 在 
拓扑 空间 (X,z) 中 同时 引进 代数 结构 的 一 种 空间 , 称 为 拓扑 线性 空间 (也 称 为 拓扑 向 量 
空间 ). 


定义 3.4.13( 拓 扑 线性 空间 ) 设 在 集合 X 中 赋予 加 法 运算 十 , 数 乘 运 算 a。,aEF ,使 
其 成 为 一 个 线性 空间 (X ,十 ,wa。); 又 赋予 以 拓扑 结构 r, 使 其 成 为 拓扑 空间 (X,r) ,并 且 
(1) 加 法 运算 十 在 拓扑 r 之 下 是 连续 的 , 亦 即 , 映 射 (z,y) 一 z 十 y 连 续 ; 
(2) 数 乘 运算 K。 在 拓扑 rz 之 下 是 连续 的 , 亦 即 ,映射 (az) 一 az 连续 ， 
则 称 X 为 拓扑 线性 空间 (topological linear space) , 常 记 为 (X, 十 ,a， ,tT). 


在 有 些 参考 书 上 ,还 对 拓扑 线性 空间 加 上 ”(X,r) 是 Hausdorf 空间 ”的 条 件 . 
赋 范 线性 空间 (X, | * ‖)\ 内 积 空间 (X,(*，))、 欧 氏 空间 R" 都 是 拓扑 线性 空间 . 
关于 “拓扑 空间 ”包含 关系 ,我 们 有 一 个 简单 的 示意 图 : 

欧 氏 空间 性 内 积 空 间 己 赋 范 线性 空间 己 拓扑 线性 空间 、 度 量 空 间 C 拓 扑 空间 


内 积 空间 
赋 范 线性 空间 
拓扑 线性 空间 


} 
1 
人 
欧 氏 空间 | 
! 
| 
! 
| 
| 
! 
1 
1 


拓扑 空间 


数学 科学 和 自然 科学 邻 域 中 遇 到 的 空间 远 远 不 止 这 些 , 读 者 会 在 本 书 的 后 几 章 中 以 及 
今后 的 科学 研究 中 遇 到 更 多 的 、 各 种 各 样 的 空间 . 


习题 3 


1. 设 (X,7) 为 拓扑 空间 ,ACX 为 X 的 子 集 , 试 证 : 
(1) 闭 包 A==AUA’ 的 等 价 定义 :“X 中 包含 集合 A 的 所 有 闭 集 FCX 的 交 [|F, 称 为 A 的 闭 包 , 记 为 


A= Np”, 


ACF 


习题 3 1 


(2) 内 部 从 的 等 价 定义 。“ 集 A 内 部 入 是 包含 在 A 中 的 最 大 开 集 义 一 G”; 
G 为 开 集 
(3) A=AUaA. 


2. 试 证 导 集 的 性 质 : (1)ACB 一 A'CB'; (2)(AUB)’=A’UB’; (3)(A)’=AUA’. 
. 试 证 闭 集 的 性 质 : (1)ACB 一 ACB; (2)AUB=AUB; (3) A=A. 

. 试 证 : 任何 度量 空间 都 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

. 任何 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 都 是 可 分 的 , 试 证 明之 . 

. 设 (X,p) 为 度量 空间 , 试 证 (X,p) 具 有 可 数 的 拓扑 基 等 价 于 (X,p) 是 可 分 的 . 


7. 试 证 : R" 中 的 “ 球 ”B(z,7) 一 be .| St < 与 长方体" 有 (zyai yau) 一 {zE 


R" :|zi | 过 a ,… ,|z, | 过 a,) 所 决定 的 R*" 上 的 拓扑 (R" ,7) 与 (R",)“ 等 价 ”, 亦 即 证 明 : YOEr = 3Oe 


zs.t.OCO; 反之 亦 然 . 

8. 对 于 (X,r),(Y,u) 分 别 是 赋 范 线性 空间 (X, | z | ) 与 度量 空间 (Y,p), 试 证 定理 3. 3.1. (提示 : 利 
用 A,B 之 间 的 映射 /:A 一 B 成 立 逆 像 公式 : 广 (AUB)= 广 :(4A)U 广 :(B), 广 (AnB)= 广 (4)m 
广 !(B), 广 :CANB) 一 广 !(A 广 5CB).7 

9. 设 (X,o) 是 度量 空间 ,{zi} 是 X 中 的 一 个 序列 ,EX 是 X 中 的 一 点 , 试 证 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 序列 {z } 收 敛 到 工 ; 

(2) 任 给 s>>0, 存 在 NE2Z+ ,使 当 j>N 时 ,有 plzj,x)<e; 

(3) ps y= 

10. 试 证 : 连续 映射 的 复合 映射 是 连续 的 . 

11. 设 X,CX 是 (X,r) 的 开 子 空间 ( 亦 即 ,(X。 ,m) 是 (X,r) 的 子 空间 , 且 X。 是 X 的 开 子 集 ). 若 AC 
X 是 Xo 的 开 子 集 , 试 证 : A 也 是 X 的 开 子 集 . 

12. 设 (X,r),(Y,v) 为 两 个 拓扑 空间 ,X。CX 为 X 的 子 集 、Yo。CY 为 Y 的 子 集 . 两 个 子 空 间 (Xo ,ro )， 
(Yo ,ww ) 也 构成 积 空间 . 试 证 : 作为 XXY 的 子 集 X。XY, ,由 积 空间 (XXY,rXv) 的 拓扑 得 到 的 积 拓扑 
(Xo XYo ,ro Xw) 与 由 两 个 子 拓扑 空间 (Xo ,rm ) 与 (Yo ,ww ) 所 构成 的 积 拓 扑 具 有 相同 的 拓扑 基 . 

13. 试 证 积 拓 扑 是 使 得 每 个 投影 映射 为 连续 的 最 粗 拓扑 ; 商 拓扑 是 使 得 商 映射 为 连续 的 最 精 拓 扑 . 

14. 设 义 ==[0,1)U {2), 试 给 出 六 在 一 维 欧 氏 空间 R 的 拓扑 基 时 {(a,b) :一 cc<<a<<0<< 十 co} 之 下 的 
子 拓扑 的 拓扑 基 . 

15. 设 (X,r),(Y,v) 为 两 个 拓扑 空间 ,ACX 为 X 的 闭 子 集 、BCY 为 Y 的 子 集 . 试 证 : AXB 是 XXY 
中 的 闭 集 . 

16. 设 (X,z) 是 正则 空间 , 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 点 zEX 与 包含 z 的 任 一 开 集 UEr, 存 在 一 个 开 集 
OEr, 使 得 zxEOCOCG. 试 证 明之 . 

17. 设 (X,z) 是 拓扑 空间 , 若 X 是 不 连通 的 , 试 证 : (1)X 中 存在 两 个 非 空 闭 集 A ,BCX, 使 得 ANB= 
多 ,AUB==X; (2)X 中 存在 两 个 非 空 开 集 G,OCX, 使 得 GN 0= 儿 ,GUO=X. 

18. 试 证 : 度量 空间 是 Ts 空间 (Hausdorff 型 ) ,也 是 正规 空间 . 

19. 试 证 ; 设 (X,r) 是 T* 型 空间 , 若 两 紧 致 子 集 A,B 互 不 相交 , 则 它们 是 分 离 的 . 

20. 试 证 紧 致 子 集 的 等 价 定义 : 拓扑 空间 (X,r) 中 , 子 集 ACX 为 紧 致 的 , 当 且 仅 当 A 的 任意 开 覆 盖 


nw 
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都 存在 有 限 子 覆盖 . 


21. 试 证 : 紧 致 度量 空间 中 的 闭 集 套 原理 : 设 (X,p) 为 紧 致 度量 空间 ,对 于 任意 非 空 递 降 闭 集 序列 
{F,): Fi 必 F,D… 必 FF, 汪 …, 若 直径 dCF,) 王 supfp(Czyz):zzeF} 一 0, 则 存在 惟一 zEX, 使 得 zE 


4 
Ns,. (提示 : 利用 紧 致 性 的 有 限 交 性 质 一 一 拓扑 空间 (X,p) 中 的 子 集 族 $ {FCX} 若 满足 “每 个 有 限 子 


族 都 有 非 空 交 ”, 则 称 8 具有 有 限 交 性 质 . 而 紧 臻 空间 的 充 要 条 件 是 ; 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 都 有 非 空 的 
交集 . ) 

22. 试 证 : 若 拓扑 空间 满足 第 二 可 数 公理 , 则 X 为 Lindel6ff 空间 ,但 反之 不 然 ; 进而 , 若 (X,p) 为 度量 
空间 , 则 X 满足 第 二 可 数 公 理 , 当 且 仅 当 X 为 Lindel6ff 空间 . 


二 NU_ 天 函 分 析 基础 


泛 函 分 析 是 现代 数学 的 一 个 分 支 , 它 研究 既 具 有 代数 运算 ,又 具有 拓扑 结构 的 重要 集 
合 ,例如 赋 范 线性 空间 ,内 积 空间 、 拓 扑 线性 空间 等 ; 同时 也 研究 这 些 集合 之 间 映 射 的 性 质 ， 
并 将 研究 结果 付 诸 应 用 . 度量 空间 虽然 不 一 定 有 运算 结构 ,但 它 的 拓扑 结构 简单 明了 ,有 直 
观 的 几何 意义 ,因此 也 是 泛 函 分 析 研 究 的 重要 对 象 之 一 . 泛 函 分 析 的 主要 研究 内 容 可 用 下 图 
简单 归纳 : 


区 丽人 打 


[ 1 
空间 理论 算 子 理论 
关于 空间 理论 ,以 度量 空间 为 主 ,讨论 空间 的 完备 性 、 可 分 性 与 紧 性 ,并 且 以 Bananch 
空间 、Hilbert 空间 作为 特例 . 对 于 “ 基 ”, 是 在 Banach 空间 中 讨论 ,而 “ 直 交 展开 ”, 则 对 
Hilbert 空间 进行 讨论 . 具体 理论 框架 见 下 图 . 


空间 理论 
度量 空间 (X, p) 
[ T 
i 可 分 性 紧 性 Banach 空 间 (X,|kl) 的 基 
定义 [ T T 1 
紧 致 ”可 数 紧 序列 紧 列 紧 ”局 部 紧 致 基 的 定义 
完备 化 | | 
空间 紧 致 性 R",C([a,b),.L([a.b]) 有 限 维 无 限 维 
例 子 集 的 紧 致 性 中 列 紧 性 判别 法 


Hilbert 空 间 (X, (x,y) 
标准 直 交 系 、 完整 性 、 完 全 性 


按 标准 直 交 系 的 直 交 展开 


Hilbert 空 间 中 的 直 交 展开 
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算 子 理论 是 泛 函 分 析 研 究 对 象 中 最 重要 的 部 分 之 一 ,以 度量 空间 上 的 算 子 理论 为 基础 ， 
给 出 本 质 性 的 概念 ,基础 性 的 定理 ,技巧 性 的 证 明 与 典型 性 的 方法 ,从 而 得 到 赋 范 线性 空间 
与 内 积 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 重要 性 质 , 作 为 应 用 学 科 的 重要 工具 ,是 近代 应 用 数 
学 的 必修 基础 .具体 理论 框架 如 下 图 所 示 . 


算 子 理论 
| 
CC. 到 (FIbll)) 的 线性 算 子 CK.Ilo 到 R 或 C 的 线性 泛 函 
| 
| | Hahn-Banach 扩 张 定理 
重要 定理 。 ”有 界线 性 算 子 空间 。。 谱 理 论 
CBX 7) .TD) 天 -一 | 一 一 
算 子 序列 的 收敛 性 共 思 空 间 X* 共 轮 算 子 Ts 
F 映 射 定理 
二 人 3 Cb, Xe Xe 
闭 图 像 定理 | ， 各 种 收 全 性 
算 子 代数 《( 强 收 伊 、 弱 收敛、 弱 * 收 绿 ) 
B: h 代 
enohlis Hilbert 空 间 中 的 Riesz 表 现 定理 
Hilbert 空 间 的 共 思 空 间 与 共 移 算 子 
算 子 的 正则 值 算 子 的 谱 点 
正则 集 p(7) 谱 集 o(7) 


连续 谱 
ce(7) 


C=p(T)UG(T)p(T)UoAN)UaAT) 


算 子 的 谱 半 径 、 应 用 
紧 算 子 及 其 性 质 


本 章 主要 参考 文献 是 [6],[17]. 
4.1 度量 空间 理论 
4.1.1 度量 空间 的 完备 化 


1. 完备 性 

作为 一 个 特殊 的 拓扑 空间 ,度量 空间 (X,p) 的 定义 已 由 定义 3.1.1 给 出 ,并 且 给 出 几 个 
要 的 例子 ,如 及" ,2 ,C([a,6]),L'(E),L?*(E) 等 . 许多 相关 的 重要 概念 ,如 度量 空间 (X ,p) 
P 的 开 集 、 邻 域 . 内 点 、 外 点 , 闭 集 、 聚 点 孤立 点 、 闭 包 , 映 射 的 连续 性 、 序 列 的 极限 ,空间 的 分 


jh 
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离 性 .连通 性 、 紧 性 等 ,对 于 所 有 度量 空间 都 成 立 . 为 讨论 度量 空间 更 进一步 的 重要 性 质 ,本 
小 节 从 序列 的 收敛 性 开始 . 

1) 度量 空间 中 的 序列 收敛 性 

定义 4.1.1( 序 列 的 收敛 性 ) 设 (X,o) 是 度量 空间 , {fzv jnez+CX 是 X 中 的 一 个 序列 
(由 定义 3.3.3, 它 是 Z+ 到 (X,po) 的 一 个 映射 ) ,如 果 存 在 一 个 元 EX, 使 得 当 mr 十 co 时 ,有 
peCzya) 一 0, 则 称 序列 {zo jnez+ 收敛 于 a( 或 收 化 到 a), 记 为 

lim zw =@y 

或 简 记 为 za, 称 a 为 {x,}wezt 的 极限 .在 不 发 生 混淆 的 情况 下 ,序列 简 记 为 {x,). 

显然 , 当 拓 扑 空间 (X ,7) 为 度量 空间 (X,p) 时 ,定义 3. 3. 3 与 定义 4. 1.1 所 述 是 一 致 的 . 
用 e-6 语言 描述 为 

lim zw =a®S Ve>0, JINEN, s.t. n> NN 时, pz,a) < e. 

关于 极限 ,我 们 有 如 下 性 质 : 

定理 4.1.1 设 (X,p) 是 度量 空间 ,{x,}CX 是 XX 中 的 序列 . 

(1) 若 {x,} 收 敛 , 则 其 极限 是 惟一 的 ; 

(2) 若 {z,} 收 敛 , 且 极限 为 a€E 义 , 则 其 任 一 子 列 {x, } 都 收 化 到 as 

(3) 若 {z,} 收 敛 到 aEX, 则 对 于 任意 5EX, 数 列 {p(zx，,6b)} 在 R 中 是 有 界 的 . 

证 (1) 设 lim zx, =a, lim z=b, 且 4 天 0, 则 lim p(Czwya) 一 lim oCzw0) 一 0, 故 Ve> 
0,3N>0,s.t, n>N 时 ,p(x, sa)<e 且 p(x,,6)<e. 于 是 ,nN 时 ， 

plasb) < plasx,) p(x, 6b) < 2e， 

由 于 e>0 是 任意 的 , 故 pla,5) 二 0, 从 而 a 二 6. (1) 得 证 . 

(2) 设 lim z, 一 <, 故 Ve>0,3N>0,s.t nN 时 ,p(xz,,a)<e; 因此 对 于 任 一 子 列 
{zm}: 当 和 二 N 时 ,p(x 0)<e, 此 即 lim zw 二 a,(2) 得 证 . 

(3) 设 lim ze 一 a, 则 Ye>0， 3N>0,s.t. n>N 时 ,p(x,ra)<e > YOEX,o(a,0) 一 
7; 当 n 生 N 时 ,p(xz,,6) 寺 p(x,,a) 十 plas6)<e 十 7 二 令 M 为 p(xz1,6),…,p(zns6),e 十 7 中 
最 大 者 , 则 plz:b) MnEZT ), 故 {p(xz,,0)} 有 界 . (3) 得 证 . 

在 度量 空间 中 ,连续 性 的 充 要 条 件 可 由 下 面 定 理 表 达 . 

定理 4.1.2 设 (X,p) 与 (Xi,p1) 为 两 个 度量 空间 ,f:X 一 Xi 为 X 到 XX 的 映射 , 则 
f:X 一 Xi 为 连续 映射 , 当 且 仅 当 VxEX, 序 列 {x,}CX 收敛 到 xz, 冀 含 序列 {f(z,)}CXI 
收 化 到 f(x). 

证 必要 性 在 度量 空间 中 ,映射 f/:X 一 Xi 在 xo。€ XX 连续 ,等 价 地 表示 为 

Ve 50 st pom) EH: mfr (se 
> VfzTlCX， lim zx,—=z, 则 Ve>0, JINS>0, & tna>N 时 ,p(x, :xz)<6 
之 (F(z);f(z))<e, 也 就 是 lim f(x)=f(z). 
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充分 性 设 Y {z,}CX, lim xz, 一 7 蕴含 lim f(x) 一 f(z), 用 反 证 法 , 若 3j zoEX， 
st f(z) 在 zs 不 连续 , 则 ea>0,， st Vn 一 1,2,…, x, EX, 使 得 p(x,wzo) 二 士 ,但 由 反 


证 法 假设 p.(f(z,) ,7Czo)) 二 eo, 这 与 充分 性 假设 矛盾 ,因此 f:X 一 Xi 连续 . 
2) 度量 空间 中 的 Cauchy 序列 (基本 序列 ) 


定义 4.1.2(Cauchy 序列 ) 设 (X,p) 是 度量 空间 ,{x,}CX 是 XX 中 的 序列 , 称 {x,} 为 
X 中 Cauchy 序列 (基本 序列 ) , 若 对 于 任意 s>0, 存 在 N>0, 使 得 my 二 N 时 ,p(x sx) 过 e. 


3) 度量 空间 的 完备 性 与 完备 化 


定义 4.1.3( 完 备 度量 空间 ) 设 (X,o) 是 度量 空间 ,如 果 (X,po) 中 的 任 一 Cauchy 序列 
都 收敛 到 义 中 的 一 个 元 iEX, 则 称 (X,p) 是 完备 度量 空间 (complete metric space). 

度量 空间 (X,po) 的 子 集 ACX, 如 果 作 为 子 空间 是 完备 的 , 则 称 A 为 (X,p) 的 完备 子 集 
(complete subset) . 

例 4.1.1 设 Q 为 有 理 数 集 , 在 距离 p(x,y) 二 |x 一 y| 之 下 成 为 一 个 度量 空间 , 且 是 
(R ,o) 的 子 空间 . 但 在 距离 o(z,y) 一 |z 一 y| 之 下 ,Q 是 不 完备 的 . 

事实 上 , 任 一 有 理 数 序列 {7,},r, EQ ,车 在 距离 p(x,y) 二 |x 一 y| 下 收敛 , 则 其 极限 可 


以 是 有 理 数 rE Q ,也 可 以 是 无 理 数 ;4 Q。 例如 ,对 于 有 理 数 序列 ,一 1 十 汪 , 有 


nt mr 二 oo 


im = lim (1+3)=1€ Q; 
但 是 ,对 于 有 更 数 序列 (x,)" (1 十 十 】 , 却 有 
Jim C7)” = Jim (1 + 二 =e¢Q. 

例 4.1.2 设 R 为 实数 集 ,在 距离 p(x,y) 二 |zx 一 y | 之 下 成 为 一 个 度量 空间 (R ,po) ,并 
且 是 完备 度量 空间 . 

事实 上 ,对 于 (R!, |x 一 y| ) 中 的 任 一 Cauchy 序列 {zx,}CR!, 取 e==1,IJNEN , 当 n， 
m 之 N 时 ,|z, 一 zn | 过 1; 于 是 , 取 定 m=mo 之 N; 则 nN 时, |z, 一 zm | 过 1, 故 

ls | = | i | i le Va 

由 此 ,|z| 委 maxf|z | ,…， | mw 要 | | 十 1} 三 M, YnEN 成 立 , 所 以 , {x,} 是 R! 中 的 有 
界 序列 . 由 实数 集中 闭 区 间 的 Bolzano-Weierstrass 定理 得 到 : 对 于 R! 中 的 有 界 序列 {z,}， 
必 存 在 收敛 的 子 序列 {fzw} .使 得 lim zw 一 zE [一 M'M]. 下 面 证 明 {x,} 也 收敛 到 同一 


i 
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事实 FE, Ye>0,3NEN ,st k>Ni 时 ,|z% 一 +| 达 了 ; 此 时 必 有 之 k( 子 列 的 定 
义 ). 另 一 方面 , 因 {z,} 是 Cauchy 序列 , 故 3 N, EN , s.t. n,m 之 Ns 时 ， | 于 
是 , 令 N 一 maxfNi ,Na} ,因此 A>Ni 从 而 办 >N 时 ,|x 一 +| 一 人; 于 是 ,nN 时 ,有 


攻 = 市 之 字 在 千 = 
故 得 到 lim xz, 二 xE R'. R' 的 完备 性 得 证 . 


or 十 cn 


4) 常用 的 完备 度量 空间 
(1) (R" ,p(x,y)). 


R= {z= (zr T): TE R,j=1,2,.%,n}, p(x,y) = [2 
j=1 


(2) (1?,p(z,y)), 1 p<+™. 


EP 
» 


He 误 
?= {z = (Zz i | 前 | 本 二 ee oCz,y) 一 也 [sw] 
j= j=1 


(3) (poCzyy)). 
”= {r= (zr) :|z)|<+ ,jE Zt+}, bz) = ug zj)— yj|. 
je 


(4) (ssvoCzyy))。 


$= {z= (xi,z2.") :x E R}, pl(z,y) = 


(5) (S([a ,60]) ,p(x,y)). 


S([a, 习 ) = {f:[a,6] 上 a.e. 有 限 的 可 测 函 数 } ,p(x,y) | i f(D — gC | 


F [FoD 一 gCD| 


6) CC [Lasb)) ptrsy)). 
Cl[a,6b]) = {zx(1): [a,b] 上 的 连续 函数 }, p(x,y) 一 max [x(n) — y(t)|. 


(7) (Ct([a,b]) ,p(xz,y)) ,EN . 
Ct([La,b])= {x00) :xz () EC(La0])} ,的 定 C® (La.b])=C([La,b]), 


oz,y) = >) max | 并 (0 一 3 人 | 
pr 
(8) (C™ ([a,6b]) ,p(x,y)). 
CLasb)= {2D rw (EC( Lab EENY:; 
:| max |z™ (D —y™ (| 


站 GD — id » 
pe 1+ max|z (2) —y™ (2)| 


PCzyy) 
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(9) (Le(E) ,po(z,y)),1< pp 一 二 co,ECR 为 Lebesgue 可 测 集 . 
和 
L2(E) = EG NE to poCzyy) = (J — y(t) a]. 
(10) (L”(E),oCz,y)),ECR 为 Lebesgue 可 测 集 . 


def 
L™(E)= {z(t):esssup|zx(D)|= in 
EE m(E0)=0 4 
ECE 


2p 1*D1<+ 


PCzyy) 一 esssup |z(1) 一 >(z) | . 
为 讨论 度量 空间 的 完备 化 ,对 照 一 般 拓扑 空间 (X ,rt) 中 稠密 性 的 定义 ,度量 空间 中 则 有 
如 下 定义 . 
定义 4.1.4( 稠 密 子 集 ) 设 ACX,BCX 是 度量 空间 (X,o) 的 子 集 , 称 A 在 已 中 稠密 ， 
若 BCA. 
注 1 对 于 整个 空间 X 而 言 ,车 X=A, 则 称 A 是 X 的 稠密 子 集 . 
注 2 度量 空间 (X,p) 中 稠密 性 的 意义 : BSA 表示 B 中 的 点 都 是 A 的 聚 点 , 亦 即 
Vr+EB, Ve>0=> 3jyEA,stozy) 一 si 
或 等 价 地 ,有 
VziEB= I{y}CA, st lim p(x »y") = 0. 


定义 4.1.5( 度 量 空间 的 完备 化 ) ”对 于 度量 空间 (XX,p) ,包含 (X,p) 的 最 小 完备 度量 空 
间 (Xo ,po) 称 为 (X,p) 的 完备 化 度量 空间 ,简称 完备 度量 空间 (Xo ,po ) 为 度量 空间 (X,o) 的 完 
备 化 (completion). 

此 定义 等 价 于 : 对 于 度量 空间 (X,p), 若 存在 完备 度量 空间 (Xo ,po), 使 得 (X,p) 与 
(Xo ,po) 的 一 个 稠密 子 集 X。 等 距 同 构 (equidistant isomorphism); 亦 即 , 若 存 在 完备 度量 空 
间 (X。 ,po) 及 其 稠密 子 集 X。CX。，Xo 一 X。, 并 且 存 在 映射 T;:X-~Xo ,st 

pTr,Ty) = p(x,y), Vrsy €E X, 


其 中 映射 :XX。 称 为 X 到 X。 的 等 距 同 构 映 射 , 即 是 X 到 X。 的 双方 单 值 .双方 连续 ， 
且 保 持 距离 p, (Tz,Ty) 二 p(x,y) 的 映射 , 则 (Xo ,po) 称 为 (X ,p) 的 完备 化 ,映射 也 简称 为 
等 距 同 构 . 


定理 4.1.3 设 (X,p) 是 度量 空间 , 则 (XX,p) 必 存在 其 完备 化 (Xo ,po); 进而 ,在 等 距 意 
义 下 ,度量 空间 (X,o) 的 完备 化 是 惟一 的 . 


证 根据 定义 ,需要 构造 一 个 完备 度量 空间 (X。 ,po) ,并 构造 (Xo ,po ) 的 稠密 子 集 XoC 
Xo ,X 一 X。 ,使 得 (Xu ,po) 与 (X,p) 等 距 同 构 . 具体 方法 是 利用 等 价 类 来 构造 (X,p) 的 完备 


化 .证 明 分 为 以 下 六 步 . 

(1) 定义 等 价 关系 一 : 对 于 (X,o) 中 的 Cauchy 序列 {zx} , {yw}CX, 若 lim px,yn) 一 
0, 则 称 此 二 Cauchy 序列 彼此 等 价 , 记 为 {z,} 一 {y,}. 显然 这 是 等 价 关系 ; 将 每 个 等 价 类 记 
为 8= {zr} ,7 二 {ys}，"…, 等 价 类 的 全 体 记 为 

Ko = 《677 一 (zf [zy 

(2) 在 Xo 一 {6,7,5,…} 中 定义 距离 ,使 其 成 为 度量 空间 : 对 于 两 个 元 6 二 {x,} E Xo 与 

7 二 {yw} EXo, 定 义 其 间 的 “距离 ”为 
PoE = limp(z, ,yn). 全 :了 未 
我 们 证 明 , 此 po 为 Xuo={8.7,5,…} 上 的 一 个 距离 . 亦 即 证 明 以 下 三 点 : 

中 (4.1.1) 式 定义 的 极限 存在 , 且 为 非 负 实数 . 这 只 要 证 明 实 数 序列 {w } = 一 {o(Czyy))} 
是 一 个 Cauchy 序列 ,再 根据 实数 的 连续 性 ,存在 极限 lim on 一 ,jimp(zoyyw) ER , 且 由 于 
om 二 0 得 到 lim a, 一 “之 0. 

事实 上 ,实数 序列 {a,} 王 {p(z, ,ys)} 是 Cauchy 序列 ,因为 由 距离 的 三 点 不 等 式 得 

|w —an |= |eoCzyy) 一 oCzeyyw)| 
< |o(zy) — pzm sys) | |pCzm sys) — plzns Ym) | 
< py 
于 是 ,由 = {x} ,7 二 {yw} 为 Cauchy 序列 , 故 YVe 二 0, 3j N>>0, st n,mN 时 ,有 


€ E 
ED) < Pgh rn} 了 


从 而 得 到 Ye>0, 3 N>0, s.t. ma 二 和 时 ,|w 一 om| 王 se. 此 即 {fw} 一 {oCzyy)} 是 及 中 
的 Cauchy 序列 . 

@@ (4.1.1) 式 中 的 极限 不 依赖 于 等 价 类 中 Cauchy 序列 {x,} 的 选择 . 亦 即 要 证 明 : 若 
{zn}, {zn} EE, {yr}, {yr} E7 则 

oo (和 7) 一 Jim plzxn syn) 一 lim oCzw yw)， 
事实 上 ,由 
|pCzsyyn) 一 p(z5 yy) | |oCz yw) — p(x yn) | 十 |pCzn sy,) — p(x ,ys) | 
pz sz ) 十 oCy,y)， 

但 因 {z,},{zxs} EE 蕴含 p(z,,zs) 一 0 与 {y,},{y%4}E7 蕴 含 p(y,,ys) 习 0, 故 上 式 右边 趋 向 
于 零 , 从 而 得 到 lim plzxn 91) = lim p(x ys). 

图 (4.1.1) 式 中 定义 的 (和: 四 一 lim p(zs'y) 满 足 距离 的 三 个 条 件 ( 证 明 留 作 习题 ). 

于 是 ,X。 一 {5,7,5,…} 在 距离 po,D 二 lim po(zwyy) 之 下 成 为 一 个 度量 空间 (Xe ,po). 


(3) 在 X。 二 {8,7,5,…) 中 定义 一 个 稠密 子 集 X。CX。, 亦 即 Xu 一 Xu: 事实 上 ,对 zxEX， 
显然 x, 二 TI,n 二 1,2,… 是 Cauchy 序列 . 称 为 常 驻 序列 , 记 为 所 ={7,z…})EXo. 记 常 驻 序 
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列 的 全 体 所 成 的 集 为 Xu 一 13.: zxEX}CXo. 下 面 证 X, 在 X。 中 稠密 , 即 证 X, 二 X。. 
推理 如 下 . V & 二 {x,}€EX。 一 Ve>0,I3N>0, s.t.nm>N 时 ,p(x,,xn)<e => Yj> 


N, A368, ={0 5) E Kos st plEsA)= limplzisz) Se > imp 人 总 ,9 一 0 
a EE 


> VYé={z,) EXo, IE,EX,, st limpo li, =0 > Xo=Xo. 

(4) (Xo ,po) 是 完备 度量 空间 : 取 { 名 }C Xo 为 Cauchy 序列 , 欲 证 37E Xo, s. t. 
im p61 力 一 0. 事 实 上 ,Ve 一 ,V6 EX 一 > 3h EX st pssT) < nl, 
2,… 过 Vn, 常 驻 序列 二 二 {y,,… ,ys,…) EXoCXo 是 Xo 中 的 一 等 价 类 = 等 价 类 序列 
{ 甩 )CX。 满足 mw (7 7) 一 CC sym) ,其 中 y, EX, 且 ply, syn) 二 po (Tn Tm) 全 po (7,， 所 ) 十 
册 (6 0 人) 十 和 (各 和) 二 二 十 和 (5 名) 十 二 一 由 (各 )C X 为 Cauchy 序列 , 故 m 
m 闻 十 co 时 ,po (名 ,所 ) 一 0. 于 是 , 当 ”m 一 十 sc 时 ，lim_ p(y ym) 一 0 字 {yn}CX 是 Cauchy 
序列 二 {ym} 必 属 于 某 个 等 价 类 ,从 而 3 7€ X。， 本 t. {ym} EN 有 po (5 力 委 po (G7) + 
pC! 胃 三 二 十 p(T ,1) 之 9E Xo 是 (ya) 所 属 的 等 价 类 ,上 且 (yy,…) 一 EX。 二 


由 5 一 1 2 有 商人 ww 故 一 lim o(Cwyym) 一 0 之 当 n 充 分 大 时 ,有 PoCTs 力 三 十 之 存在 
jE Kos Si t; lim po (=0 之 (Xo ,po) 的 完备 性 得 证 . 

(5) XoCX 与 X 等 距 : 定义 映射 :zx 一 各. 我们 指出 

@ 了 是 X 到 X。 的 一 一 满 射 , 因为 YzEX, 了! 名 EX。; 反之 ,YEE X。 是 常 驻 序列 ， 
故 罗 {zlyz， ,Zz，，,"…} 的 每 项 必 相 等 ,zi 一 zs 一 … 一 x, 一 *… 三 XEX; 

@ T 是 X 到 X。 的 等 距 映 射 : 因为 (用 一 lim plrss3) = lim Am(e 7) 一 0Czyy)， 

@T 与 T-: 的 连续 性 由 等 距 立 即 得 到 . 

(6) 在 等 距 意 义 下 , CX,o) 的 完备 化 (Xu:pm ) 惟 一 确定 : 我 们 省 略 其 证 明 , 读 者 可 参 
看 [6]. 

于 是 ,定理 得 证 . 

例 4.1.3 设 X = {r= (s&s 和 ,0,0,…): 和 ER,1 壹 j 志 kk,k € 2Z+}, 它 是 


= 人 = | | tor) 的 子 空间 (为 什么 ?) ,但 是 在 1* 的 距离 


二 co 


ws 
pz,y) = (S EE -yl) 


db 


之 下 , 它 却 不 完备 . 事实 上 , 若 取 X 中 的 序列 


1 1 1 
zi 一 (1,0,0.…)， Zo 一 (到 ,oo…】 一 0 


易 见 ,{z,}C 己 六 是 距离 pCz,y) 一 ( i 中 之 下 的 Cauchy 序列 ,但 是 在 子 空间 X 
j=1 


中 却 无 极限 . 显然 ,X 在 1? 中 稠密 ,而 且 必 是 X 的 完备 化 . 
例 4.1.4 设 P(La,6]) 为 [a,5] 上 所 有 多 项 式 的 全 体 , 它 是 空间 (C([a,6]) ,poCzyy)) 的 
子 空间 ,但 是 ,在 C([a,]) 的 距离 之 下 ,P([a,6b]) 却 不 完备 ,这 是 因为 P([a,6]) 中 的 序列 


zt-1 


pi(t) 一 1， p(t) 一 1 十 喜 ， 2 pnbt) 二 1 十 各 十 … 十 


是 C([a,65]) 距 离 下 的 Cauchy 序列 ,但 在 PC([a,5]) 中 却 无 极限 . 然而 ,P([a,5]) CC 
Cl[a,6b]), 且 Pl[a,6]) 在 CC([a,6]) 中 稠密 ,因此 C([a,6]) 是 P([a,65]) 的 完备 化 . 
例 4.1.5 Cl[a,b]) 在 距离 p(f,g) 一 max |f(z) 一 g(xz) | 之 下 是 完备 度量 空间 ; 


Lr([a,6]) 在 距离 | [ 17GD 一 g(a) |?dz] 之 下 是 完备 度量 空间 . 下 面 给 出 这 两 


个 重要 的 度量 空间 完备 性 的 证 明 . 
(1) 对 于 C([a,6j) 中 的 任 一 Cauchy 序列 {x,(t):tE La,6j]} ,由 定义 得 
Ve>>0, JNEN, s.t. nm>N 时 ， max{|z(D 一 zeCO| <e， 


亦 即 ,不 等 式 | xz, (1) 一 z(t) | 过 e 对 于 :ELa,6bj 一 致 成 立 , 也 就 是 lim zw(2) 在 tiE[a,O 上 一 
致 收敛 ,由 高 等 数学 中 的 结果 , 了 z(DOEC(La,O)，st lim z(O 一 z(C0, 故 CC[e, 扫 ) 是 完 
备 度量 空间 ， 

(2) 对 于 L?*(E) 中 的 任 一 Cauchy 序列 {x,(1) :1EE}CL?(E), 对 于 kEZ+ ,可 选取 一 
个 自然 数 .EZ* ,使 得 时 ENC GI < 于 2 对 于 每 个 具有 有 限 
测度 的 子 集 ecCE,m(e) 到 十 co ,利用 Holder 不 等 式 , 有 

| be 的 二 {6 | dt 过 {| | (DD 一 2 (1) Lar} (| ae)” < 去 (mC 六 和 


其 中 方 十 二 一 1 因此 级 数 3| | CD 一 zs (DD) | 由 收敛 . 由 被 积 丽 数 |z (2) 一 zx, (CD1 0 
一 1 
非 负 , 根 据 实 变 函数 中 的 正 项 级 数 的 可 积 性 定理 ([6]) ,得 到 
呈 | | zw (Ci 一 zw (CD | dt 一 | 3 | 太一 | 二 
于 是 ,级 数 
[a | et 0 | | 0 — | 

在 e 中 几乎 处 处 收敛 ; 又 由 eCE 为 任 一 有 限 测度 的 子 集 , 故 其 和 函数 xz(z) 是 工 可 测 函 数 ; 
由 此 ,级 数 
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BD (DD) —m CF ms (0) — sm (4 
在 玉 上 几乎 处 处 收 伍 到 可 测 函数 z(7) , 亦 即 序列 {zw (zt)} 在 王 中 几乎 处 处 收敛 到 工 (z). 


下 面 证 明 WELE), lim | | [a Pa) = 
由 于 {x,(2) :1EE} 为 Cauchy 序列 ,Ve>>0,3NEN , s.t. n,m>>N 时 ,有 
人 ee -0 延 酌 
固定 ”, 令 & 一 十 co ,根据 实 变 函 数 中 的 积分 号 下 取 极 限 的 定理 ,得 到 
人 la 0) = i Lim_|z(0 -xD lad) 
一 人 .ze 一 Oo 一 te. 


于 是 , Ve>0,3NEZ- ，s.t n>N 时 ,|， lz -zx ?dt)" <e. 


进而 ,由 zx(2) 一 x,t)EL?(E), 知 zz(2) 二 {x(i) 一 zx.(2)} 十 z(t)EL?*(E), 因 此 得 到 基 


本 序列 {zx,(D):tEE}CL?(E) 收 伍 到 xz(1)EL?(E). L*(E) 完 备 性 得 证 . 
然而 ,我 们 指出 ,C([a,5]) 在 距离 


旦 
2 
(zy) 一 ( lz -yD 
[ey] 


之 下 ,虽然 是 L?([a,b]) 的 子 空 间 , 但 却 不 是 完备 子 空间 . 


事实 上 , 取 一 点 c € (a,b), 令 x,(1) 一 arctann(t 一 c),t € [ao € 2+, 可 以 证 明 ， 


Ee 了 
mi € Cl[a,6j) CL([a,6]); 且 存 在 z(t) = 10， Wy (RIE 
3 et<b 


在 Le) 距离 下 的 极限 ,limp(z,z) 一 tn (| ,Da a) 二 0. 因此， 
{za()}C Cl[a,6bj), 且 是 距离 p(x,y) 一 (J. 品 [zx -Old 之 下 的 Cauchy 序列 ; 但 


是 ,这 个 z(i) 却 不 是 连续 函数 ,所 以 C([a.5]) 按 距离 p(x,y) 一 (fs [xz 一 y(CD a] 是 不 
完备 子 空间 . 


由 以 上 例子 可 知 ,度量 空间 是 否 完备 ,与 距离 有 密切 关系 ,例如 ,在 一 个 距离 p 之 下 ， 


(X,p1) 可 以 是 完备 的 ,但 在 另 一 个 距离 ps 之 下 ,(X,ps) 却 不 是 完备 的 . 


4.1 度量 空间 理论 


由 于 赋 范 线性 空间 ,内 积 空间 、 欧 氏 空间 等 都 是 度量 空间 ,因此 本 节 关 于 完备 性 的 讨论 
对 它们 都 适合 . 今后 ,就 可 视 度 量 空间 、 赋 范 线性 空间 ,内 积 空间 都 已 经 完备 化 而 成 为 完备 
空间 . 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 ,完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 


2. 完备 度量 空间 的 重要 性 质 及 应 用 

定理 4.1.4 设 (X,o) 是 完备 度量 空间 , 则 X 中 的 任意 非 空 闭 子 空间 是 完备 子 空间 ; 反 
之 ,X 的 完备 子 空间 是 X 的 闭 子 空间 . 

证 必要 性 ”因为 完备 度量 空间 (X,o) 中 的 非 空 闭 子 集 正 的 任 一 基本 序列 {fz,}CF 收 
敛 于 zoEX, 且 lim z, 一 zoE 下 一 下 , 故 zoEF, 所 以 (F,p) 是 完备 子 空间 . 

充分 性 ” 若 度 量 空间 (X,p) 的 子 空间 (E,p) 是 完备 子 空间 ,ECX. 为 证 EE 是 X 的 闭 子 
集 , 任 取 a€E, 则 3 {zx}CE, s.t，lim zx 一 a 产 {zw}CE 收敛 一 {zx,} 为 基本 序列 二 因 
巨 完备 , 故 30EE,， st jlim zs 一 一 因 度量 空间 为 7 型 , 故 两 个 极限 5EE 与 4€EE 相 
等 一 uaE 巨 一 E=E. 充分 性 得 证 . 

完备 度量 空间 中 的 不 动 点 (fixed point) 定 理 非常 重要 ,并 且 有 广泛 的 应 用 . 

定理 4.1.5 对 于 完备 度量 空间 (X,p) 到 自身 的 映射 T:X 一 处 , 若 Vrx,yEXX, 成 立 不 
等 式 

p(T(z),T(y)) < pr,y), 嫩 . 直 动 

其 中 0 三 9<<1 为 常数 , 则 映射 工 在 X 中 存在 惟一 的 不 动 点 roEX. 亦 即 ,存在 惟一 的 zoE 
X, 使 得 T(Czo) 一 zo. 称 满足 (4.1.2) 式 的 映射 了 为 压缩 Ccompression) 映 射 . 


证 首先 注意 到 ,(4. 1. 2) 式 蕴含 映射 T 的 连续 性 . 
事实 上 ,VxEX, Ve>0,36>0, st p(z,y)<69 时 ,p(TCz),T(y))<e( 若 0 一 0, 取 


6 二 e; 若 0 一 0 一 1, 取 0); 由 xzEX 的 任意 性 , 知 T:X 一 X 连续 . 


在 XX 中 任 取 一 点 z1EX, 令 zs 二 T(z1) ,zs 二 T(z2),… ,zn 二 T(z,),…， 我 们 证 明 ， 
这 样 得 到 的 序列 {z,}CX 是 基本 序列 . 事实 上 ， 
p(Cziyzz) = p(T(z0) ,T(r1)) < pzo 71) = pxo, T(xo)), 
plx2s73) = p(T(z1) T(z)) < p(xis72) = Ppl(xo, T(xo)), 


PCznyznH) = pT(ze), T(x)) < Op (ze,Ts) = Oo (T(x, 2s), T(r,1)) 
过 Pox z Zr SE EOo(zo T(r0)), n= 1,2,°. 
于 是 ,VpE2Z! , 当 n> 十 时 ,有 
pmp dA ola pn mt nt 


多 (1 


a Ho, To)) 
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Sig To) 阅 0，( 因 0 三 0 二 1. 故 VF 一 0,n 一 十 吕 ) 


由 此 ,序列 {z,} 是 X 中 的 基本 序列 ,再 由 X 的 完备 性 ,存在 zuEX, 使 得 lim x, 一 z. 

在 式 zx,+1 二 T(x) 两 边 取 极限 ,并 由 映射 工 的 连续 性 ,得 

Wh lim zn = lim T(x,) =T( lim zw) = T(zxo)，, 

故 zo 二 T(xo), 因 此 zo 是 映射 工 的 不 动 点 . 

最 后 ,证 明 不 动 点 的 惟一 性 . 若 映 射 T 有 两 个 不 动 点 zeyyo , 则 

plxo»y0) = p(T(xo),T(y0)) < p(xo ,yo), 

但 是 090<1, 故 o(Czo,yo) 一 0, 从 而 zo 二 yo ,惟一 性 得 证 . 

下 面 给 出 不 动 点 定理 的 应 用 . 

例 4.1.6 积分 方程 

z(1) = FOOD 十 KozCods 全 开动 

称 为 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm) 积分 方程 ,其 中 f € L*([a,6]) 给 定 ,4 为 参数 ,K(xz,s) (r,s € 
[a,6j) 为 满足 有 |KG,s) |?dtds 一 十 co 的 已 知 二 元 函数 , 称 为 核 (kernel) 函数 ,x(7) 为 所 


求 的 L:([a,6]) 中 的 未 知 函数 ， 则 Fredholm 积分 方程 对 于 充分 小 的 |4| ,存在 惟一 的 解 
z= z(t) EL (Lab)). 
证 为 利用 不 动 点 定理 4.1.5, 定 义 映 射 T:L?([a,b])>L?*([a,b])， 


b 
(T(E TCD 一 F700) + K(t,s)r(s)ds. 
由 Minkowski 不 等 式 , 得 估计 式 
6 b 
| [Kads 


2 b b b 
da<| [| IKG:e lds| lz lds]d 


bfb b 
= | | |[K(t,s) dsdr| |z(s)|2ds < 十 co， 
故 映 射 工 将 z(D 从 LL:([a,5]) 映 到 L?([a,65]). 
当 |4| 充 分 小 时 ,有 
9= |4| (fhes dd 人 
于 是 ,再 由 Halder 不 等 式 得 


| 


2 


b b b 
= 0 fwe | Kozcod| 三 {7® +2| KG)y) | 
2 

叫 


sf rs 去 四 去 
< a 和 (I lal) 。 人 lz 一 > 时 


b b 
= a I K(t,s) (x(s) — y(s))ds 


4.1 度量 空间 理论 


6 6 二 
e I (| [Ke,s) [ea]as] ec = WD 


因此 ,T 是 压缩 映射 ,由 定理 4.1.5, 存 在 惟一 的 函数 (1) EL?([a,6]) ,满足 Fredholm 积分 
衣 程 色 1 且 ; 
例 4.1.7 对 于 完备 度量 空间 (X,p) 到 自身 的 映射 TT:X 一 X ,如果 存在 常数 9,0<<0<1， 
以 及 n。 E21 ,使 得 
PCTnz,Toy) 委 bpo(Czy)， V(r,y) E XXX, 
其 中 7T" 是 映射 T 的 第 n 次 近代 ,T"(z)= 二 TCT"!1(z)), 则 工 在 X 中 存在 惟一 的 不 动 点 . 
证 映射 的 第 no 次 迭代 T" 满 足 的 条 件 p(T%z,T”%y) 三 9o (zx,y), 即 (4.1.2) 式 . 根 
据 不 动 点 定理 4. 1. 5, 映 射 Te 存在 X 中 惟一 的 不 动 点 zeoEX. 这 个 ze 也 是 映射 T 的 不 动 
点 ,因为 
Ti(z) 三 曾 字 Te(T(zo)) = Tti(z0) = T(T (20)) = T(z0) 
过 > T(zo) 是 T% 的 不 动 点 ,由 T 的 不 动 点 惟一 性 二 > T(zo)= 二 zo 二 zo 是 本 的 不 动 点 . 
进而 ,zo 也 是 工 惟一 的 不 动 点 ,因为 , 若 另 有 一 个 不 动 点 mm ,T(z1) 二 zz ;: 则 T(z1)==x 之 
T(x) = Tw (T(r) = Toh) 一 TTCm) 一 TTCTCrD)) 一 TTCzl) 
mu 十 1 no no 
= TT TGa) 一 … 一 T(zi) 王 二 
mu 一 1 
过 > x 是 Tw 的 不 动 点  zo 一 z. 结论 得 证 . 
例 4.1.8 积分 方程 
二 f(D 42 Ks zc ds (4.1.4) 


称 为 沃 尔 泰 拉 (Volterra) 积分 方程 ,其 中 /EC(La,65]) 给 定 ,4 为 参数 ; K(xz,s) 为 定义 在 
a 三 x 三 b,a 二 st 中 的 已 知 二 元 连续 函数 , 称 为 核 函 数 ,z(t) 为 所 求 的 Cl[La,5j]) 中 的 未 知 函 
数 . 则 Volterra 积分 方程 对 任意 常数 4 与 任意 fEC(C[La.5]), 存 在 惟一 的 解 + 二 x(1) € 
CLa,b]). 
证 作 映 射 T:C([a,65])>C([a,6])， 
(T(z) 0 = £0) +2| K Csr ds, (4.1.5) 


则 对 于 任意 zt) ,zz(t)EC(l[a,6]), 有 


|(CTCzD))(CGo — (T(r) 0)|= |4| ed ta) -eold 
委 |AIMG—a) max |zi1(7) — za (2) | 
t€E[a,b] 


= |A4|IM( — plz ,zs), (4.1.6) 
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其 中 M=max{ |K(t,5)|:5€ [ast],tE[La,b]} p(x,z:)= max [71(D za (0) | 秀 击 与 遍 
在 CC[e,o]) 中 的 距离 . 
我 们 证 明 ,(4. 1.5) 式 中 的 映射 T 满足 例 4. 1.7 的 条 件 p(T”%z,T”y) 二 9p (xz,y). 
雪 元 =1 时 ,(4. 1;6) 式 给 出 | (TCGa))(0) 一 (T(z2))(0 | 志 |4|MG 一 a)p(za ,zs)3 


2 


假设 =k 时 ,有 | (Te(Czi))(GD 一 (TeCzs))GD| 雪 |A| AM < 07 p(x1 ,zs), 于 是 ， 


[CT XY) — CT Cra) | = | | Kais)[Tezigs 一 Tezaks)]ds 


Cs Pe i a GadsJocn ,XT2) 


三 | 现 | 加 和 Te pe 


根据 归纳 法 ,(4. 1.5) 式 中 的 映射 T 对 于 一 切 2E 2 成 立 
| TD DT x) DS AM 


CN EE 


这 样 ,对 于 任意 常数 1, 选 取 足 够 大 的 zxEZ+ ,使 得 9= |41"M" 2 + 一 一 之 1, 故 由 例 半 1 了 


中 的 结果 ,存在 惟一 的 函数 z(t)EC([La,65]) ,满足 Volterra i 
dy 
加 在学 外 学 到 的 分 方程 宁 好 人 问题 | 于 
Was = Ws 
于 y 的 Lipschitz 条 件 | f(z,y) 一 f(z,y) | 三 M|y 一 y | 下 ,证 明了 通过 点 (zxo,yo) 有 惟一 的 
一 条 积分 曲线 . 所 用 方法 是 将 上 述 问题 化 为 变动 上 限 的 Volterra 积分 方程 y(z) = 


Yo + f(z,y(t))dt, 并 利用 的 逐次 允 近 法 . 现在 ,只 要 定义 映射 
(Tl(y))(z)=T(y(z)) = w+ ft,y(1)) dt, (4,1.7) 


并 且 由 


CT(Cy ),T(Cy )) 一 总 


上 [fom 0) fda Id 


< 二 max 
lz—zol<e 


Me max |y1(t)— y(t)| 
| 一 zo|<z 


[ MGO 一 God| 


= MbpoCy yy )， 
取 9 一 1 ,使 得 K6 二 1, 由 (4.1.4) 式 中 的 本 为 C([zxo 一 6,zxo 十 6] ) 到 自身 的 映射 ,利用 例 4. 1. 8 
中 的 结果 ,得 到 通过 (zo ,yo) 的 惟一 的 积分 曲线 . 


在 线性 代数 中 ,也 遇 到 类 似 的 问题 ; 若 方 阵 [ay J E 喘 , 满足 》 > | ou |: 二 1, 则 方 
程 组 和 
6 一 Dot, =b, i=1,2,n 
有 惟一 解 xz" 二 [zx? we 对 ;其 中 z= [§]rx1,0= [0b;] x1 € M1. 
事实 上 , 设 工 ; 双 ; 一 吸 , 是 完备 度量 空间 吸 ,(<>R") 到 自身 的 线性 映射 ,满足 
CI) = Si + bs i= 1,2,°,n. 
由 于 可 


pz) 人 袜 [ 袜 人 -的 和] 于 < 全 袜 or 袜 区 -人 中 


i=1 i=1 j=!1 


< 1 > |as 上 cm ,ze)， zyzz € 9， 
i=1 j=1 


令 9= >) >) | | 二 1, 则 映射 T: 颖 一笑 为 压缩 映射 ,因此 存在 惟一 解 二 [也 ]w e 吸 . 


i=1 j=1 


4.1.2 度量 空间 中 的 紧 性 


在 点 集 拓扑 基本 知识 一 章 中 介绍 了 拓扑 空间 (X,r) 中 各 种 紧 性 : 紧 致 性 .序列 紧 性 、 列 
紧 性 ` 可 数 紧 性 、 局 部 紧 致 性 ,这 些 紧 性 都 只 与 空间 的 拓扑 有 关 . 当 拓 扑 空 间 (X,r) 是 度量 空 
间 (X,p) 时 ,前 面 所 证 明 的 有 关 紧 性 的 性 质 也 成 立 ,而 在 度量 空间 中 , 紧 性 还 有 更 为 丰富 的 
性 质 . 此 外 ,度量 空间 中 可 以 定义 的 “全 有 界 集 "概念 ,与 紧 性 有 密切 关系 . 


1. 度量 空间 中 的 全 有 界 集 


度量 空间 (X.p) 中 子 集 ACX 的 有 界 性 定义 ,已 由 定义 3.4.9 给 出 ,而 且 定理 3. 4. 16 
与 定理 3. 4. 17 给 出 了 有 界 性 与 紧 致 性 的 关系 . 为 研究 度量 空间 的 紧 性 ,我 们 再 引入 全 有 和 界 
的 概念 . 

定义 4.1.6( 全 有 界 性 ) 设 (X,po) 是 度量 空间 , 称 子 集 ASX 为 全 有 界 的 , 若 A 具有 有 
限 e 网 ; 亦 即 ,对 于 任意 给 定 的 s>0, 都 存在 相应 的 有 限 子 集 B 二 {zi1 ,Ts，,…,Z，}CX, 使 得 
对 任何 XEA, 存 在 x;EB= 二 {x1,T2，…,X,} ,成 立 P(XsXj)<e. 称 B 为 A 的 有 限 s 网 (finite 


e-net) 


显然 ,全 有 界 性 是 有 界 性 的 推广 (参看 图 4. 1. 1 与 图 4.1.2). 
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B(xo, M) 


图 4.1.1 有 界 集 A 图 4.1.2 有 限 e 网 


2. 度量 空间 中 的 各 种 紧 性 

1) 各 种 紧 性 的 定义 

定义 4.1.7 度量 空间 (X,p) 中 的 各 种 紧 性 定义 如 下 : 

(1) 紧 致 性 (compactness) X 的 任 一 开 履 盖 都 存在 有 限 子 履 盖 .( 从 “Heine-Borel 有 限 
覆盖 定理 一 一 闭 区 间 [a, 妇 的 任 一 个 开 履 盖 必 定 存在 有 限 子 履 盖 ?得 到 启发 . ) 

(2) 可 数 紧 性 (countable compactness) XX 的 任 一 可 数 开 覆盖 都 存在 有 限 子 覆盖 . (从 
“ 闭 区 间 套 定理 一 车 [@ob] [esb] 有 lim (一 由 ) 一 0, 则 本 有三 


十 co 
站 [ao] "得 到 启发 .) 
(3) 序列 紧 性 (sequentially compactness) XX 中 任 一 无 限 序列 都 存在 收敛 到 义 中 的 元 
的 子 序列 . (从 “序列 式 Bolzano-Weierstrass 定理 一 一 闭 区 间 [a,b] 中 任 一 无 限 序列 都 存在 
收敛 到 该 区 间 中 的 元 的 子 序列 "得 到 启发 . ) 
(4) 列 紧 性 X 中 的 任 一 无 限 子 集 都 存在 属于 X 的 聚 点 . (从 “ 子 集 式 Bolzano- 
Weierstrass 定理 一 一 闭 区 间 [a,b] 中 任 一 无 限 子 集 必 存在 属于 [a,b] 的 聚 点 ”得 到 启发 . ) 
(5) 局 部 紧 性 (locally compactness) X 中 的 每 一 点 都 存在 紧 致 邻 域 . (从 “ 欧 氏 空间 RR” 
中 每 一 点 都 有 开 球 邻 域 ,其 闭 包 是 紧 致 邻 域 "得 到 启发 . ) 
定理 4.1.6 设 (X,p) 是 度量 空间 , 则 有 以 下 关系 : 
X 紧 致 会 和 可 数 紧 合 X 序列 紧 后 入 列 紧 之 X 全 有 界 . 
若 (X,o) 是 完备 度量 空间 , 则 
X 紧 致 后 X 可 数 紧 后 X 序 列 紧 后 X 列 紧 操 和 全 有 界 . 
我 们 省 略 这 个 定理 的 证 明 , 只 强调 一 下 : 在 度量 空间 (X,p) 中 ,X 的 紧 致 性 .可 数 紧 性 、 
序列 紧 性 、 列 紧 性 是 彼此 等 价 的 . 
这 里 再 次 强调 “连续 映射 保持 紧 致 性 ”. 设 (X,p1),(Y ,ps) 是 度量 空间 ,f:X>Y 是 连续 
映射 , 则 紧 致 集 ACX 的 像 集 f(A)CY 也 是 紧 致 集 (定理 3. 4. 11). 因此 ,两 个 度量 空间 之 
间 的 连续 映射 保持 紧 致 性 、 可 数 紧 性 、 序 列 紧 性 、 列 紧 性 . 


2) 紧 致 性 与 完备 性 的 关系 

定理 4.1.7 设 (X,p) 为 紧 致 度量 空间 , 则 X 是 全 有 界 的 完备 空间 . 

证 设 (X,p) 为 紧 致 度量 空间 , 先 证 其 全 有 界 性 . 任 给 s>0, 则 VzEX 为 心 .e 为 半径 
的 开 球 B(zx,e) 一 {yEX:p(z,y) 过 e} 所 成 的 集合 {B(xz,e):YVYzEX,VYe 二 0} 是 XX 的 一 个 开 
覆盖 , B(x,e) 一 X, 故 由 X 的 紧 致 性 , 3 {BCzive)3， 为 有 限 开 柳 盖 , 因此 
{ziyzz,…zn} 就 是 X 的 有 限 s 一 maxfeisz,…'en} 网 ,从 而 X 是 全 有 界 的 . 

其 次 证 明 X 是 完备 的 . D 证 X 的 紧 致 性 昔 含 序列 紧 性 设 {z,} 是 X 的 任 一 无 限 序列 ， 
设 已 = 则 {R} 是 X 中 的 单调 递减 闭 集 序列 , 且 满 足 有 限 交 性 质 ( 集 


列 中 任意 有 限 多 个 闭 集 的 交 非 空 ). 假设 站 F, = 二 U, 一 X\F, 为 开 集 , 且 UU, 习 
x(mx=d NN 已] =Ue,=U v,] 一 由 X 的 紧 致 性 , 3 {U, ,Us ,…,U,}， 
st Uo, ox = Da-No,-(Uu,)-s > 与 站 2 玫 盾 二 [Fz 


纹 
= 3zE 站 ,52, 且 xz 是 {z,} 的 聚 点 二 3 fz} 收 伊 到 zEX 一 X 中 任意 无 限 序列 
fz,} 都 有 收 化 的 子 序列 , 亦 即 ,X 的 紧 致 性 蕴含 X 的 序列 紧 性 . 

四 证 X 的 完备 性 . 任 取 Cauchy 序列 {x,}CX, 据 前 面 @ 的 证 明 , {zx,} 必 有 聚 点 
下 €E 二 {xz,}. 我 们 证 明 ,此 Cauchy 序列 的 聚 点 就 是 它 的 极限 lim p(z, ,7) 一 0: 因 若 zxEX 
是 {zx} 的 聚 点 ,由 Cauchy 序列 定义 ,Ve>0,3NEN，s.t. 当 n,m 记 NN 时 ,有 plz,sxn) 二 
si 再 由 聚 点 的 定义 , Ye 二 0, 3p 宇 N, st po(Czyz)<s; 故 当 2>>N 时 ,有 poCzyz) 魏 
CCznyzo) 十 Crzosz)<ee 一 2e, 此 即 lim p(x, ,x)=0, 从 而 X 是 完备 空间 ,定理 得 证 . 


3. 度量 空间 中 子 集 的 各 种 紧 性 
定义 4.1.8( 子 集 的 紧 性 ) 设 (X,o) 是 度量 空间 ,ACX 是 子 集 . 
(1) A 称 为 紧 致 的 , 若 A 的 每 个 开 履 盖 都 存在 有 限 子 履 盖 ; 
(2) A 称 为 可 数 紧 的 , 若 A 的 每 个 可 数 开 履 盖 都 存在 有 限 子 覆 盖 ; 
(3) A 称 为 序列 紧 的 , 若 A 中 每 个 序列 都 含有 收 化 的 子 序 列 ; 
A 称 为 自序 列 紧 的 , 若 A 中 每 个 序列 都 含有 收敛 到 A 中 某 一 点 的 子 序列 ; 
(4) A 称 为 列 紧 的 , 若 A 中 每 个 无 限 子 集 都 存在 聚 点 ; 
和 A 称 为 自 列 紧 的 , 若 A 中 每 个 无 限 子 集 都 存在 属于 A 的 聚 点 . 


注 ”对 于 度量 空间 (X,p) 本 身 .序列 紧 性 与 自序 列 紧 性 是 不 加 区 别 的 ,因为 收敛 子 序列 
的 极限 就 在 X 中 ; 列 紧 性 与 自 列 紧 性 也 是 不 加 区 别 的 ,因为 无 限 子 集 的 聚 点 也 在 X 中 . 但 
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对 于 子 集 ACX 就 应 当 加 以 区 别 , 因 此 要 分 为 “序列 紧 ”“ 自 序列 紧 ”, 也 要 区 别 “ 列 紧 ”“ 自 
列 紧 ”. 
定理 4.1.8 (1) 设 (X,p) 是 度量 空间 ,ACX 是 义 的 子 集 , 则 有 以 下 关系 : 
A 紧 致 号 A 可 数 紧 己 A 自序 列 紧 己 A 自 列 紧 二 > A 全 有 界 ; 
(2) 设 (X,po) 是 完备 度量 空间 ,ACX 是 X 的 子 集 , 则 有 以 下 关系 : 
A 紧 致 伍 A 可 数 紧 驴 A 自序 列 紧 纺 A 自 列 紧 驴 A 全 有 界 ; 
(3) 在 R" 中 ,ACR" 是 R? 的 子 集 , 则 有 如 下 关系 : 
A 紧 致 后 A 可 数 紧 后 人 A 自 序列 紧 会 A 自 列 紧 伟 A 有 界 闭 . 


例 4.1.9 实数 集 X=R 是 非 紧 致 集 ,因为 点 列 {n} 不 含 任何 收敛 子 序列 ; 进而 , 若 
X 一 及 ,FF 二 [4,6j, 一 2 之 a<6b<< 十 吕 , 则 下 为 紧 致 集 ,因而 也 是 自 列 紧 集 ; O== (a,5) 为 列 紧 
集 ,但 非 自 列 紧 集 . 
i ee 1 ,SOSL sint ..., cosnt sinnt ... 
例 4.1.10 设 X=L?[ ] 中 的 : 角 函 数 系 { ee } 
是 有 界 的 ,但 其 中 任何 两 个 元 的 距离 都 等 于 V2 , 故 不 存在 收敛 的 子 序列 ,因此 此 集 不 是 列 紧 
集合 . 


4. 赋 范 线性 空间 中 的 序列 紧 性 判别 法 

在 不 同 的 赋 范 线性 空间 (X, |zlx) 中 ,判断 序列 紧 性 有 不 同 的 定理 . 

1) R" 中 集合 的 序列 紧 性 

定理 4.1.9 在 及" 中 ,任何 集 A 为 序列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : A 是 R" 中 的 有 界 闭 集 . 
2) C([La,6b]) 中 集合 的 序列 紧 性 


定理 4.1. 10(Arzela-Ascoli) ”任何 子 集 ACC([a.b]) 为 序列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : 
(1) A 是 一 致 有 界 的 , 亦 即 ,存在 常数 M0, 使 得 
VfE€EA= |f(2)|<M, Vr€ [a,b], 
也 就 是 ,按照 C([a,b]) 的 范 数 上 f lectay = max | f(z) | ，A 是 一 致 有 界 的 ; 
(2) A 是 等 度 连续 的 , 亦 即 , Ye>0, 了 6 一 9(e) 二 0, 使 得 
Vzriz € [a' oj,|z 一 zz 天 > |f(r)— f(x)|<e, VfeA. 
3) L*([a.4bj]) 中 集合 的 序列 紧 性 


定理 4.1.11 任何 子 集 ACL?([a,b])(1 二 p 达 十 0o) 为 序列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : 
(1) A 是 一 致 有 界 的 , 亦 即 ,存在 常数 M0, 使 得 


vrea=| fC) ?dr < M, 
‘a,b 


也 就 是 ,按照 L*([a,60]) 的 范 数 下 sco,syp -( | | Mar ， A 是 一 致 有 界 的 ; 


aa 可 
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(2) A 是 La 一 臻 平均 连续 的 , 亦 即 ,Ve 之 0, 36 一 8(e) > 0, 使 得 
Vh,0<h<6, VfEA= 人 [hw fon ld) 过 写 


其 中 fi 定义 如 下 : Va>0,VzELab],fi(z) = 去 | jf 《Dde, 并 约定 当 rz$ [a,b] 


[zh,rth 


时 ,f(zx) 一 0. 


定理 4. 1. 10 与 定理 4. 1. 11 的 证 明 , 可 参看 [6]. 
4) 赋 范 线性 空间 的 局 部 紧 致 性 


定理 4.1.12 赋 范 线性 空间 (X, | zllx) 是 局 部 紧 致 的 , 当 且 仅 当 X 中 的 有 界 闭 子 集 是 
紧 致 子 集 . 
4.1.3 Banach 空间 的 基 


第 2 章 中 介绍 了 线性 空间 (X, 十 ,a* ) 的 基 SCX, 也 就 是 X 中 的 元 由 线性 无 关 集 S 中 
的 元 “生成 ” 由 定义 知 ,X 需要 有 代数 运算 结构 才能 考虑 * 基 ”因此 本 节 考 虑 赋 范 线性 空 
间 (X, 十 ,a* ,lzlx) 中 的 基 ; 又 因 任 一 度量 空间 都 可 以 完备 化 ,因此 不 失 一 般 性 ,假设 所 
考虑 的 (X ,十 ,a，，, lzlx) 是 完备 赋 范 线性 空间 , 亦 即 Banach 空间 . 


1. 常用 的 Banach 空间 
(1) CRB’, lz ). 


R” = {z= (ziz2 Ta) :Ti E Rj=12n}, zl = /> | 于 | 
j=1 


C2) CG, zs 一 十 ce 


十 co oo 二 
1? 一 {z 一 Crazy > |z; 1? < Ty lzll; = [时 la 

i=1 j=! 
C3) (1™, ||zllie ). 
= {r= (zz): |z|<+ oo, EZ}, lzle= suplz|. 

jezZt 

AGE Dd re 
Cl[La,6b]) = {f:f 是 [La,6b] 上 的 连续 函数 }， fer 二 max | f(z) i 
(5) CCTasbl)s NF lop EEN. 
Cr([a,6])={f:f*EC(La,6])}， 约定 CCLa,6]))=C([a,6])， 


天 
| Flasy 2 和 Wa | yy | 
ze[e 轴 
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(6) CL? La,6)), co),1<p< 十 co. 


> 
L*([La,bD) = [| lf) de < 十， | 三 (|. fz) vd 
(7) CL™ (a6), Nf lm) 


L™*([a,b]) = [7:eggspl7® | 一 十 | ， fl = esssup | f(z) ls 


2. 有 限 维 Banach 空间 
定义 4.1.9(Banach 空间 的 基 ) 设 (X, lz||,) 是 Banach 空间 ,车 存在 n(n 宇 1) 个 元 
elyez 和 yenEX, 使 得 任 一 工 EX 可 惟一 地 表示 为 


z= Dée, EF, j=1,2,n, 
j=! 


则 称 {e1sez，"…sen}CX 为 XX 的 基 , 称 嫩 , 色 ,… ,EF 为 TEX 关 于 基 {el,es，…,e,} 的 坐 
标 ; n 称 为 X 的 维 数 ,X 称 为 (有 限 )n 维 Banach 空间 , 记 为 dimX=n. 


车 XX 只 含有 零 元 XX 二 {0}, 则 约定 X 为 零 维 Banach 空间 ,dim{0} 一 0. 

于 是 , 当 n€EN 二 {0,1,…} 为 有 限 非 负 整 数 时 , 久 称 为 n 维 Banach 空间 ,而 集 
{erezs"sen}CX 为 X 的 基 ， 当 Banach 空间 (X, lz 上 |、) 不 是 有 限 维 的 , 则 称 其 为 无 限 维 
Banach 空间 . 


定义 4.1.10 (拓扑 同 构 ) 设 (X, lzl),(Y, lly) 为 两 个 Banach 空间 , 若 满足 

(1) 存在 同 构 映射 T:X 一 Y( 一 对 一 、 满 射 、 保 持 运算 ), 使 得 X 与 了 为 同 构 的 线性 
空间 ; 

(2) T;X>Y 是 双方 连续 映射 , 亦 即 工 ,T- :为 连续 单 射 ， 
则 称 X 与 了 是 拓扑 同 构 的 (topological isomorphic ). 

注 ”等 距 同 构 是 拓扑 同 构 的 特例 . 

nn 维 Banach 空间 的 拓扑 同 构 定理 叙述 如 下 . 

定理 4.1.13 设 n 为 有 限 正 整数 ,nEZ1+ , 则 

(1) 任 一 个 n 维 实 Banach 空间 (X, zl,) 与 R" 拓扑 同 构 ; 任 一 个 nn 维 复 Banach 空间 
(X, zj) 与 C" 拓扑 同 构 ; 因此 , 任 一 个 Banach 空间 的 有 限 维 子 空 间 是 一 个 Banach 空间 ， 
从 而 是 一 个 闭 子 空间 . 

(2) 赋 范 线性 空间 (X, lz) 是 有 限 维 的 , 当 且 仅 当 (X, lz 上 ) 是 局 部 紧 的 . 

证 我 们 仅 叙 述 此 定理 的 证 明 思路 ,并 就 赋 范 线性 空间 加 以 叙述 . 


4.1 度量 空间 理论 二 


对 于 (1) , 设 (X, lz 上) 为 n 维 赋 范 线性 空间 , 取 基 {ei,ez，… ,es}; 则 VXIEX, 工 = 
2 ej,SERF. 将 (& ,名 ,…,) 视 为 F" 中 的 点 , 作 X 到 Fr" 的 映射 :T(z) 二 ( ,名 ,…， 


j=1 
所 ) ,需要 证 明 映 射 的 以 下 性 质 : 
OT:X>F",T(z) 二 (&, 色 ,…,) 是 XX 到 EF” 的 线性 空间 之 间 的 同 构 映射 ; 


回 对 于 基 {e ,eve} ,存在 常数 ac >>0, 使 对 任意 一 了 8e; E X ,成 立 不 等 式 


1 
a > 

a lzls< 位 ls 站 委 c lzlys 
j=1 


并 由 此 得 到 oz 一 ys 1TCz) 一 TG) Se lz 一 > 

@ 利用 上 述 不 等 式 , 即 可 证 明了 与 的 连续 性 . 取 {z}CX, 在 X 中 收敛 于 zoEX, 亦 
即 按 X 的 范 数 有 lz 一 za lx 一 0; 故 由 TCzn) 一 T(zo) 省 wm 二 cs zw 一 zolx 得 T 的 连续 性 ; 
再 由 了:X 一 F" 是 线性 空间 之 间 的 同 构 , 从 而 可 由 上 T(z) 一 TGy)p 过 zx 一 y 上 得 到 
T 的 连续 性 . 

对 于 (2) ,需要 用 到 重要 的 Riesz 引 理 : 设 X。 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 子 空间 ,X。CX, 则 
Ve>0,3zxo EX, lzo ly=1, s.t. lz—zo ly1—e 对 一 切 zxE Xo 成 立 , 如 图 4. 1. 3 所 示 . 


xoEX “单位 球 ” 上 的 点 


中 


vrxeha lk-wl>1-e 
WG 
4.1.3 Riesz 引 理 示意 


Riesz 引 理 的 证 明 思路 : 因 XoCX, 故 IE 和 XX A= inf |zi 一 zx.; 其 次 因 
X。CX 为 闭 子 空间 , 故 4 一 inf lz 一 zx 之 0( 度 量 空 间 中 闭 集 与 集 外 一 点 之 间距 离 必 大 于 


零 ); 再 由 下 确 界 的 性 质 , 任 取 0<e<1, 对 于 全 >d, 存 在 点 zf EX 使 得 | 一 zf < 


i 
令 zo 二 一 一, 得 zo 上 二 1. 这 样 ,VzE Xo。, 有 
xX 


lz 一 zi 


/ 
i 一 


a = 


lr 一 地 | 友 一 部 二 区 
x 


lz-als= | :Ta 
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， (4.1.8) 


eA | | la zx a) — zi 
XxX 


由 于 xi EX。,zE Xo ,而 Xe 为 线性 子 空间 , 故 lz 一 zz 十 ztE Xo, 因此 
| | 有 一动 归 去 十 过 一 均 | 、 宇 d， 

且 由 (4.1.8) 式 ,有 

1 


izi— 


lz 一 ze。 zl | lla zz 十 xz 一 | 
11X 


之 2 二 


la.—zlls 
由 此 Riesz 引 理 得 证 . 

为 证 (2) ,在 必要 性 的 证 明 中 ,利用 (1) 的 结果 ,(X, zl,) 与 Fr" 拓扑 同 构 ,因此 , 同 构 映 
射 将 X 中 的 有 界 闭 集 映 到 F" 中 的 有 界 闭 集 ,反之 亦 然 . 而 F" 中 的 有 界 闭 集 A, 当 且 仅 当 A 
是 紧 致 集 . 

于 是 ,(X, lz 上 ) 的 每 一 点 的 开 球 邻 域 的 闭 包 是 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 致 集 . 故 (X, lz 有) 
是 局 部 紧 赋 范 线性 空间 . 

为 证 充分 性 ,采用 反 证 法 . 设 (X, lz 上 ) 是 无 限 维 的 局 部 紧 赋 范 线性 空间 . 令 S= 
{zEX: zl 一 1) 为 (X, zl ) 中 的 单位 球面 ,可 视 为 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 致 集 (本 章 习 
题 14). 任 取 ziES, 记 Xi 是 由 zz! 张 成 的 线性 子 空间 ,显然 是 有 限 维 的 ; 由 于 Xi 与 RR 拓扑 


同 构 ,因此 X, 是 X 的 有 限 维 真 闭 子 空间 , 故 由 Riesz 引 理 , 3xs€ S, 使 得 |x 一 zx 之 池 ， 
VzEXi. 因 zEXi, 也 有 iz, 一 xz 有 之 去 . 

由 zi ,zs 张 成 一 个 线性 子 空间 , 记 为 X,, 则 X, 也 是 X 的 有 限 维 线性 真子 空间 , 同 理 ， 
也 是 闭 的 ,于 是 再 由 Riesz 引 理 , 3 zs E S, 使 得 12 一 zx 之 广 ' VzE Xs. 特别 地 , 因 zi， 


zs€ Xs, 故 也 有 zs 一 x 之 去 ,zs 一 二 | 之 让 .继续 此 过 程 ,得 到 序列 ,zs,…,z4,…E 


S, 满 足 |z4 一 之 译 光 8 产 4h 之 1. 

但 因 序列 {z4}CS 满足 |z 一 zy 之 去,k 陶 1，k,1 之 1, 故 没有 收敛 的 子 序列 . 这 与 S 的 
紧 致 性 矛盾 . 充分 性 得 证 . 

3. 无 限 维 Banach 空间 


定义 4.1. 11(Schauder 基 ) 设 (X, zl|、) 是 Banach 空间 , 称 无 穷 序 列 {e1,es,…， 
err") 二 {fe,}CX 为 X 的 Schauder 基 , 若 VYxEX, 可 惟一 地 表示 为 


4 
无 一 Doe,s cEFinE Zs 


这 里 级 数 是 按照 Banach 空间 (X, zx 上) 范 数 收敛 的 , 亦 即 ，lim |z 一 >)cxes| .一 0. 此 时 ， 
要 k=1 


Schauder 基 {e,}CX 也 简称 为 XX 的 基 ,{c,}CF 称 为 TEX 关于 基 {e,} 的 坐标 ; Schauder 
基 是 可 数 基 , 具 有 Schauder 基 的 Banach 空间 X 是 无 穷 维 空间 . 


例 4.1.11 (2?, lz |) ,1<p<+o0. 
二 = 

对 P= {sm sl + oo) 人 leh- (Dts) me, alo) 
3 i=1 


是 一 个 无 穷 维 Banach 空间 . 证明 如 下 . 
(1) 42 是 数 域 二 C 或 RR 上 的 线性 空间 .关于 线性 运算 封闭 ,由 Minkowski 不 等 式 


(Bistyr) < (Bsr) + (Dise) 
得 到 ; 
C2) els=( 如 11?] 是 一 个 范 数 .关于 范 数 的 第 一 ,第 二 条 件 1z 0,z 一 0 人 


lzlls=0, lazly= lalllzlw 显 然 . 而 第 三 个 条 件 上 zx 十 ys 三 zl 十 上 ylwp 也 立即 由 
Minkowski 不 等 式 得 到 ; 


(3) 4 是 一 个 Banach 空间 . 在 范 数 为 zj 一 (2 [a 中 之 下 ,1? 是 完备 赋 范 线性 


空间 . 在 距离 p(x,y) 一 BB -se] 之 下 ,完备 性 由 空间 中 的 Cauchy 序列 收敛 到 空 
间 中 的 点 (R 的 连续 性 ) 得 到 ; 
(4) 1? 的 Schauder 基 为 
e = (1,0,0,°%…,0,°…), ea 一 (0, 110 10) en 一 (0 0, 1 0，…)，… 
Co 


n 


+eo 大 
对 于 任 一 点 工 王 (ziyza…i2h) E 有 工 一 Dre : 且 lim 上 z- Dries p= 0. 
pe 人 =+eo jt 


例 4.1.12 (LLa,b), fl,),1<p<+o. 
对 FebD)= {fs Dedr <+ oo) MA,= (fs ln 1a] 秽 


CL*([a,6b]), 1f1,) 是 一 个 无 穷 维 Banach 空间 . 
(1) L*([a,5b]) 是 数 域 F 一 C 或 R 上 线性 空间 . 线性 运算 的 封闭 性 ,由 Minkowski 不 
等 式 
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(| ; Heo+acolrd Es HL oh) +(|. 87) la 
得 到 ; 


co Wh, (| nbar) 是 一 个 范 数 .关于 范 数 的 第 一 条 件 : 非 负 性 1/1, 之 0 


显然 ; 
条 件 fl 二 0 局 /~0 是 指 1 有 ==0 沪 f 二 0,a. e. (表示 了 几乎 处 处 为 零 , 亦 即 VxE 
[a,6]\E 蕴含 f(z) 二 0, 其 中 玉 为 Lebesgue 可 测 集 ,有 征 m(E)==0). 


先 证 ~0 二 1,=0% 自 | 1591 二 | 151+| 17c5lrde 二 0 第 
一 个 积分 为 零 ,因为 在 [a,bJ\E 上 f(x) = 0, 第 二 个 积分 为 零 , 因 为 m(E) = 0. 
反之 “上, 一 0 = 了 一 0 由 以 下 推理 得 到 ; 设 we2*, 则 | f(z)l?dz > 


n n 


1 Hlar> Tm(E(1 > )) ,0 => mE(7>))=0 
进而 ,由 EE(f 关 0) 一 U BE i) => m(E(f 0)) < Sn(E(I71 区 1)]= 0 得 
n=1 时 n=1 本 
到 /~0. 
关于 范 数 的 第 二 条 件 la 让 ,一 Iallr 显然 ， 
关于 范 数 的 第 三 条 件 上 十 g ,过 1 十 le 由 也 是 由 Minkowski 不 等 式 得 到 . 


起。 
(3) L2G 加 ) 是 Banach 空间 . 范 数 为 11, 一 | | 1/76 loan】 ,距离 为 pcf ,8) 一 


(| JH gH ln] 完备 性 证 明 已 经 在 例 4. 1. 5 中 给 出 . 


(4) Lr([a,6])(1 声 p 达 十 吕 ) 是 无 穷 维 的 Banach 空间 .由 Cl([a,6]))CL?*([a,6])CC 
L'([a,5]) ,我 们 证 明 C([a,6]) 是 无 穷 维 的 .事实 上 ,Yn€E27 ,在 C([a,6]) 中 都 存在 个 线 
性 无 关 的 函数 组 ,例如 {x*:k==0,1,…,n,zE[a,b]}CC(lLa,6]). 如 果 Cl([a,5j) 是 有 限 维 
Banach 空间 ,例如 维 空间 , 则 CCLa.5j]) 中 任 一 组 n 十 1 个 函数 的 函数 组 都 是 线性 相关 的 . 
但 这 不 可 能 . 因此 ,C([a,]) 与 L*([a.6])(p 宇 1) 都 是 无 穷 维 的 Banach 空间 . 


4.1.4 Hilbert 空间 的 直 交 系 与 直 交 展开 


R"(n€E2Z1+),L(1<p+ 吕 ) 是 点 集 所 成 的 空间 ,C*([a,6])(kEN),L?*([a,6]) (1 
Pp 夺 十 中 ) 是 函数 空间 . 函数 空间 大 多 是 无 穷 维 的 , 故 考虑 其 Schauder 基 . 函数 空间 中 的 元 
的 序列 , 称 为 函数 系 . 将 每 个 函数 用 函数 系 中 的 元 来 表示 , 称 为 “按照 函数 系 展开 ”. 完备 内 
积 空间 (Hilbert 空间 ) 中 函数 的 直 交 展开 有 和 较为 成 熟 的 理论 ,并 且 也 最 有 用 . 


1. 内 积 空间 中 的 直 交 性 

设 (X,(Cz,y)) 为 内 积 空间 ,Cz,y) 为 其 内 积 (定义 2.1.6、 定 义 2.1.7). 首先 ,简单 回顾 
(X,(z,y)) 的 常用 性 质 . 

(1) 内 积 的 线性 与 共 e 线 性 

若 (X,(z,y)) 是 实 内 积 空间 , 则 内 积 (z,y) 关 于 xz,y 都 是 线性 的 ; 若 (X,(z,y)) 是 复 内 
积 空 间 , 则 (xz,y) 关 于 xz 是 线性 的 .关于 y 是 共 罗 线性 的 . 

(2) 内 积 空间 是 一 个 赋 范 线性 空间 

若 (X,(z,y)) 是 内 积 空间 , 令 lz .= VCzyz) , 则 (CX, lz 上 x) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,并 
且 成 立 Schwarz 不 等 式 | (z,y) | 入 |zl lyly; 

(3) 内 积 空间 (X,(z,y)) 的 内 积 (z,y) 是 工 与 y 的 连续 函数 

车 {xz}CX,{y}CX, 有 lim, l= |=0, lim, ly, 一 yx 二 0,xEX,yEY, 这 里 
z= VCs,z) 是 内 积 空间 X 中 的 元 x EX 的 范 数 . 则 lim | Czy ) — (2,y) |=0. 


事实 上 ,有 
[Gy) — ry) | | (ry) — (zy) |t | (zy) — (rx,y) | 


[Cg [二 | tay = 
< lz —azll lyslls + lzlly lys — yl 
委 Mi lz 一 zl 十 lzly lly, 一 yl 一 0，7 一 十 co， 
这 里 用 到 了 X 中 收敛 序列 {y,} 的 有 界 性 . 
(4) 内 积 空 间 (X,(z,y)) 中 的 极 化 恒等式 
若 (X,(z,y)) 是 实 内 积 空间 ,由 内 积 导 出 的 范 数 z= 二 V(z,zx) 满足 两 个 恒等式 


总 网 三 去 lz+yl3— lz— yl%), 


lz 二 yl 二 + lz— y= 2C zl + ly ll%); 
后 者 称 为 内 积 空间 中 的 平行 四 边 形 公式 ; 
若 (X,(z,y)) 是 复 内 积 空间 , 则 有 人 恒等式 


Gz) 一 计 Cz 十 y 一 x 一 y 十 刘 十 雇用 一 iz 一 了 用). 
(5) 内 积 空间 (X,(z,y)) 中 的 * 勾 股 定理 ” 
车 子 集 2E {zi ,zs，… ,zi}CX 中 的 元 都 是 两 两 相互 直 交 的 , 记 =z 十 Zz 十 … 十 zi; 则 
对 于 范 数 |z lx = VCz,z) ,有 推广 色 股 定理 |z 性 一 za 性 十 llzs 收 十 … 十 zx 有。 
欧 氏 空间 中 直 交 的 概念 可 以 推广 到 Hilbert 空间 中 


定义 4.1.12( 直 交 性 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,对 于 非 零 元 zx,yEX, 若 zyE 
X 字 (zy) 一 0, 则 称 z,y 互相 直 交 (orthogonal) , 记 为 工 | y; 也 称 为 正 交 . 
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对 于 元 ZEX 与 子 集 MCX, 若 并 与 M 中 的 每 个 元 yEM 直 交 , 则 称 工 与 M 直 交 , 记 为 
XM. 与 子 集 MCX 中 的 每 个 元 yEIM 直 交 的 元 工 EX 的 全 体 , 记 为 
Mi!= {rE X:r | y,Vy € M)}. 
定义 4.1.13 ( 直 交 分 解 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,YCX 是 X 闭 子 空间 , 则 对 任 
一 元 +EX, 存 在 惟一 的 直 交 分 解 (orthogonal decomposition) 
T= yz yEY, zEY:, 


称 yEY 为 +EX 在 闭 子 空间 Y 中 的 直 交 投影 (orthogonal projection). 


定理 4.1.14 设 (X,(zx,y)) 是 Hilbert 空间 ,M 是 X 的 闭 子 空间 , 则 VzEX, 存 在 惟 
一 的 直 交 分 解 
X=Zzoy, JIzxo EM,yEM. 


证 不 失 一 般 性 , 设 MCX 为 真子 空间 . 车 EM, 则 a= ipf lz 一 yl 二 0 于 是 ， 


I%s FEM &E, wg lim lz 一 z。 I> 玫 广 下 EM 比 信 zn a 二 
li — i || zw —z— zz 
pe 2 
2 一 z 履 十 21z, 一 z 本 一 外 > 一 兰 志 
2 x 


委 2|zw 一 工 改 十 2 lr, — zl —4a > 2a +2a 一 4o2 一 0 
> lim zs 一 zlx==0 二 M 闭 , 故 完备 二 3 xoEM, s.t. lim lz, 一 zo lly=0, 且 
对 于 zEXNM, |z 一 zo | =a. 
还 需 证 明 (z 一 zo) | M. 任 取 *EM,z 天 0, 对 任意 复数 AMEC ,有 zo 十 MizEM 


之 过 委 |z 一 (zo 十 Mz)| lz—zo | 一 人 (Cz 一 zyz) 一 人 (zy 一 2o) 十 | 希拉 | 用 
过 A(z 一 zosz) 十 4(z,x 一 x0) 一 |4| 上 z 上 0 (由 上 式 移 项 ,并 由 x 一 zollx 二 a 得 此 
不 等 式 ) 


SS |(z—zo8)|s+ |(esr—z0)|:— |(z—zosz) |*<0 (到 上 式 4 一 全 二 则 


EE 
得 此 不 等 式 ) 


之 |(z—zo 9 乞 ) | 之 (z 一 zo,z)=0 之 由 >EM 的 任意 性 ,得 到 (z 一 zo) 上 M 
二 令 y=x 一 x0, 得 z= 二 zo 十 y, 其 中 zoEM,yEM+. 定理 得 证 . 


定义 4.1.14( 标 准 直 交 系 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 , 若 X 的 子 集 
feiyez ye CCX 


1， J， 
满足 (ei “=| 则 称 {e,} 是 XX 的 一 个 标准 直 交 系 (normal orthogonal system). 
0, ij, 


4.1 度量 空间 理论 


例 4.1.13 在 例 4.1.11 中 , 取 p=2, 得 到 2 人 一 oa ,0 2) | <+“] ,内 积 


nh 
2 


定义 为 (zy) 一 > Zijyj， 由 Schwarz 不 等 式 b> [zy 1] < 人 也 la 中公 | > P| , 知 


zyE2 一 | (zy)| 雪 十 co. 易 证 (zy) 一 >)ziyy 满足 内 积 的 定义 . 故 1 是 Hilbert 空间 . 


i=1 
L? 的 Schauder 基 {e, 二 (0,…,0,1,0,…):n€E2Zt} 就 是 7 的 一 个 标准 直 交 系 . 
Cy 


例 4.1.14 在 例 4.1.12 中 , 取 p=2, 得 L?*([a,6])== {7 fC) |?dz < 二 co] 内 


积 定义 为 (f,g) = | Crz) gx)dz. 利用 Schwarz 不 等 式 | 晤 [F(x) jz) | ds < 


(| rope] (| la la] 入 元 站 区 下 人 3 1081 se; 二 
[Ce 羽 [a 
fg ELi([a,6]). 进 而 ,(f,g) 满足 内 积 的 定义 ,从 而 L*([a,6]) 是 一 个 Hilbert 空间 . 
函数 族 [- 启 ] .是 LC[ 一 x,x]) 中 的 一 个 标准 直 交 系 . 
例 4.1.15 加 权 Hilbert 空间 L*([a, 杂 ,w(x)) ,w(xz) 是 [a,6] 上 的 正 值 可 测 函 数 . 令 
L?:([a,bj,w(z)) = {7 se |fCz) 1?dzr < 十 ~} ， 
由 广义 Schwarz 不 等 式 


-二 4 
< 2 . 2 
| ec | FCz) gCz)|dz 瓜 (| ee | .Faz) | | (ee |gCz) | | 
得 到 1 ([a,6]j,w(zx)) 对 运算 与 加 权 内 积 的 封闭 性 ,并 令 (f,g) = | jo TF x) gCz)dz 为 


加 权 内 积 , 于 是 得 到 加 权 Hilbert 空间 L?([a,b] ,w(x)). 
V1—zr 


例 4.1.16 加 权 Hilbert 空间 2 人 [13 js 中 .有 一 个 称 为 第 一 关切 比 雪夫 


(Chebyshev) 多 项 式 的 直 交 系 
{T, (zx) = cos(narccos7):zx € [—1,1]}en. 
人 
\ 属 


ce， mn 天 0， 


T,(z)，7 一 0， 
令 T,(Cz) 一 则 {T,(z):zE[ 一 1,1]}wen 是 [一 1,1] 上 的 标准 直 交 系 . 
例 4.1.17 加 权 Hilbert 空间 L:(( 一 00, 十 0),e*)=L?(R ,e*) 

显然 , fl,zzz 7" CCL?(R,e)， 对 于 权 函 数 w(z) 二 e ,有 w (xz) 一 
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一 2xe ,wf (x) 一 (47? 一 2)e,… w(x) 一 y,(x)e 了 ,其 中 yy,(zx) 是 z 的 n 次 多 项 式 ,最 
高 次 项 的 系数 是 (一 2)". 可 以 证 明 ,{y,(z)}en 是 {1,z,X?,… ,xX”",…} 经 过 直 交 化 的 多 项 


式 族 . 令 Hz) 二 一半 ( 一 , 则 {HH,(z) en 是 L*(R ,er2) 中 的 标准 完整 直 交 系 . 


ys sen, 


2. Hilbert 空间 中 的 直 交 展开 


在 Hilbert 空间 (X, (zx,y)) 中 定义 了 直 交 性 后 ,可 以 得 到 Hilbert 空间 的 许多 重要 
性 质 . 
1) Hilbert 空间 中 的 Fourier 展开 


定义 4.1.15(Fourier 系数 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,{fe,}CX 是 X 的 标准 直 交 
系 , 对 于 任 一 +EX, 称 数列 
Cn = (Xs€r), n= 1,2,. (4.1.9) 
为 关于 标准 直 交 系 {e,} 的 第 nn 个 Fourier 系数 . 


定理 4.1.15 设 (X,(zx,y)) 为 Hilbert 空间 , {fe,}CX 是 X 的 标准 直 交 系 , 则 对 于 任 
一 zxEX, 不 等 式 

>» | (xe) | < lz (4.1.10) 

不 等 式 (4. 1. 10) 称 为 Bessel 不 等 式 ,这 里 (x,e,) 二 c, 是 xz 的 Fourier 系数 , | zl = 


wzsz) 是 Hilbert 空间 作为 Banach 空间 ,元 zx 的 范 数 . 
2) Hilbert 空间 中 直 交 系 的 完全 性 与 完整 性 


定义 4.1.16(Parseval 等 式 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,{e,}CX 是 X 的 标准 直 
交 系 .对 于 任 一 zEX, 等 式 
He 
2 | (zses7|2 = lz [对 二 Wb 
= 


称 为 Parseval 等 式 , 其 中 (zeo) 一 co 一 1.2，…… |z| 一 VCz,z). 


定义 4.1.17( 完 全 性 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 , {fe,}CX 是 X 的 标准 直 交 系 . 
若 对 于 任 一 +EX, 都 有 Parseval 等 式 成 立 , 则 称 标准 直 交 系 {e,} 是 完全 的 (completed). 


注 “完全 性 表明 了 空间 的 能 量 守恒 性 , 亦 即 Parseval 等 式 揭示 了 能 量 守恒 律 . 


定义 4.1.18( 完 整 性 ) 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,{e,}CX 是 XX 的 标准 直 交 系 . 
著 对 于 和 在 一 <EX5; 有 


(Cryen) =0, n=1,2, 工 一 0， 〈4. 1. 12) 
则 称 标准 直 交 系 {e,} 具 有 完整 性 (integrity). 


4.1 度量 空间 理论 yy) 


注 ”完整 性 表明 , 凡 与 标准 直 交 系 {e,} 中 任 一 元 都 直 交 的 非 零 元 xEX, 已 全 部 包含 在 
{es} 中 . 标准 完整 直 交 系 {ei ,es,…,e,。，…} 中 包含 了 所 有 彼此 直 交 的 非 零 元 . 

定理 4.1.16 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 ,{e,}CX 是 X 的 标准 直 交 系 , 则 下 列 4 条 
等 价 : 

(1) {es} 是 完全 的 ，; 

(2) {es} 是 完整 的 ; 

(3) {es,} 所 张 成 的 子 空间 LCX 在 久 中 稠密 ; 


je 
(4) VzEX, 级 数 》) (zses)e, 在 (X,Cz,y)) 中 收敛 到 工 . 
n=1 


证 (1) 二 > (3) 设 {e,} 是 完全 系 , 即 >) | (zx,e,) | == ‖ zl ,这 等 价 于 VzEX, 成 立 
n=1 


an 
open 一 并 
k=1 


稠密 . 
(3) 二 (1) 任 取 zEX, 记 (zet) 王 ce(R 一 1,2,…). 因 了 在 X 中 稠密 , 故 Ve>>0， 


一 0(02 一 十 co) ,其 中 cx 一 (zyet); 故 表示 由 {eo} 张 成 的 子 空间 工 在 X 中 


沼 


3{a}, 3n>>0,s.t. 对 s, = DD lx=e. 
k=1 
我 们 证 明 , 使 得 等 式 |z 一 s, x= |z 一 >arer|, 取 最 小 值 , 当 且 仅 当 a = cx. 事实 
k=1 
Bs 由 (2 一 Bareso] = (zx,e))—a=0(j=1,2,…,n), 故 zz 一 i 与 6; 直 交 , 当 
k=1 k=1 


n 
七 一 > QkeA 
hi 


家 


4 


2 四 
= |z— aer 
x k=1 


达到 最 小 值 . 故 |z 一 ae ,一 < 
x SY 


且 仅 当 w = co. 进而 ,由 内 积 空 间 的 广义 勾 股 定理 ， 
$e 一 ak)ex | 县 一 es Sa aa 
于 是 , 当 且 仅 当 Qk 一 Ck 时 , 式 lz—s lx= 立 一 Daer 


再 由 Parseval 等 式 的 充 要 条 件 , 知 等 式 > | (z,e,)|? = 二 |x 成 立 . 
(1) 之 (2) ” 设 {e,} 为 完全 系 ,证 {6} 是 完整 系 : 取 zE 义 适 合 (z,e,) 一 00 一 1,2,…)， 


n 
TC— Dy 中 
k=1 


2 An 
十 >) | 一 必 | 
x k=1 


LS 
x 


2 
x 


由 (1) 的 假设 , {e,} 是 完全 系 ,Parseval 等 式 给 出 1z 收 = 2 |(z,e)|:= > ||:=0, 于 
是 ,zx = 0, 因此 完整 性 得 证 . 

(2) 二 > (1) 设 {e,} 为 完整 系 ,证 {e,} 是 完全 的 ,只 需 证 完整 系 {e,} 张 成 的 子 空间 L 在 
X 中 稠密 . 反 证 , 若 不 然 , 即 卫 夫 X, 则 了 zEXNEL,z 天 0, 故 xz 一 zo 十 y，s.t zoEL,y1L( 直 
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交 分 解 定 理 4. 1. 14) ,显然 y 闫 0. 但 是 ,y 与 所 有 {e,} 直 交 , 这 与 {e,} 的 完整 性 矛盾 , 故 
工 一 X, 从 而 ,由 (3) 与 (1) 等 价 性 得 到 {e } 的 完全 性 . 
(4) 与 前 三 条 的 等 价 性 显然 . 


定理 4.1.17 设 (X,(Cz,y)) 是 可 分 Hilbert 空间 , 则 必 存 在 X 的 标准 完整 直 交 系 
二 


此 处 省 略 本 定理 的 具体 证 明 过 程 ,只 讲述 证 明 思 路 . 由 空间 的 可 分 性 ,存在 可 数 的 稠密 
子 集 A 二 {zx,}CX, 使 得 X=A. 将 A= {zx,} 中 的 元 采用 如 下 的 Schmidt 直 交 化 方法 ,作出 
一 个 标准 完整 直 交 系 B= {6,} ,而 内 积 空 间 (X,(z,y)) 正 好 与 由 B= {6,} 张 成 的 子 空间 相同 . 

Schmidt 直 交 化 方法 : 设 {zx,}C(CX,(zx,y)) 为 内 积 空间 中 的 可 数 子 集 序列 , 取 e = 

Xl 


一 熏 , 则 lex==1. 令 y= 二 zs 一 (zz se1)ei; 则 ys 关 0,(yzse)= 二 0, 故 yo 上 el; 取 二 2 ， 
lz ly ly x 


则 lles y=1,es 上 ei. 令 一 zs 一 (zyel)e 一 (zsyez)ez, 则 天 0,(ysel) 一 0,(ysez) 一 0， 

故 ys Lei,ys er; 取 = ' 则 le: ==1,es Lelves es. 继续 以 上 步骤 , 令 y= 二 xz, 一 
x 

(ziyel)ei 一 …, 便 可 得 到 标准 完整 直 交 系 {ev }. 


定理 4.1.18 对 于 无 穷 维 Hilbert 空间 (X,(Cz,y)), 有 

(1) 任 一 个 实 可 分 Hilbert 空间 (X,(Czyy)) 必 定 与 实习 空间 等 距 同 构 ; 任 一 个 复 可 分 
Hilbert 空间 (XX,(zx,y)) 必 定 与 复 1? 空间 等 距 同 构 ; 

(2) 所 有 可 分 Hilbert 空间 (X,(zx,y)) 都 是 等 距 同 构 的 . 


利用 Hilbert 空间 (X, (zx,y)) 的 标准 完整 直 交 系 {e,} ,将 X 中 的 元 x EX 进行 Fourier 
展开 ,于 是 其 Fourier 系数 {c,},(c, 一 (zx,e,)) 与 1* 空间 之 间 的 对 应 关系 就 成 为 (X, (xz,y)) 
与 1? 的 等 距 同 构 . 

例 4.1.18 [0,1] 区 间 上 的 Rademarch 函数 系 {9, (zx)},ew ,其 中 


1， 天 区 505 
(Zr) 一 | p(T) 一 po(2z) ,7 一 1,2, 
一 1 天 性 从 1 


是 [0,1] 上 的 标准 直 交 系 ,但 它 不 是 完整 系 ; 将 其 完整 化 ,得 到 Walsh 函数 系 {walCz) } er 
才 是 标准 完整 直 交 系 : 
walo(z)=1, walk(z) = [| g(x), kE€ Zt, 


其 中 &E 2+ 的 二 进 表 示 为 4 一 CE_whi Rh) ;而 一 kh 

Hilbert 空间 中 的 直 交 展开 ,特别 是 Fourier 级 数 ,在 高 等 数学 中 有 详细 的 介绍 . 在 自然 
科学 的 诸多 分 支 中 ,如 Fourier 分 析 以 及 在 Fourier 分 析 基 础 上 发 展 起 来 的 信号 分 析 、 各 种 
变换 (包括 Laplace 变换 、 小 波 变 换 ) 等 ,都 起 着 极为 重要 的 作用 . 


4.2 算 子 理论 


4.2 算 子 理论 


4.2.1 Banach 空间 上 的 线性 算 子 


空间 ,可 以 理解 为 研究 对 象 的 “运动 场 ”, 自 变量 在 一 个 “运动 场 " 中 运动 , 因 变量 在 同一 
个 或 男 一 个 “运动 场 " 中 运动 . 所 以 ,具有 各 种 性 质 的 空间 以 及 各 种 空间 之 间 的 映射 ,就 成 为 
数学 的 主要 研究 对 象 . 本 节 研 究 Banach 空间 上 的 线性 算 子 . 


1. Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 
1) 有 界线 性 算 子 


定义 4.2.1( 线 性 算 子 ) 设 (X, |zly),(Y, |y|,) 为 数 域 F 上 的 Banach 空间 ,DSX 
为 XX 的 子 空间 , 若 映 射 人 :DY 满足 Yr,rzs,TED,YVaEFR ,成 立 
T(zl 十 zz) = T(x) T(zs), Tar) = aT(z), 
则 称 工 是 X 到 YY 的 线性 算 子 ,D 称 为 算 子 本 的 定义 域 . 


当 DD 二 X,Y== 尺 或 C 时 , 称 T 为 X 上 的 线性 泛 函 . 


定义 4.2.2( 有 界线 性 算 子 ) 设 (X, zy),(Y, ly 上 ) 为 数 域 下 上 的 Banach 空间 ， 
DCX 为 X 的 子 空间 ,车 映射 :D>Y 是 XX 到 YY 的 线性 算 子 , 且 存 在 常数 M0, 满足 
ITczl 和 MIzl, vrED, 姑 . 范 以 
则 称 工 是 X 到 YY 的 有 界线 性 算 子 (bounded linear operator); 若 Y 二 下 , 且 和 存在 常数 M 二 0， 
满足 
IT(W I< MIzl, vzrED, (4. 2. 2) 
则 称 工 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 (bounded linear functional). 


定义 4.2.3( 算 子 的 范 数 ) 设 (X, zl)、(Y, ly) 为 数 域 F 上 的 Banach 空间 , 若 映 
射 T:DCX>Y 是 X 到 YY 的 有 界线 性 算 子 , 称 满足 不 等 式 
ITow NE Mlzly, VrED 
的 M0 的 下 确 界 ,为 算 子 T 了 的 范 数 Cnorm of operator T), 记 为 Tl , 亦 即 


1TH = inf{M: TC 和 Mzly, Vz € D}. 三 ,和 人 
算 子 范 数 也 可 以 等 价 地 表示 为 
1TH = sup{ TO) ly: lzly <1,Vz € D} (4. 2. 4) 


ITI = sup{ Tc ly: lzly = 1,Vz € D}. 伍 . 六 动 
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例 4.2.1 决定 R" 到 R" 上 的 有 界线 性 算 子 T:R" 一 R" 的 形式 . 
事实 上 ,T:R" 一 R" 由 一 个 nXn 阶 方 阵 人 一 [az ]i<w<vE 吸 , 决 定 .元素 
T= (606) ER >yI= (mR ER 


通过 变换 六 = > ai6iG 一 1,2,…,n) ,给 出 .T(x) = y 表示 为 
j=1 


dy “”” Qln 所 
了 一 Ta -| -和 | : 
dp 2 


i Ts | 


dik 二 "= am 


a 次 
一 [2 J 一 | : |= y. 
j=l 思 
办 
不 难 证 明 ,T(z) 一 并 一 [不 … 思 ]| 矩阵 y 一 | : | 的 转 置 | 是 R" 一 R" 的 有 界线 性 算 子 ， 
访 


因为 它 的 线性 是 易 见 的 ; 有 界 性 则 由 Cauchy 不 等 式 
(EE#] EE [ 刻 > 6] ) <| 这 4] [g] = i 已 zl 


i=1 \ j= i=1 j=1 =1 j=1 


得 到 ,并 且 有 1T1<|[ 袜 袜 二 ] . 
例 4.2.2 设 ClLa,6b]) 为 [a,5] 上 的 连续 函数 的 全 体 ， fEC(l[La,5]) 的 范 数 定义 为 
| flow = max f(z)|, 
使 得 CCLa,6]) 为 Banach 空间 .对 于 fEC([a,6]) ,定义 积分 算 子 J 为 
J(f(g) = [ew gar, Vg € Cl[La.b), 
则 J:CCLae,o]) 一 及 是 CCLa,0]) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
事实 上 ,由 


b 
IT PD (a)|= rows Codz|< 人 一 a) floes Nelewes, 


得 到 . 
例 4.2.3 设 C([a.6]) 为 [a.5] 上 的 & 次 连续 可 微 函 数 的 全 体 . fEC* (La,5]) 的 范 数 
定义 为 


下 
$2 
lfl = 宇 max | Ci) |, 
使 得 C*([a,5]) 为 Banach 空间 . 定义 求 导 算 子 
:Ca6D > Cm [ab], k>1, 
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则 也 是 C*C[a,6]) 上 的 线性 算 子 . 


但 是 ,了 t 不 是 有 界 的 ,例如 ,在 CC0,1]D 中 , 取 f(z) 一 sinnz, 则 f(x) 上 ewwy 一 1, 却 
有 


= lncosnz | crop = n+ 0. 


d 
fa (x) 
|& " cd[o.1]) 


所 以 ,并 非 每 个 线性 算 子 都 是 有 界 的 . 
在 赋 范 线性 空间 中 ,有 界线 性 算 子 是 连续 的 ,反之 亦 然 . 


定理 4.2.1 设 (X, zl),CY，|l> 中 ?为 数 域 F 上 的 Banach 空间 , 则 映射 了 :X-~Y 是 
XX 到 YY 的 有 界线 性 算 子 , 当 且 仅 当 了 是 X 到 Y 的 连续 线性 算 子 ; 也 当 且 仅 当 人 把 X 中 的 
有 界 集 映 到 Y 中 的 有 界 集 . 

证 (1) 必要 性 设 T:X-Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 常数 M 二 0, 满 足 1T(Cz)|l, 反 
Mlzl,YVzEX 之 对 于 任 一 EX, 取 zx, EX,n=1,2,°",s.t. zx 一 工 | 一 0(z 一 十 co)， 
则 1TGz 一 zl Mlz 一 zz 之 Tz —Tzly= T(z 一 0 一 十 co) = TX™ 
Y 连续 (由 连续 性 定义 ). 

充分 性 设 T 了 :X-~Y 是 连续 线性 算 子 . 用 反 证 法 ,若是 无 界 的 , 则 YnEN ,3zx,€ 


Xz #0, st TCG) 2nd ml 一 令 w= 一 天 一 , 则 | = 
nz, x 


区 
n lz, | 
TT 的 连续 性 ,对 于 上 述 wmEY, 有 T(w) 一 0(0z 一 十 co) 二 TO 一 0Cz 一 十 ce)， 


另 一 方面 ,由 工 的 线性 ,Ty 一 了 (宇和 二 和 了 2), 故 


nr) nal, 
~ Tn 
7(; Iz, 辐 8 A | 区 
这 与 TC(y,) 首 一 0(n 一 十 co) 矛 盾 . 于 是 ,TT 是 有 界 的 . 

(2) 必要 性 ” 设 T:X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 常数 M 二 0, 满 足 1T(Cz)l > 到 
Mlzl,,YVzEX 过 取 有 界 集 ACX, 则 存在 正 数 KK0, 使 得 YzEA 蕴含 上 zl. 三 K 二 > 联 
合 上 两 式 ,得 T(z)ly 二 Mz 三 MK,YVxEA 二 像 集 T(A) 是 Y 中 的 有 界 子 集 . 

充分 性 ” 设 线性 映射 T:X 一 Y 把 X 中 的 有 界 集 映 到 YY 中 的 有 界 集 了 S= 
{ZzEX: |zl%=1} 为 X 中 的 单位 球面 ,显然 ,S 是 X 中 的 有 界 集 > 根据 假设 ,T(S)CY 是 
Y 中 的 有 界 集 , 故 存在 正 数 M>0, 使 得 VYzES={fzEX:lzl.=1} 芍 含 T(zx)||y 志 


二 M 二 YVzEX 芍 含 1TCz)l, 委 


到 


_ 
3 n 


|TCy,) ly | Tw) lz ly 1; 


¥ 
Y nlz,l 


M 二 YrzEX,z 关 0 蕴 售 ES al 二 ) 
Tz zi 


Mlzl 二 > T:X>Y 是 有 界 算 子 . 
今后 我 们 将 有 界线 性 算 子 与 连续 线性 算 子 同时 使 用 . 
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2) 有 界线 性 算 子 空间 


定义 4.2.4( 算 子 空间 ) 设 (X, zl),(Y, ly||,) 为 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 , 记 由 

和 到 Y 的 有 界线 性 算 子 工 :X->Y 的 全 体 为 
妈 X,Y) 二 {T:X 一 Y,T 是 有 界线 性 算 子 }， 

它 是 和 到 的 线性 算 子 集合 . 在 欠 X,Y) 中 定义 加 法 运算 十 与 数 乘 运 算 a， 为 (T 十 S) (zx) 一 
T(z)+S(z), VT,SE BX,Y); (aT)(z)=aT(z), VTE BX,Y),aEF , 则 蟹 X,Y) 成 为 F 
上 的 线性 空间 ; 对 于 每 个 算 子 TE BX,Y) ,定义 其 范 数 (定义 4.2.3) TH , 则 色 X,Y) 也 成 为 
赋 范 线性 空间 ( 妈 X,Y) , 上 Tl ). 我 们 称 (名 X,Y), 上 Tl ) 为 有 界线 性 算 子 空间 ,也 称 其 为 连 
续 线 性 算 子 空间 . 


2. Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 的 重要 性 质 

对 于 Banach 空间 (X, zll.) 与 (Y, |yl,), 有 界线 性 算 子 TE 器 X,Y) 有 重要 性 质 .我 
们 介绍 三 个 重要 定理 : 开 映 射 定理 . 逆 算 子 定理 . 闭 图 像 定理 . 

1) 开 映 射 定理 


定理 4.2.2 设 T:X->Y 是 Banach 空间 X 到 YY 的 有 界线 性 算 子 TE 绢 X,Y), 且 本 为 
满 射 ,T(X) 二 Y, 则 丁 把 X 中 的 开 集 映 到 Y 中 的 开 集 , 亦 即 ， 


TC 名 X,Y) 站 = 是 开 映 英 ， 


证 为 证 工 是 开 映 射 ,分 为 三 步 . 

(1) 证 明 下 述 等 价 性 : 

V 开 集 WCX, 像 集 T(W)CY 为 开 集合 36>0，s.t T(B(0,1)) 二 U(0,6) ,这 里 
B(0,1) 是 XX 中 以 零 元 为 心 .1 为 半径 的 开 球 ,U(0,6) 是 Y 中 以 零 元 为 心 .6 为 半径 的 
开 球 . 

必要 性 ”假设 Y 开 集 WCX, 像 集 T(W)CY 为 开 集 过 因 B(0,1)CX 是 X 中 以 0 
(Banach 空间 X 的 零 元 ) 为 中 心 、1 为 半径 的 开 球 是 开 集 , 故 据 假 设 条 件 , 像 集 T(B(0,1))C 
Y 为 Y 中 的 开 集 => 由 工 的 线性 , 知 T(0)==0€T(B(0,1)) > 对 于 Y 中 开 集 T(B(0,1))， 
必 存 在 9>0, 使 得 Y 中 的 开 球 U(0,6) 含 在 开 集 T(B(0,1)) 中 , 即 TCB(C0.1)) 二 U(C0.6). 

充分 性 ”假设 了 36>>0, s.t. T(B(0,1)) 刁 U(0,6) 二 YV 开 集 WCX, 像 集 T(W)CY 为 
开 集 过 对 开 集 WCX, 由 工 为 满 射 ,得 到 : Vyo ET(W), jxoEW,s.t. y= 二 T(zxo) 之 
3r>0,s.t. B(zor)CW > y. ET(B(zo TCTOW); 

另 一 方面 , 因 TE 好 X,Y) ,TT 连续 , 3s>0,s.t 邻 域 U(T(zo0),re)CT(B(zo0,7)) 之 
令 6 一 re>0, 则 30>0, st U(C,OCTCBCzrD)CTIW) > Vy ET(W), 36>0, 
s.t. U(yo,0)CTCW) = T(W) 是 开 集 . 故 (1) 得 证 . 
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(2) 证 明 VB(0,1)CX,36>0, st TGB(0,1)) 二 U(0,9). 分 两 步 进行 证 明 . 
第 一 步 ,证 36>>0, s.t. T(CB(0,1)) 二 U(0,35). 


joo 

因 工 为 满 射 , 故 Y=T(X)= U T(B(0,n)) 过 > 因 Y 为 Banach 空间 , 故 至 少 存在 一 个 
no EZ+,s.t.T(B(0,mo)) 具 有 非 空 内 部 , 即 TC(B(0,no)) 至 少 有 一 内 点 yo ET(B(0,n0)) 之 
37>>0, s.t. 邻 域 UGyo ,站 CTCB(0,m))CTCBC0,m6)) 之 因 XX 中 的 球 B(0,no) 对 称 , 故 
XEB(0,m) 蕴 含 ( 一 +)EB(0,m) 过 T(B(0,m))CY 对 称 , 亦 即 y 二 T(x)ET(B(0,m)) 蕴 含 
(一 y)= 一 T(x)=T( 一 x)ET(B(0,10)) 过 U( 一 wr)CTCB(0,14)) 过 成 立 下 列 包 含 关系 : 


UC0,n) CC #3UC% 十 了 UDC 一 wo C mB. 
上 式 中 第 一 个 包含 关系 是 因为 
yEU(0,r) y= 二 ys 其 中 yy EE 了 Usm sy 对 UC yn) 


=> ly—0]y< ly —ylyt 1 — (~ yo) ye 中 rs 
第 二 个 包含 关系 是 因为 


Lm TBR PUG) Cc TCR 


区 
2 


Ut— ged) CC TB S$ UC yon 也 TB 


故 讨 U Gy) 十 诗 U (一 yos7) CTOBCOv0)) 之 由 (az) 一 aTtz), 以 及 U0, 罗 CC 


T(B(0,n0)) 二 TlnoB(0,1)) 二 no。T(B(0,1)) 得 到 


reg) CTCB(CO,1)) = vu(0E)c T(B(0,1))， 
0 


no 
取 36 一 并 , 则 36>0， s.t.T(B(0,1)) 二 U(0.35). 
o 
第 二 步 , 证 对 于 上 述 y>0,T(B(0,1)) 二 0U(0,5). 也 只 需 证 
Vy EU(0,0), Jzo € BO0,1), s.t. T(zo) = yo. 


亦 即 ,只 需 
Vy。E U(0,6) , 求 方程 T(x) = yo 在 B(0,1) 中 的 解 zx。. 


用 逐次 通 近 法 . Vy。EUC0, 人 ) ,3xEB(0, 吉 ,st lm 一 TCnoh< 人 由 第 一 步 的 结 


论 ， YwEeU(0.6CT 人 Bo. 二] 在 两 种 情况 ， 


U (13) 7(s(o 导 )): EP s(o 汪 ): st ly — Tz) ,< 


过， 
a 
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of jc T(a(o 二 )),at>s， St ofw 全 jcr(a(o 二 让 


然而 在 第 二 种 情况 时 ,也 有 : 3x EB(0, 寺 ,st ls 一 TCDlv 一 之 一 全 .因此 ,由 逐次 


近 法 ,总 有 : 当 wEU(0.6) 时 ,zeB(o 二 ， s. t. ||yo T(r) < 之 令 风 一 
T(x) €E vU(0.§ ) Ix € Bo :]， st ly — Tz) y= 二 之 … 之 令 几 = 和 ri 一 


Tae ofo 汉 er ee st ly 一 Te 一 党: 一 继续 此 步骤 ,最 


+ + n 
终 得 1alx< 下 = 言 令 ;二 2 laos< 计 即 w€ BOD. 记 5s = Dw > 
由 前 一 步 $= ys 一 Tx) € 二 汉 理 含 过 > ly= ly 一 TG) ly 
| = fs] ,7 > )|， < 二 => ly- 
j=1 Y 


TE ls < ms 2,… 之 lim T(s,) 一 yo 


A T 的 连续 性 证 yo 二 T(xo). 
由 yw 一 TCzo)Ny= ym— TC) TCO) — Try yo— TCs,) y+ TCs,) 


+eo 
TCzo)l, = | 一 TGo)ll 十 IT 一 zol 一 对 于 任 给 e>0, 利 用 上 TM, 由 zo = 27z 


蕴含 Ve > 0,， 3 Ni>0, s.t.n 之 Ni 时 ,成 立 | 一 zol < 且 3 Ns 之 0, s.t. 当 n>N; 


5 
时 ,成 立 TGs,) 一 T(zo)Ny<M lls, — zo ly < ; 进而 , 3 Ns 之 0, s.t. 当 n>Ns 村 , 世 机 


三 一 Ye>0,IN>0, s.t. n>N 时 ， 1y 一 TG)y< 吉 > ly—T(zo)ly< ly — 


2 
Ts yt Ts, —zo)ly <e > y= Tro). 
于 是 ,定理 得 证 . 
2) 逆 算 子 定理 


定理 4.2.3 设 T;X>Y 是 Banach 空间 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 且 丁 是 一 一 满 射 , 则 
下 存在 逆 映 射 了 1 ,并 且 T-1:Y 一 ~ 和 是 了 到 X 的 有 界线 性 算 子 ; 亦 即 ， 


Te 首 克 区 一 生生 人 二 二 区 


证 由 假设 ,T:X>Y 是 X 到 Y 上 的 有 界线 性 算 子 ,TE 名 X,Y), 且 本 是 一 一 的 满 射 ， 


4.2 算 子 理论 >) 


故 T 1:Y 一 X 存在 ,也 是 一 一 的 满 射 . 于 是 ,只 要 证 明 逆 映射 T :是 线性 的 ,并 且 TE 多 
,XN 
(1) 证 明 三 :的 线性 . 
ysy EY Irisrs EXsty 一 TGr)y = T(rs) 
Si= Tj = Ty 
=> Ti(y)+ Ti(y) = rtzxe 
> TTI(y)+ TI(y)) = Trtz) = T(z) + T(r) = yys 
> Ti(y)+ Ty) = Ty y2); 
yEYaEF = IzrEX,s.t.y= T(r) 
> TI(y)=7x TaT (yy)) = T(ar) =aT(z) 一 ay 
> aT(y) = Ti(ay). 
(2) 证 明 T7711€ 8Y ,X). 


利用 开 映 射 定理 中 的 工 (B(0,1)) 忆 U(0,6) ,并 改写 为 uco,DcT(B(0, 计 )) 二 


TCDDCa(o 注 】 二 VyEY, |yly<1 有 1T- (yl,< 二 = 由 算 子 的 线性 ， 


(1 十 es) 
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VyEX,Ve>0 蕴含 1T-1(Cy) ,去 ly 之 令 s 一 0, 得 VyEY, 有 1T-(y)1 到 


$lyl, > Te gyY,X). 


3) 闭 图 像 定 理 


定义 4.2.5( 闭 算 子 ) 设 T: 名 >Y 是 XX 的 子 集 导 CX 到 YY 的 线性 算 子 , 称 
G(T) = {(z,T(2)) € XXY:z € D} 
为 算 子 丁 在 XXY 中 的 图 (graph). 若 G(T) 是 XXY 中 的 闭 集 , 则 称 工 是 闭 线性 算 子 ， 
(closed linear operator) ,简称 闭 算 子 . 


闭 算 子 的 定义 等 价 于 下 面 命题 . 


命题 4.2.1 设 工 ; 写 ->Y 是 线性 算 子 .代为 闭 算 子 , 当 且 仅 当 V {zx,}CCD, 若 x 一 vz 
EX 且 Tzxs 一 >yEY, 则 有 xED 与 (x) 二 y 亦 即 (x,T(zx)) EG(T) 二 写 XY, 


对 这 一 等 价 性 的 证 明 可 以 加 深 对 闭 算 子 的 理解 . 
证 (1) 设 T: 仿 >Y 是 闭 算 子 , 亦 即 GCT) 王 号 XY 是 XXY 中 的 闭 集 过 VY {zx,}CD， 


EY 在) EE DY (TOE XXY 
一 因 G(T) 一 写 XY 是 XXXY 中 的 闭 集 , 故 (x,T(x)) EDXY. 


(0 Cn) E GUI = SS 9 CT EG 
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Y, 亦 即 lim (zz Ta) Wy=0> lz lz Te) Wy™0, 
演 
ITt)—syjsye 2 Tta) 一 训 | og 一 0 六 即 fC 及 w 坑 一 到 二 且 


Pt 过 由 充分 性 假设 ,这 蕴含 (x,T(z))E 钨 XY 二 G(T) > G(T) 是 XXY 中 
的 闭 集 . 

定理 4.2.4 设 T: 多 一 Y 是 闭 线性 算 子 , 且 匀 往 XX 是 闭 集 , 则 丁 是 有 界线 性 算 子 ; 
亦 即 


是 闭 集 
研 是 闭 线性 算 子 2 T € BX,Y). 


为 了 证 明 这 个 定理 , 先 要 引入 范 数 强 弱 性 概念 与 一 个 重要 命题 . 

范 数 的 强 弱 性 ( 范 数 的 比较 ) 若 在 同一 空间 X 上 有 两 个 范 数 | zl ,1 zll,, 使 得 
CX, zh) ,CX, lz1,) 都 是 赋 范 线性 空间 . 称 范 数 zl| 比 上 zl, 强 ,车 存在 常数 M 二 0, 使 得 
zl, 志 Mllzlh; 称 xll, 与 zl, 等 价 ,车 存在 常数 M 二 0,m 二 0, 使 得 mlx,<< lzxl,< 
M lz. 


命题 4.2.2 设 (X, zl,),(X, zll,) 都 是 Banach 空间 , 且 范 数 Bz 比 上 zl, 强 , 则 
上 z 册 与 zl, 彼此 等 价 . 
证 考虑 恒 同 映射 I:X 一 XX, 它 是 (X, zl) 到 (X, lz1,) 的 线性 算 子 ,由 于 xz, 比 
|zl, 强 , 故 存在 M0, 使 得 
NIC 1,< Mlzl,, (4. 2. 6) 
由 此 式 知 ,T:(X, zl 一 (X, lz ) 是 连续 映射 显然 工 是 单 射 、 满 射 , 由 逆 算 子 定理 知 ， 
三: 是 单 射 、 满 射 ` 有 界线 性 映射 ,所 以 存在 c 之 0, 使 得 上 一 (z) 入 cllzl. 但 是 ,T(x)=zx， 


TI-1(z) 一 z, 若 令 六 一 工 , 则 上 式 成 为 mjzj 志 zl, ,联合 (4.2.6) 式 得 mz 二 jz, 二 


Mzxj,, 故 zl 与 lxl, 彼此 等 价 . 

下 面 来 完成 定理 4. 2. 4 的 证 明 . 

证 因 X,Y,XXY 都 是 Banach 空间 , 若 了 为 闭 算 子 , 则 GCT) 一 写 XY 是 XXY 中 的 
闭 集 ,也 是 闭 线 性 子 空间 ,从 而 GCT) 王 写 XY 也 是 Banach 空间 ,并 且 ( 急 , |x |) 也 是 一 个 
Banach 空间 . 

现在 ,在 号 上 定义 一 个 新 范 数 |z 1。 ,满足 

lzls= lzllyt T(x), Vz Ea, 领 ,到 网 

我 们 证 明 ,( 鱼 , 上 x1,) 也 是 一 个 Bananch 空间 . 

取 基 本 列 {z,}C( 侠 , 上 zl,), 由 (4.2.7) 式 ,有 

lw —ms = ls ms 4 Ted) = Dm ny 


因 X,Y 为 Banach 空间 , 故 3x€EX,yEY, 使 得 xz， i gy 又 由 


4.2 算 子 理论 


本 为 闭 算 子 , 得 到 xED,T(z)=y. 于 是 ;T(z)_ T(r)(n 00). 这 蕴含 
lz 一 并 | 一 lz 一 并 lst 1TCz,) — T(x) |e 0, n,m 一 十 co， 
所 以 ( 侠 , lz,) 是 Banach 空间 . 由 (4.2.7) 式 有 zl,= lzly+ TCa)y 宇 TC2). 
另 一 方面 ,也 有 lzl, 宇 lz ,于 是 ,利用 范 数 强 弱 性 概念 及 命题 4. 2. 2, 知 3 M0, 使 得 
lzl,<M lzl;. 
这 样 ,对 于 xEXi, 有 TCz) 志 zl, 二 Mllzlly ,所 以 ,T:XY 是 X 到 Y 上 的 有 界 
线性 算 子 . 闭 图 像 定 理 得 证 . 


3. 算 子 空间 名 X ,站 中 的 一 些 重 要 性 质 

1) 有 界线 性 算 子 空间 (名 X,Y), | ) 中 的 收敛 性 

(1) 按 算 子 范 数 收 敛 性 ( 强 收敛 性 ) 

定义 4.2.6( 算 子 序列 按 算 子 范 数 的 收敛 性 ) 设 T,T,€ 如 X,Y), 若 

lim |T, 一 T =0, 

则 称 算 子 序列 {T,} 按 算 子 范 数 收 剑 于 算 子 T; 亦 即 , 赋 范 线性 空间 (如 X,Y), | 工 | ) 中 的 元 
的 序列 {T,} 在 算 子 范 数 ‖ 工 | 意义 下 的 收 仇 性 ,也 称 算 子 序列 {T,} 强 收敛 于 算 子 工 . 

算 子 序列 按 算 子 范 数 收敛 的 等 价 定理 叙述 如 下 . 

定理 4.2.5 算 子 序列 {T,} 按 算 子 范 数 收敛 于 算 子 工 ,等 价 于 {T,} 在 X 中 的 “单位 球 ” 

S= {rE€X:lzl.= 1} 

上 一 致 收效. 


证 由 lim IT,—TI =0 © lim, sup, 上 17, (zx) 一 T(z) 必 ==0, 这 也 等 价 于 
lim |T,(z) 一 T(x) 上 一 0， Vx € 5 一 致 成 立 . 

实际 上 ,也 等 价 于 {T,} 在 X 中 的 任意 有 界 闭 集 上 的 一 致 收敛 性 . 

(2) 按 点 收敛 性 

定义 4.2.7( 算 子 序列 按 点 的 收敛 性 ) 设 T,T,€E 吕 X,Y), 若 

limT,(z) = T(x), Vzr€EX, 
则 称 算 子 序列 {T,} 按 点 收 化 于 算 子 工 ,这 里 的 极限 是 按照 了 的 范 数 成 立 的 , 亦 即 
lim Tz)— Ta) ly=0, Vz EX. 


2) 有 界线 性 算 子 空间 X,Y) 的 性 质 


定理 4.2.6 (名 X,Y) 的 完备 性 定理 ) 设 (X, lz 上 ) 为 赋 范 线性 空间 ,(Y, ||y | ) 为 
Banach 空间 , 则 算 子 空间 (名 X,Y) , | 工 || ) 是 Banach 空间 ,这 里 的 ‖T 是 算 子 范 数 . 


注 当 (X, |z|y),(Y, lyy) 为 赋 范 线性 空间 时 ,名 X,Y) 未 必 是 Banach 空间 ,但 只 要 
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(Y, yly) 是 Banach 空间 ,种 X,Y) 就 必定 是 Banach 空间 ,不 论 (X, lz 上 | ) 是 否 是 Banach 
空间 . 

定理 4. 2.6 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 4. 2.7( 般 X,Y) 中 的 共鸣 定理 ) 设 (X, |z|y),(Y, ly) 是 Banach 空间 ， 
W 二 {T}C X,Y) 是 有 界线 性 算 子 族 , 若 对 于 每 个 xEX, 有 sup{ 1T(z)lr} 志 十 c=, 则 V 一 
{ IT1 } 是 R 中 的 有 界 集 . 亦 即 ,3 M>>0, 使 得 上 T11 入 M, VYV TEW. 

分 析 (1) 共鸣 定理 的 条 件 “ 对 于 有 界线 性 算 子 族 W 二 {TT}CC 名 X,Y), 若 每 个 -EX 都 
有 sup{ 1TCe)ly} 二 十 "可 理解 为 “对 于 有 界线 性 算 子 族 W={T},VzEX, 3M,>>0, s. 
t. YTEW, 有 T(z) 咱 三 M; ,此 M 与 无 关 ”, 亦 即 ,“ 算 子 族 WC 名 X,Y) 中 的 每 个 算 子 
TEW, 在 每 个 xEX 上 ,有 公共 的 (有 限 ) 上 确 界 sup{ TCz)ly}”. 

定理 结论 为 “3 M>0, st YTEW 有 1TH 三 M”. 亦 即 ,{ 上 TH :TEW}CR 视 为 及 
中 的 子 集 是 有 界 的 ,或 {Tl :TEW}CR 关 于 VTEW 是 一 致 有 界 的 . 因此 ,共鸣 定理 是 
说 :“ 算 子 族 W=={T}C 名 X,Y) 对 于 xEX 点 点 有 界 " 蕴 含 “ 算 子 族 W 对 TEW 一致 有 
界 ”, 故 共鸣 定理 又 称 为 一 臻 有 界 原 理 . 

(2) 如 果 从 逆 否 命题 的 角度 来 叙述 本 定理 , 则 是 “W = {T}C X,Y), sup 1TH = 
+ce > rEX,s.t. sup 1T(Czo)l, 一 十 co”, 故 此 定理 被 称 为 “共鸣 定理 ” 

(3) H "VrE X, sup{ TG) 用} 过 十 oo” 证 明 3M>0, s.t. YTEW 有 T(z)y 志 
M zl” 的 思路 如 下 : 

@ 由 于 “YrxE Xsup{ ITCz)l < 十 co” SO “VrEX, IM,>0, s.t. YTEW 有 
TCza)y 二 M; lz |”, 故 需要 找 {M; :7EX} 的 上 确 界 , 它 是 一 个 共同 的 、 与 无关 的 数 
M0, 使 得 

Ta Ny<MIzly, VvTEW. (4. 2. 8) 

但 从 T(z)ly 夸 M; | zl. 求 上 确 界 却 得 不 到 什么 . 因此 解决 问题 的 关键 是 如 何 把 假设 条 件 
sup{ TCa)} 过 十 用 上 去 . 

量 supt{ T(z)y} 有 两 个 特点 ,一 是 它 只 与 xE X 有 关 , 对 于 每 个 TEW 都 是 同一 个 
值 ; 二 是 YzEX, 都 是 一 个 非 负 有 限 值 ,可 以 用 sup T(z) 来 表征 x EX: 把 它 加 到 xzEX 
的 范 数 上 得 到 zl 二 zly 十 Sup ITCz)l 若 能 证 明 |zxlw 是 xz 的 一 个 “新 范 数 ”, 且 与 
lz 等 价 , 即 存在 ci ,cs 过 0, 使 得 不 等 式 co zj 三 zl 入 ce lz 中 :成立 , 则 所 需 证 明 的 不 
等 式 (4. 2. 8) 就 成 为 我 们 所 需要 的 不 等 式 

ceil sup Téa llsllet sup Toa ly= lzlly< a lzllx. 

@ 注意 到 ,由 “新 范 数 ”的 定义 , zlw 一 1zlx 十 sa 1TCz) 1y 宇 1zlx, 知 zlw 比 

上 zx 强 , 利 用 Banach 空间 中 的 命题 4.2.1, 只 要 证 明 (X, lz ly) 是 一 个 Banach 空间 就 够 了 . 


4.2 算 子 理论 


现在 可 以 证 明 共 鸣 定 理 了 . 

证 VzECX, 上 zl;); 定 义 一 个 新 范 数 lzllv= lz | 十 se ITCz)ll>. 不 难看 出 ， 
zw 是 X 上 的 一 个 范 数 , 且 比 |zl| 强 . 故 只 要 证 明 (X, lz ) 是 完备 的 . 

事实 上 , 取 关 于 范 数 |z | 的 基本 列 {z,}CX, |z, 一 zw 一 0C0z,2 一 十 co). 因 

lz — zn ly = Nz — za x+ sup Ts lss 
得 到 
lz —znly>0, mm 一 十 co 
与 
sup ITCzx, — xz,) | 一 0， nsm 一 十 co。 
于 是 ,由 (X, lzl,.) 的 完备 性 , 3zEX,s.t zz EE Ve0s INS0s &t 
当 n 生 NN 时, |z, 一 x+y 二 e, 以 及 sup T(z 一 z) 川 :二 e( 此 式 可 由 在 sup NTCz, —z;, ly 中 ， 
令 mm 十 co 得 到 ). 

又 由 假设 , VzEX, 成 立 SP{ ITGz)ll < 十 ce, 于 是 ,对 于 基本 列 {z,}CX 及 其 极限 
XEX, 得 到 VTEW, 有 x, 一 z= |z, 一 z+ Sup ITGz, 一 z)| 一 0(z 一 十 cc), 即 空间 
(X, lz ) 是 完备 的 . 

然后 ,利用 命题 4. 2. 1, 知 范 数 上 zl 与 1x 上 | 等 价 . 因此 ,存在 常数 M>0, 使 得 

1TGz) ly< sup Toa ly< lzl,< Mlzl，VzexX， 


这 蕴含 VTEW, 算 子 范 数 Tl 三 M. 共鸣 定理 得 证 . 
作为 共鸣 定理 的 应 用 , 另 一 个 有 用 的 结果 是 名 X,Y) 中 的 Banach-Steinhaus 定理 . 


定理 4. 2. 8(Banach-Steinhaus 定理 ) 设 (X, xl) 与 (Y, ly 上 |y) 是 Banach 空间 ， 
ACX 是 XX 的 稠密 子 集 ,X 二 A. 设 T,T,E 冲 X,Y), 则 
lim T(z) = T(z), Yi EX, (4. 2.9) 


当 且 仅 当 (1) |T, ‖| 有 界 ; (2) lim T(x) 二 T(z), VxEA. 


证 必要 性 由 假设 条 件 (4. 2.9), 知 (2) 成 立 .为 证 (1), 设 W={T,} 己 种 X,Y), 于 是 ， 
由 (4. 2. 9) 式 , 知 dim 上 1T, (xz) 一 T(z)|y==0, Vx € X. 故 任 给 e 二 0, 存 在 N 二 0， 
s.t.n 和 NN 时 ,有 
1T, C2) Ny< TO Nyte, Vr EX, n=1,2,.…,N. 
由 1TCz)l <Mz llzlx,YxEX,n=1,2,…,N, 故 VrEX, sup, ITGz)l 到 十 ce. 据 共 鸣 


定理 ,得 到 ‖T, | 有 界 ,(1) 得 证 . 


充分 性 ”假设 (1)、(2) 成 立 , 我 们 证 明 (4. 2. 9) 式 . 
由 (1), 设 1T, 1 二 M, Vn€2Zt+. 于 是 , VzEX,Ve>0, 由 X=A, 存 在 yEA, 使 得 
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lz 一 > 大 元 TMDs; 夏 Yn>N, 有 
[TG — Te) < NT) — Ten ,+ TC — TO + [Tt — Tay ly 
Mlz=g + T2732—TON ls +M ly xl; 


和 5 十 1T Gy) 一 TCy) 中 十 二 = + TC 一 Tv) ly. 


对 上 T,(y) 一 TCy) 澳 ,由 yE A 与 假设 条 件 (2), 取 足够 大 的 nn, 便 得 1T, (>) 一 TCy)ll 一 六 
于 是 ,VzEX,YVe>0,3N>0, st n>N 时 , |T, (zx) =— Ttally<e 此 即 (4. 2.9) 式 . 定理 
得 证 . 

下 面 给 出 共鸣 定理 的 两 个 重要 应 用 . 

例 4. 2. 4( 求 积分 公式 的 收敛 性 ) 对 于 熟悉 的 R 积分 的 近似 公式 

[cwar~ pi DAs 
® k=0 

所 取 分 法 为 a 二 zo 过 zi 二 … 过 zx,-1 三 x, 二 b. 需要 考虑 的 问题 是 : 当 一 十 cc 时 ,需要 加 什么 
条 件 ,才能 在 使 用 上 述 近 似 公 式 所 产生 的 误差 趋向 于 零 ? 


由 于 所 取 分 点 与 n 有关, 于 是 > f(zb)Azre 途 >》 A8?f Cz"). 问题 化 为 
k=0 k=0 


b 
lim > APf(zP) = | f(x) dr 
eto Ct a 


在 什么 条 件 下 成 立 ? 
命题 4. 2.3( 求 积 公式 的 收敛 性 条 件 ) 对 于 每 个 连续 函数 f(z)EC([a.0]) ,公式 
lim D AP/ Cl) 一 wa (4. 2.10) 
成 立 , 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 成 立 : 


(1) 存在 常数 M > 0, 使 得 2) |A8”| 过 M; 
k=0 


a b 
(2) lim 2 AD Cy = | f(adr 对 于 每 个 多 项 式 
A 8 
f(x) = p(x) 一 ao 十 az 十 … 十 anzm， rE [Lab],mE€E Zt 
证 @ 证明 TE 必 CCLa,O),R) .考虑 Banach 空间 C([a.6]) 上 的 泛 函 
Tf) = >)AmPFGzp)，FGz) e CLa,b), zr € [a,b], 
k=0 
则 (4. 2.10) 式 可 写 为 
lim T, CP = [rar = rom，re cde0)， 
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于 是 ,T,(f):C([a,b)—>R. 
TEL(C([a,6]),R ) 显 然 ,下 证 T, € 色 C([a,5]),R ). 
由 于 VfE CLa,b]) ;有 lf lcsp <M, :; 故 


(rn l= [arrepy|< (la!) ecm< (Dlae|), 
t=0 k=0 k=0 


因此 , |T, 1 二 | 是 Hp | <MM= M:. 
k=0 


另 一 方面 ,对 于 每 个 nEN , 取 f,(x)EC([a,6]) ,不 失 一 般 性 ,使 得 
GP ) = EA: b= 0 
且 满 足 ef lcciwsy 二 max{ | f(x)|:zELa,b]}=1. 


于 是 ,| T,| 之 T0091= 避 14P1, 从 而 


IT,1 = Dla? i (4.2.11) 


所 以 ,T,€E 又 C([a,65]),R). 并 且 ， 条 件 (1) 就 是 IT,l <M, VnEN. 
@ 证 明 充分 性 . 设 条 件 (1) (2) 成 立 , 则 由 于 多 项 式 全 体 所 成 的 集合 在 C([a,0]) 中 稠 
密 , 故 极限 


lim DAap fm ) = [car 
wtoni=0 a 
对 每 个 fEC([a,6b]) 成 立 . 充分 性 得 证 . 
@ 证 明 必要 性 . 设 (4.2.10) 式 成 立 , 即 


b 
lim SAP fa) = limT,(f) =T() = | fxr)dr, f EC(a,b]) 


mt f=0 


成 立 , 亦 即 
lim |T,(C) -TTDI=0 VFAEGab hs 

故 sup|T,( 记 一 TCP)| 委 M( 一 致 收敛 数列 必 有 界 ) ,再 由 Banach-Steinhaus 定理 , 知 1T, eM， 
所 以 (1) 成 立 , 当 然 由 (4. 2. 11) 式 立即 得 到 (2). 

例 4.2.5(Fourier 级 数 的 敛 散 性 ) ” 设 Cs 是 以 2x 为 周期 的 实 值 连续 函数 的 全 体 所 成 
的 Banach 空间 ,了 E Cs 的 范 数 定义 为 fl 一 max ,|f(z)|. 

对 于 熟悉 的 Fourier 级 数 

f(x) ~ 起 >) (arcoskzr 十 和 sinkr)， 
作 前 n 十 1 项 部 分 和 
S,.(f)(z)= 十 3 (axcosnz + brsinnz ) 
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， 2x 
| Fa -kd Dju=| Fe ee 
LR 有 o 


sin( + 二] 一 am 


其 中 D, (txz) 一 (nEN ) 称 为 Dirichlet 核 . 于 是 , S, (了 ): Cz 一 Cz， 


sin 3 (tz) 
{S,CP) je 成 为 Cn 到 自身 的 线性 算 子 族 . 
我 们 证 明 , VzoE [0,2x], FE Co, 使 得 FCz) 的 Fourier 级 数 在 x。 发散， 
事实 上 ,可 将 [0,2x] 视 为 [一 x,x] ,并 且 不 失 一 般 性 ,可 设 zx。 二 0. 于 是 , 作 Cs: 上 的 线性 
泛 函 序列 


TP = [ fA D, 1,0) dt: Co ~ 及， 


站。 这 吉 sin (n+ 十) 
其 中 D,(t0) 一 区 十 元 之 coskt 一 (CEN ). 显 然 ,D,(t,0) 是 ziE [一 x,x] 的 连续 
Mh 
多 


函数 ,因此 1T, | 二 M ,并且 可 以 证 明 , 算 子 范 数 为 17,1 一 | |D,G.0)|diwn E N. 由 于 


、 

sin( n+ 国 六 1 LsinG2n 二 Di dl 
| | LR | sinz | 

sin——t 


多 
iT |sinG2n + Dg, > | | sin(2m + Dl 二 |sinu| dl 
No a No t No u “” 


Sint 


x 2r 2x 
| 1p,G:old= | |D, ,0) |de 1| 
一 0 2rJo 


最 后 一 项 当 六 > 十 < 时 是 趋向 于 十 cc 的 ,因为 反常 积分 全 qr 是 非 绝 对 收敛 的 . 于 是 ， 


1T, l= 十 co. 

这 样 ,由 Banach-Steinhaus 定理 知 ,至 少 存在 一 个 元 f。€ Cs ,使 得 

{T,CP)} 一 他 cm = f(D Dsl,0) de) 

发 散 , 即 lim T,(f。) 一 0. 这 是 因为 ,车 VfECs 过 lim 了 T,(f6)=A 二 eT,(D1<M, 
VE Cz 一 致 成 立 , 从 而 导致 |T, | 一致 有 界 , 这 与 1T, | 一 十 co 矛盾 . 

这 个 结果 澄清 了 人 们 最 初 认 为 函数 FE Cz: 的 Fourier 级 数 一 定 收敛 的 错觉 ,从 而 促使 
人 们 研究 级 数 的 敛 散 性 ,发 展 了 Fourier 分 析 理 论 . 

3) 有 界线 性 算 子 空间 名 X.X) 三 入 X) 上 的 算 子 代数 

在 (X, lz ) 是 赋 范 线性 空间 、(Y, ly ) 是 Banach 空间 的 假设 下 ,在 有 界线 性 算 子 集 
合 加 X,Y 了) 中 ,赋予 加 法 运算 十 、 数 乘 运算 a，、 范 数 上 Tl, 则 ( 串 X,Y) ,十 ,a，, 上 TT) 成 为 
Banach 空间 . 当 名 X) 寺 种 X,X) 时 ,还 可 以 考虑 任意 两 个 线性 算 子 : T,SE 种 X) 的 复合 S。 
本 ,定义 为 (S*T)(z) 二 S(T(z)) ,VzxEX, 使 得 算 子 空间 具有 一 种 新 的 结构 一 一 算 子 代 数 (B 
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9 dl 
我 们 对 于 一 般 的 赋 范 线性 空间 (X, 十 ,a*, lz) 定义 代数 ,然后 再 回 到 算 子 空间 多 X) 
上 来 . (请 读者 比较 定义 2. 2. 6. ) 


定义 4.2.8( 代 数 、 赋 范 代数 ,具有 单位 元 的 赋 范 代数 、Banach 代数 ) 
(1) 代数 设 (X, 二 ,aa。) 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 , 若 对 于 任意 元 zy,z,…EX, acEF， 
定义 元 素 之 间 的 “乘法 "运算 zy 满足 


@ zeyEX， (封闭 性 ) 

© (zey)。z 一 Ze(yez)， (结合 律 ) 

©@ ze(y 十 z) 一 Zey 十 zez， (y 十 zx) 一 yo 十 zez， (加 乘 分 配 律 ) 

@ w(zey) 一 (az)。y 一 Ze(ay)， ( 数 乘 结合 律 ) 
则 称 (X, 十 ,a。) 是 一 个 代数 ,并 记 为 (X, 十 ,a。 ,zey). 

进而 , 若 乘法 运算 满足 交换 律 

© zey 一 yez， (交换 律 ) 


则 称 (X, 十 ,ae。,zey) 是 一 个 交换 代数 . 

(2) 赋 范 代数 设 (X, 十 ,ae。，,|zll.) 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 , 若 在 其 中 定义 关于 
元 之 间 的 乘法 zey, 满 足 上 述 四 一 四 , 且 范 数 满足 

© lz*yl 入 lzlllyl， ( 范 数 乘法 不 等 式 ) 
则 称 它 是 一 个 赋 范 代数 , 记 为 (X, 二 ,ac。 ,| zllx,zrs*y); 若 乘法 可 交换 , 则 称 其 为 交换 赋 范 
代数 ( 亦 即 满足 上 述 四 一 @). 

(3) 具有 单位 元 的 赋 范 代数 ” 设 (X, 十 ,a*, lz,z°*y) 是 一 个 赋 范 代数 , 若 存 在 一 个 
元 eEX, 满 足 

@ er*zx=zx°e=z, VrEX; lelly=1, (存在 单位 元 ) 
则 称 eEX 为 X 的 单位 元 ,并 称 (X, 十 ,a* ,zx ,zx°*y,e) 是 具有 单位 元 的 赋 范 代数 ; 若 乘 
法 可 交换 , 则 称 其 为 具有 单位 元 的 交换 赋 范 代数 . 

(4) Banach 代数 ” 设 (X, 十 ,a* ,zx，z*y) 是 一 个 赋 范 代数 , 且 关 于 范 数 上 zx 上 x 是 一 
个 Banach 空间 , 则 称 它 为 一 个 Banach 代数 . 


相应 地 有 交换 Banach 代数 .具有 单位 元 的 Banach 代数 .具有 单位 元 的 交换 Banach 代 
数 等 . 

例 4.2.6 C([a,5bj]) 是 一 个 具有 单位 元 的 交换 Banach 代数 . 

事实 上 ,C([a,6]) 中 的 运算 如 下 : 

加 法 f,g€Cl[a:6])) 寺 (f+e)(z)=f(z)+g(z), VrE[La,b]; 

数 乘 fEC([a,6]), aEF > (af) (x)=af(z), VrELa,b]; 

乘法 f,g€Cl[a,6]) 寺 (ff* a) (rx)=f(r) g(r), VrELa,bl]; 


; 


全 第 4 章 泛 函 分 析 基 础 


乘法 单位 元 。f 二 1€C(a.6D) 一 :有 (x)=1°* f(r)=f(z), Vr€E[La,b]; 
范 数 fECC[a,6]) 过 Df llecwisy 二 as | f(x) | ; 
因此 ,(C([a,5]) ,十 ,a*,f*g， fceswsp :了 ) 是 一 个 具有 单位 元 的 交换 Banach 代数 . 


例 4.2.7 Wr0,27])= {7:f 00 = Pass p> |&|<+,r € [0.2]| 是 一 个 
ee 性 


交换 Banach 代数 ,其 中 i= MV 一 1. 
事实 上 ,W([0,2x] ) 的 加 法 、 数 乘 、 范 数 都 与 例 4. 2.6 相似 ,而 “乘法 ”是 如 下 定义 的 


“ 卷 积 ” 
十 co 十 co 
设 f,gEW([0,2x]), 对 于 f(x) = >) Se ,g(z) 一 》) me* ,乘法 定义 为 卷 积 
= 一 co = 一 co 
(f*g)(z) = 3 六 
N=—cok=—o0 
由 估计 
十 co 十 co to0 ”+oo 
本 Fa 一 2 | Dé < 2 到 1 人 | 而 
nm 一 一 co | 人 = 一 co 一 一 cok 一 一 co 


= (le) ln)= lveso lelvesa， 


n= 一 co \ 有 一 


知 W([0,2x]) 成 为 一 个 交换 Banach 代数 . 

例 4.2.8 设 (X, lzl,) 是 Banach 空间 ,考虑 有 界线 性 算 子 空间 句 X) 三 色 X,X), 它 是 
一 个 Banach 空间 . 算 子 T,SE %X) 的 乘法 S*T 定义 为 算 子 复合 (S*T)(z) 一 SCTCz)),YzE 
Xi 人 恒 同 算 子 工 是 乘法 的 单位 元 . 于 是 ,( 儿 X),+,a。 ,上 Tl ,S。T,1) 是 一 个 具有 单位 元 
的 ,不 可 交换 的 Banach 代数 . 

例 4.2.9 Banach 代数 《D) 设 D={xzEC :|z| 三 1},&《D) 是 D 上 定义 的 .D 内 解析 
的 复 变 量 复 值 函 数 的 全 体 , 其 中 各 种 运算 与 例 4. 2. 6 类 同 , 使 得 KD) 成 为 一 个 具有 单位 元 
的 交换 Banach 代数 . 

例 4.2.10 Banach 代数 L([a,5b]) [a,6] 区 间 上 的 Lebesgue 可 积 函数 空间 L([a,6])， 


加 法 、 数 乘 与 例 4. 2. 6 中 的 运算 相同 , 范 数 定义 为 | /ro 三 | |f(z)1dz, 乘 法 定义 为 
卷 积 
fg EL([ab]) > (f * g)(z) 一 | fe—Dea 
于 是 ,(L([as 四 ) ,十 ,ec ,fl :f*g) 构 成 一 个 没有 单位 元 的 、 交 换 Banach 代数 . 
注 1 对 于 L([a,]) 中 的 卷 积 (f * g)(z) 一 | /GDatDdn 约 定 /gE Ds, 
并 E [ae 站 时 ,7Fz) = g(x) = 0. 卷 积 运算 的 封闭 性 由 下 述 不 等 式 得 到 : 
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frg EL([a,b) = |‖F*glrcoo < Al lg Nien 
注 2 Banach 代数 L([a,5]) 寺 (L([a,6]) ,十 ,a* ,上 fcowsy，f*g) 没 有 单位 元 的 证 
明 需 要 用 到 Fourier 变换 的 知识 (第 5 章 , 习 题 11). 


4.2.2 有 界线 性 算 子 的 谱 理 论 


1. 线性 算 子 的 逆 算 子 


逆 算 子 ( 逆 映 射 ) 的 概念 是 大 家 熟悉 的 . 在 算 子 谱 理论 的 研究 中 , 逆 算 子 的 存在 与 否 成 
为 研究 的 主题 之 一 ,并 且 有 着 广泛 的 应 用 . 首先 来 叙述 一 下 逆 算 子 的 定义 . 

设 (X, zy),(Y, ly 上 y) 为 Banach 空间 ,%X,Y) 是 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 空间 ,对 
于 TE 好 X,Y), 若 存在 算 子 S:Y-~X, 使 得 算 子 的 复合 S*T:X-~X 是 单位 算 子 , 即 S* T= 了: 
X-~X, 则 称 算 子 S:Y 一 X 为 算 子 了 :X->~Y 的 逆 算 子 (inverse operator) , 记 为 S=T ,并 称 
算 子 T 为 可 逆 的 (invertible). 

注 1 在 逆 算 子 的 定义 中 ,实际 上 蕴含 了 算 子 T:X>Y 是 一 一 对 应 的 . 

注 2 若 T:X=>Y,T,:Y>Z 是 可 逆 算 子 , 则 TT 二 T,。T ;XZ 是 可 逆 算 子 , 且 对 于 
CT T= 

注 3 对 于 名 X) 三 如 X,X) ,两 个 可 逆 算 子 Ti:X 一 X、T,:X 一 X 的 复合 是 可 逆 的 , 且 
TeTin T= TT 


2. 线性 算 子 的 谱 理论 
下 面 从 大 家 熟悉 的 实数 域 R 上 的 有 限 维 线性 空间 (X, 十 ,ce。，)(dimX 一 2) 出 发 ,引入 算 
子 的 谱 理论 . 


一 对 一 
我 们 知道 ,dimX=n 二 X 一 一 > R", 即 XX 与 R" 同 构 ; 而 且 


同 构 
BR") < 一 ~ MM,， 


这 里 级 ,是 方 阵 空 间 , 方 阵 A= [as ],xvE 级 ,, 视 为 算 子 Te>A= [ai ],x，。 在 高 等 数学 教程 
中 , 求 它 的 特征 值 问题 是 读者 所 熟悉 的 : 如 果 AEC 使 得 线性 方程 组 
Az 二 Ar (等 价 地 ,(A 一 MDz 一 0) 


有 非 零 解 ,其 中 zx 一 


ER",AER , 则 这 样 的 ) 称 为 算 子 Te>A= [az ],x，* 的 特征 值 ; 所 有 


特征 值 的 全 体 称 为 算 子 T 的 谱 集 ,简称 谱 . 特征 值 也 称 为 谱 值 ,或 称 为 谱 点 ,物理 学 中 称 为 
本 征 值 . 记 谱 集 为 ao(T)CC. 复数 wxEC \cCT) 称 为 算 子 T 的 正则 值 . 
于 是 , 当 算 子 Te>A= [as ]。x。 由 方 阵 表征 时 , 它 的 谱 就 是 方 阵 的 特征 值 的 全 体 所 成 的 
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集 o(T)CC : o(T)== {A4EC :(A 一 4Dx 二 0}, 谱 值 是 使 得 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 4 值 ; 
正则 值 EC\o(T) 是 使 得 非 齐 次 线性 方程 组 有 惟一 解 的 y 值 . 

由 此 可 见 , 寻 找 一 个 算 子 的 谱 , 与 求 方程 的 解 的 问题 有 密切 联系 . 把 这 个 思路 推广 到 有 
界线 性 算 子 上 ,就 形成 泛 函 分 析 的 一 个 重要 内 容 , 泛 函 方程 (functional equation) ,特别 是 泛 
函 微分 方程 的 研究 ,更 成 为 一 个 有 意义 ` 有 实用 价值 的 前 沿 课题 . 


定义 4.2.9( 算 子 的 正则 值 、 预 解 式 、 谱 值 . 谱 ) 设 (X, 十 ,a*，, lz,) 是 数 域 上 的 
Banach 空间 ,车 对 于 XX 上 的 任意 有 界线 性 算 子 丁 ,TE 如 X) 三 如 X,X) ,满足 

(1) 复数 AMEC 使 得 算 子 A1 一 本 的 逆 算 子 (X41 一 T) 1! 存在 , 且 (XA1 一 T) ! 定 义 在 全 空间 
X 上 , (MT 一 TD) 1:X 习 XX, 则 称 AEC 为 算 子 T 的 正则 值 (regular value), 并 称 R 一 
(A1 一 T) 为 算 子 本 的 预 解 式 (resolvent); T 的 正则 值 的 全 体 , 称 为 工 的 正则 集 , 记 为 p(T). 

(2) 若 MEC 不 是 算 子 工 的 正则 值 , 亦 即 算 子 MT 一 人 没有 逆 算 子 , 则 称 为 算 子 T 的 谱 
值 (spectrum value) (或 谱 点 ); 算 子 T 的 谱 值 的 全 体 , 称 为 工 的 谱 集 , 简 称 谱 (spectrum) , 记 
谱 集 为 o(T). o(T)CC 中 的 谱 点 又 分 为 两 类 : 

@ 对 于 人 Eco(CT) , 若 齐 次 方程 (MT 一 T)z 一 0 有 非 零 解 , 则 称 4 为 工 的 特征 值 (eigen- 
value) ,或 本 征 值 , 称 对 应 于 特征 值 X 的 非 零 解 工 为 特征 元 (eigen-element) 或 特征 向 量 
(eigen-vector); 记 特 征 值 全 体 所 成 的 集 为 o,(T) ,我 们 有 

HTCoADECC:s 
称 op(T) 为 算 子 工 的 点 谱 (point spectrum); 

@ 对 于 AMEo(CT) , 若 方程 (MT 一 T)z 一 0 有 且 只 有 和 零 解 , 亦 即 ,对 应 于 4 的 特征 向 量 只 是 

零 向 量 ,而 且 算 子 MI 一 下 的 值 域 是 X 的 真子 空间 ,这 样 的 4A 的 全 体 , 记 为 o.(T) ,我 们 有 
WTI Eat TNE Gs 
称 o,( 丁 ) 为 算 子 械 的 连续 谱 (continuous spectrum). 


于 是 ,有 


C= p(T) U olT) = p(T) U {0,(T) U 00D}. 
例 4.2.11 在 7? 维 复 空间 C" 中 ,三 角 阵 


WW 
a a i 

A=|” 7 .|, a €C, 
an 0 ?am 


定 区 一 个 算 隆 
T:zT= (€ 6 6) EC > Tr) = (np hh) EC， 


使 得 二 >》)aws;(k 二 1,2,…,n), 亦 即 
j=1 


4.2 算 子 理论 
an 0 0 全 Nn 
Ta = A[6 .8 一 i en i . |w 
Wi 0 mh 
于 是 , 算 子 工 由 三 角 阵 A 确定 ,而 方程 
A—aun 0 0 
0= QI—A)zr = -a ns 和 zr 
an dn i 
的 非 零 解 正 是 对 角 线 上 的 值 4==an ,az ,… ,am ,也 就 是 算 子 T 的 特征 值 , 即 
ayaz dm E op(T), 
其 余 的 XEC\o,(T) 二 p(T) 便 是 了 的 正则 值 . 于 是 
C= TY Waltn); 
例 4.2.12 对 于 [0,1] 上 复 值 连续 函数 空间 C([0,1]) ,考虑 乘法 算 子 
(TF)(z) = zfr(z)， 和 ec(Co,1])， 
知 T:fEc(C[0,1]) 一 TCDCz)=zFGz)EC(C0,1]) 是 有 界线 性 算 子 . 
对 于 从 [0,1] ,由 
(QT 一 T)(CP)(z) 一 (0 一 z)CP)Cz)，FecCo,1])， 
知 MI 一 T 一 一 z, 预 解 式 是 RD=QI 一 TD) 一 = 志 一 ,得 


CR = CA — TY = Tf 


易于 验证 ,R, 是 定义 在 C(I0,1]) 上 、 取 值 为 = (x)ECCL0,1]) 的 有 界线 性 算 子 , 且 


RV) | 站 -天 而 而 一 《IT 一 人 GT 一 下 MO = Fa) 
因此 ,4 [0,1] 是 算 子 工 的 正则 值 . 
对 于 XE [0,1], 算 子 
(QAI— DA = anfz), f Ec,1)). 

当 z= 和 A 时 ,X41 一 T==4 一 z 无 逆 算 子 ,但 是 QI 一 T) |,_;f (xz) 为 0, 因此 不 难 证 明 , 算 子 MT 一 代 
的 值 域 是 C([0,1]) 的 真子 空间 ,并 且 齐 次 方程 

QI— Tf(z)=0 
在 C([0,1]) 中 没有 非 零 解 ,于 是 ,ME [0,1] 是 算 子 了 的 连续 谱 中 的 点 ,XEo.(T)==[0,1]. 
这 样 就 有 

= TY Waly 
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例 4.2.13 对 于 复 值 连续 函数 空间 C([0.11) ,考虑 积分 算 子 
CIP) = | fede, I 


知 T;fECC([0,1D=>T(f)(z)= rar E C([0,1]) 是 有 界线 性 算 子 . 
对 于 ) 天 0, 由 
tO — DY = MF —| fa ed 
知 方程 41 一 T)f(zx) 二 g(x) 就 是 方程 
MGCD 一 | fd = g(z)， 
于 是 ,当天 0 时 ,上 式 等 价 于 
es em Aga) 于 | reode 


由 Volterra 积分 方程 知识 ,此 方程 对 于 任何 g(Cz)EC(C[0,1]) 存 在 惟一 的 解 ,这 表明 对 于 
) 天 0, 有 


(一 T)FGz) = ECz) 名 f(z) = A — Tg(z), 
亦 即 算 子 QI 一 了 T) 可 逆 , 所 以 ,YA#0 过 XEp(T). 


当 4=0 时 , 齐 次 方程 (MI 一 T) f(x) 二 0 化 为 TGF) = 一 下 Feod 一 所 出 过 所 


COL0,1);, 则 TCFCz))= -| fu 二 0 蕴含 f(1) 一 0, 因此 相应 的 齐 次 方程 只 有 零 解 , 故 
4 二 0 不 是 工 的 特征 值 . 

另 一 方面 , 算 子 (1 一 T) |,, 的 什 域 中 的 元 形 如 gCz) = 一 fCDqe, 满 是 g'(z) = 
一 f(z)EC(L0,1]), 且 g(0)==0. 因此 算 子 本 的 值 域 是 W={g:g€C'([0,1]),g(0)= 二 0}， 
而 W 是 C([0,1]) 的 一 个 真子 空间 . 这 表明 4 二 0€6o.(T), 所 以 o.(T)={0},o,(T)=. 
于 是 

友人 一人 WO =p(T Wo 
例 4.2.14 对 于 复 值 工 可 积 函数 空间 L'([0,1]), 考 虑 积分 算 子 


(TH) (x) = zf (x) + | fa f EL'([0,1)); 


知 T:fEL'I([O0,1D>T(OA (Cz)=zrf(z)+ [We E L1([0,1]) 是 有 界线 性 算 子 . 


1 Ws 
对 于 XE (0, 匡 ,我 们 证 明 ， 区 则 To] 的 示 性 夯 数 Xe Co 一 | 是 对 应 
0; z¥ [0,4] 


于 4 的 特征 向 量 .事实 上 ,对 于 0x<4, 有 


4.2 算 子 理论 


1 4 
(Tx ron1) (zx) = zx ton1 (7) +| X Fox (zt)dt 一 z+| dt = A, 


亦 即 ,GI 一 T)xroa1)(z) 二 0. 因此 ,(0,1] 是 算 子 工 的 点 谱 o,(T)==(0,1]. 
另 一 方面 , 当 4g [0,1] 时 , 任 取 gE€EL!([0,1]), 非 齐 次 方程 (XI 一 T)f) (zx)=g(z) 
化 为 


1 
QA—zx)f(z) -| f(Ddt = g(x), 


令 hz)= rpde, 则 得 到 一 个 具有 初始 条 件 的 微分 方程 
(MA—z)h (rz) +h(r) = g(x), 
ee 一 0， 
并 且 有 惟一 解 
(一 z)j1Cz) 十 PCz) = (A (a) +| fea 态 一 到 由 2) [WG 让 


这 说 明 AF [0,1] 时 , 算 子 QI 一 T) 可 道 ,所 以 ,VAE [0,1] > AEp(T). 
当 4 二 0 时 ,与 例 4.2.13 类 似 方法 ,可 证 明 4=0 不 是 T 的 特征 值 ,故人 一 0EoCT); 归 
纳 地 ,有 


C=p(T) Uo(T) U solT), 
其 中 o,(T)=(0,1],0.(T)={0}. 


3. 谱 集 与 正则 集 的 性 质 

定理 4.2.9 设 X 天 {0} 是 非 空 Banach 空间 , 凤 X) 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 空间 ,对 于 丰 
EBX), 有 

(1) 算 子 TE 始 X) 的 谱 集 ol(T)CC 是 有 界 闭 集 ; 若 和 A 是 的 特征 值 , 则 对 应 于 和 的 全 
部 特征 向 量 与 零 向 量 ,一 起 构成 X 的 一 个 闭 子 空间 , 称 为 对 应 于 4 的 特征 向 量 空间 ; 若 
Xi 二 1,2,"…,n) 是 丁 的 n 个 不 同 的 特征 值 ,zi 是 的 对 应 于 A4 的 任 一 个 特征 向 量 , 则 zi， 
Xz， ,Tn 是 线性 无 关 的 ; 

(2) 算 子 TE 句 XX) 的 正则 值 集 p(T)CC 是 开 集 ; 预 解 式 尽 一 (AT 一 T) 一 作为 的 算 子 


函数 ,在 其 定义 域 p(T) 中 解析 ; 
(3) 对 于 XEC , 当 |4| 定 TI 时 ,A 是 人 的 正则 值 , 且 X41 一 丁 的 逆 算 子 由 公式 
二 
QI = > rT 
给 出 ;上 式 右边 级 教 是 接 算 于 范 数 收 禹 , 且 | 0I 一 D | <TTLTTT 


(4) 对 于 XEC ,车 A 是 本 的 正则 值 , 则 对 于 任何 复数 jEC , 当 
lzg—4|< Harm7TD2 7 
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时 ,py 也 是 正则 值 , 且 


多 一 有 
上 式 右 边 级 数 是 按 算 子 范 数 收 化 . 
请 读者 自行 证 明 . 


4. 可 道 算 子 的 性 质 

定理 4.2.10 设 X 是 Banach 空间 , 双 X) 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 空间 , 则 
(1) 妈 X) 中 可 逆 算 子 的 全 体 是 路 X) 中 的 开 集 ; 

(2) 若 X 是 含有 非 零 元 的 Banach 空间 , 则 VTE 名 X), 必 有 ol(T) 关 2. 


5. 谱 半 径 
定义 4.2. 10( 算 子 的 谱 半径 ) 设 (X, 十 ,a。, lzli) 是 数 域 玉 上 的 Banach 空间 ,对 于 
任意 有 界线 性 算 子 TE 好 X) , 称 r= max |4| 为 算 子 人 的 谱 半 径 (spectral radius). 


定理 4.2.11 设 X 是 Banach 空间 ,如 X) 是 XX 上 的 有 界线 性 算 子 空间 ,对 于 TE BX), 其 
谱 半 径 为 rr 二 lim v :od 


6. 紧 算 于 及 其 性 质 

赋 范 空间 上 有 一 类 线性 算 子 非常 重要 ,就 是 紧 算 子 . 

定义 4.2.11( 紧 算 子 ) 设 (X, zx) 与 (Y, ly 上 ly) 是 数 域 E 上 的 Banach 空间 ,对 于 线 
性 算 子 T:X-Y, 若 下 将 X 中 的 任 一 有 界 集 EECX 映 到 Y 中 的 序列 紧 集 T(E)CY, 则 称 全 
为 紧 算 子 (compact operator). 紧 算 子 也 称 为 全 连续 算 子 (totally continuous operator). X 到 
Y 的 紧 算 子 的 全 体 所 成 的 集合 , 记 为 区 X,Y). 


注 1 TEQX,Y) 后 对 X 中 的 任 一 有 界 集 BCX, 集 合 T(B) 是 Y 中 的 紧 致 集 ( 即 
T(B) 有 紧 致 闭 包 ). 

注 2 TE&X,Y) 人 镶 对 X 中 的 任 一 有 界 序 列 {zx,}CX, 序 列 {T(z,)} 在 Y 中 存在 收 
敛 子 序列 ; 亦 即 ,{ T(x,)} 是 序列 紧 的 . 


定理 4. 2. 12( 紧 算 子 的 连续 性 ) 设 义 与 Y 是 数 域 F 上 的 Banach 空间 , 若 线 性 算 子 全; 
X->Y 是 紧 算 子 ,TE @QX,Y), 则 

(1) 代 是 连续 算 子 , 即 有 界 算 子 ; 故 区 X,.Y)CC 贤 X,Y) ,并 且 区 X,Y) 在 子 拓扑 之 下 是 一 
个 闭 子 空间 ; 

(2) TE 购 X,Y) 是 紧 算 子 , 当 且 仅 当 T:X 一 了 将 匀 中 的 单位 闭 球 S([0,1])= 


4.2 算 子 理论 四 


{zEX: zl <1} 映 成 X 中 的 序列 紧 集 ; 
(3) TE 色 X,Y) 是 紧 算 子 , 当 且 仅 当 T:X-Y 将 X 中 的 任 一 有 界 集 EECX 映 到 Y 中 的 
紧 致 集 T(E)CY. 


例 4.2.15 设 X 与 了 是 数 域 F 上 的 Banach 空间 ,车 TE 名 X,Y), 且 值 域 T(X) 是 Y 的 
有 限 维 子 空间 , 则 了 是 紧 算 子 TE@X,Y). 

这 是 因为 工 是 有 界线 性 算 子 , 故 工 将 X 中 的 有 界 集 映 到 T(X)CY 中 的 有 界 集 ,但 
T(CX) 是 有 限 维 的 ,因此 其 中 的 有 界 集 都 是 序列 紧 的 , 故 工 是 紧 算 子 . 

例 4.2.16 设 K(t,s) 在 a 二 tb,a 二 sb 上 连续 , 则 由 


b 
(TF)(o = | Ks) fC)ds 


定义 的 算 子 是 C([a,6]) 到 C([a,6]) 的 紧 算 子 ,K(z,s) 称 为 算 子 醋 的 核 (kerneD). 

事实 上 , 设 ACC([a,6]) 是 有 界 集 , 则 存在 正 数 M>0, 使 得 VfEA, 都 有 fcr,y 三 
M. 显然 ,一 方面 , 算 子 T(f) (2) 是 Cl([a,6]) 上 的 有 界线 性 算 子 , 故 T(A) 是 C([a,5j]) 中 的 
一 致 有 界 集 . 另 一 方面 ,我 们 有 


b 
| THF) C1) — (THF) (#2) I<| [KG1,s) — Kts,s) | | fC) |ds 


<M| Ke,p — Ks,s) 1ads, 
由 K(t,s) 在 正方 形 at<6,a 志 s<6b 中 的 连续 性 , 故 Ve 二 0, 9350, 使 得 对 于 任意 4 ,ts €E 
[a,5], 只 要 | 一 ts | 过 8, 就 有 [KG )—K) | <ye a VsE Le.0]. 因此 ,对 于 所 


有 的 fE A, 都 有 |(T 有 (4) 一 (T 有 (zz)| 二 e. 这 表明 ACC([a,65]) 的 像 集 T(A)CC 
Cl([a,6]) 是 等 度 连续 的 , 故 据 C([a,6]) 中 集合 序列 紧 性 的 定理 4. 1. 10, 知 T(A) 为 序列 紧 
的 ,从 而 工 是 紧 算 子 . 


例 4.2.17 设 2 |a|* 一 + = , 则 由 无 穷 逢 阵 了 = [au ]i<w<+= 决 定 一 个 由 
P= {w= (CS 2) Isl: <+~} 


i 
到 的 线性 算 子 y 一 T(z) ,使 得 T:7 一 (人生 0) 一 ?一 ( 力 : 六 人 ) ,其 中 力 一 20 (j 一 


2,…), 则 工 :2 一 2 是 紧 算 子 . 
事实 上 ,由 Cauchy 不 等 式 , 有 


bi- Blo -Del < SB) Slel’) 
= (S10) tel, 


,j=1 
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故人 是 1? 到 7? 的 有 界线 性 算 子 . 进而 可 以 证 明 工 是 紧 算 子 . 
设 AC2 是 任 一 有 界 集 , 故 存在 M 二 0, 使 得 对 于 所 有 xzE A, 有 zz 一 M. 由 于 


上 +eo + 


Fal <+oo, 帮 Ve>>0,3N>0,s.t. 2 > 1al? Ee . 从 而 


ij=1 i=1 j=N+1 
2 
S11 SD) < (Dla)(Slel) < 
j=N+1 j=N+t1 这 1 jNHN\ i=1 i=1 
这 表明 算 子 T(x) 二 y 的 前 N 个 坐标 力 ,如 ，… ,my 构成 的 元 (7 ,区 ，,… ,nw，0,0,…) 所 成 的 
集合 


B= {n,m ,NN 0,0,..)} 
组 成 集合 T(A) 的 有 限 s>0 网 ,而 也是 所 中 的 N 维 子 空间 中 的 有 界 集 , 故 它 是 序列 紧 的 ， 
这 样 ,T(A) 有 序列 紧 的 有 限 网 ,所 以 T(A) 是 序列 紧 集 ,最 后 得 到 本 是 紧 算 子 . 
我 们 列 出 紧 算 子 的 一 些 性 质 而 不 加 证 明 , 供 参考 . 


定理 4.2. 13 〈 紧 算 子 的 复合 与 共 斩 ) ” 设 义 ,Xs,Xs 是 Bnanch 空间 , 算 子 TE Xi， 
Xs) ,SE 好 X:,X:), 若 T,S 中 有 一 个 是 紧 算 子 ,例如 TECXI,Xs), 则 复合 SoTE 区 Xi， 
Xs) 也 是 紧 算 子 ; 且 共 示 算 子 T" 也 是 紧 算 子 ,并 成 立 TE@X1 ,Xs) 后 TEXT ,X?). 


定理 4.2.14( 紧 算 子 值 域 的 可 分 性 ) 设 义 ,Y 是 Banach 空间 , 若 TECX,Y) 是 紧 算 
子 , 则 开 的 值 域 儿 TI)CY 在 Y 中 是 可 分 的 . 


定理 4. 2.15( 紧 算 子 序列 的 极限 定理 ) 设 X,Y 是 Banach 空间 ,{T,}CCX,Y) 是 紧 
算 子 序列 , 若 对 于 算 子 TE 多 X,Y), 有 lim | T, 一 工 | 一 0, 亦 即 , 紧 算 子 序列 {T,} 按 范 数 收 
化 于 有 界 算 子 工 , 则 代 是 紧 算 子 ,TEEKX,Y). 


定理 4. 2. 16( 紧 算 子 的 MT 一 人 的 性 质 ) 设 X 是 Banach 空 间 ,TEE@X) 是 紧 算 子 , 我 
们 有 

(1) 若 4 关 0, 则 算 子 A1 一 全 的 值 域名 41 一 T)CX 是 XX 中 的 闭 子 空间 ; 

(2) 若 4 关 0, 则 算 子 A1 一 本 是 满 射 , 当 且 仅 当 MT 一 人 工 为 单 射 ; 因此 , 当 hI1 一 了 为 满 射 
(或 单 射 ) 时 ,A 必 为 的 正则 值 . 


于 是 , 任 一 复数 4 去 0 是 紧 算 子 T 的 正则 值 会 41 一 是 单 射 ,或 41 一 T 是 满 射 . 

定理 4.2.17( 紧 算 子 的 谱 定 理 ) 设 义 是 Banach 空间 ,TECX) 是 紧 算 子 , 则 关于 全 的 
谱 集 有 如 下 性 质 . 

(1) c(CT)CC 或 者 是 有 限 集 , 或 者 至 多 是 以 人 一 0 为 聚 点 的 可 数 集 ; 于 是 ,a(T) 中 任 一 
不 为 零 的 数 AEal(T) ,天 0 都 是 丁 的 特征 值 , 亦 即 ,o(T)\{0} 二 0o,(T); 因此 ,ap(T) 至 多 以 
4 二 0 为 聚 点 ; 

(2) 若 4 了 0,A4Eo(T),AEal(T* ), 则 丁 与 其 共 孝 算 子 T* 对 应 于 同一 个 4 的 特征 向 量 
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空间 有 相同 的 维 数 ; 

(3) 当 义 为 无 限 维 时 , 必 有 0Eo(T),0Eo(T*); 

(4) 对 应 于 特征 值 MEu(T) 的 特征 向 量 空间 已 CX 是 有 限 维 的 ; 

(5) 了 与 了 "对 应 于 不 同 特征 值 Mi ,AiEar(T) ,hi 天 hs 的 特征 向 量 空间 与 EE, 互相 直 
变 ， 本 上 二 

(6) 若 复数 天 0 是 丁 的 特征 值 ,从 而 也 是 T* 的 特征 值 , 则 方程 (MT 一 T)z 一 y 有 解 的 
充分 必要 条 件 是 : y 与 41" 一 T" 的 零 空 间 直 交 #; 方程 (太一 T" )f 二 g 有 和 解 , 当 且 仅 当 g 与 
AT 一 人 的 零 空间 直 交 . 

紧 算 子 是 一 类 非常 重要 的 有 界线 性 算 子 ,有 诸多 应 用 ,特别 是 在 代数 方程 . 算 子 方程 微 
分 方程 .积分 方程 等 领域 中 . 


4.3 线性 泛 函 理论 
4.3.1 赋 范 线性 空间 上 的 线性 泛 函 


赋 范 线性 空间 (X, zl ) 上 的 有 界线 性 泛 函 (连续 线性 泛 函 ) 的 应 用 ,不 仅 在 数学 科学 
自身 的 研究 中 随处 可 见 ,而 且 在 自然 科学 各 个 领域 中 也 居 很 重要 的 地 位 .本 节 只 选取 其 中 
一 部 分 介绍 ,主要 是 有 界线 性 泛 函 空间 ( 共 罗 空 间 ) ,特别 是 其 中 的 收敛 性 , 共 罗 算 子 及 其 在 
Hilbert 空间 中 的 一 些 特殊 算 子 ,这 些 都 是 重要 的 基础 . 


赋 范 线性 空间 (XII) 到 F 的 有 界线 性 泛 函 
有 界线 性 泛 函 空间 Y=%B(X.F) 


| ] 
共 轿 空间 X* 共 办 e 算 子 7* 


CX, lb), X*, Xe** Hilbert 空 间 的 
共 孝 空间 f 共 轿 算 子 
各 种 收敛 性 Hilbert 空 间 上 的 


( 强 收 剑 、 弱 收敛、 弱 * 收 敛 ) 自 共 辑 算 子 、 西 算 子 、 正 规 算 子 


1. 有 界线 性 泛 函 
定义 4.3.1( 线 性 泛 函 ) 设 (X, |z|.) 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 , 称 了 :X->~F 为 线性 
泛 函 (linear functional) , 若 
T(z+i+y)= T(z)+T(y), zyExX， 
T(ar) =aT(z), XTE X,a€EF. 
若 TE 名 X,F ), 则 称 丁 为 X 上 的 有 界线 性 泛 函 (bounded linear functional) ,也 称 丁 为 连续 
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线性 泛 函 (continuous linear functional). 
首先 给 出 有 界线 性 泛 函 的 Hahn-Banach 扩张 定理 . 


定理 4.3.1 设 (X, zj) 是 赋 范 线性 空间 ,GCX 是 X 的 子 空间 ,G 上 的 有 界线 性 泛 
函 空间 记 为 ( 贤 G,F ) ,十 ,a。, 上 Tl acp). 若 TE 如 G,F ) 是 G 上 的 有 界线 性 泛 函 ,T:G 一 


F , 则 工 可 保持 范 数 不 变 地 延 拓 到 全 空间 XX 上 ,T:X>F,TE 如 XX,); 亦 即 ,存在 X 上 的 
有 界线 性 泛 函 开 :X->F ,使 得 

(1) T(z)=T(x), VrEG; 

day | 7 Moms MN ie 


注 1 Hahn-Banach 定理 的 证 明 非 党 精巧、 细致, 证 明 过 程 中 用 到 Zorn 引 理 ,读者 可 以 
在 很 多 泛 函 分 析 教 程 中 看 到 . 

注 2 由 Hahn-Banach 定理 ,今后 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 有 界线 性 泛 丽 TE 好 X,F) 的 
定义 域 就 是 整个 空间 X. 

注 3 图 4.3.1 是 Hahn-Banach 扩张 定理 的 示意 图 . 

推论 1 设 (X, |zl.) 是 赋 范 线性 空间 , 则 YzoEX， 
Zzo 玫 0, 必 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f:X 一 F ,使 得 了 
的 算 子 范 数 | ll =1, 且 f(xo)= zo x. 

推论 2 设 (X, lz ) 是 赋 范 线性 空间 ,GCX 是 
子 空 间 ,zoEX, 且 若 


一 p(zoG) = inf lz— zlx> 0, 2 
则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 桥 XX 一 F ,其 算 子 范 数 图 4.3.1 Hahn-Banach 扩张 定理 


LL 1 迹 一 8 
11 满足 1f1 = 地 ;上 且 f(z)= Ee 
0, XEG. 


例 4.3.1 取 X=R?, 范 数 为 |zly==|& | 十 |&&| (这 是 一 个 与 |zllw 二 V 和 全 十 名 等 价 的 

范 数 ) ,zx 一 (5 ,名 )ER?. 设 G 一 {rER?:zx 一 ( ,0)}, 并 定义 G 上 的 函数 
f(x)=&, z= (6,0)€G. 
显然 ,f:GF 是 G 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 | =1. 为 将 三 扩张 到 整个 空间 也 , 任 取 GE 
[一 1,1] ,在 R* 上 定义 线性 泛 函 六 :Rz-~F ,满足 
f(x) =&+ats, r= (与 名)， 
于 是 ,f.:R* 一 F 是 f:G= 二 Ri 一 F 的 延 拓 , 且 下 宇 上 fl ; 另 一 方面 ， 
[FD |S I+ lat | ls I+ |&|= zl 

由 此 算 子 范 数 为 | 上 = fl =1. 


4.3 线性 泛 函 理论 


2. 共 斩 空 间 与 共 斩 算 子 

1) 赋 范 线性 空间 的 共 斩 空 间 

对 于 线性 空间 (X, 十 ,xc。) ,我 们 定义 了 共 轿 空间 (对 偶 空 间 , 即 线性 空间 上 的 线性 泛 函 
空间 ) ,但 那里 没有 涉及 任何 拓扑 结构 . 现在 ,要 讨论 赋 范 线性 空间 的 共 示 空间, 即 赋 范 线性 
空间 上 的 线性 泛 函 空间 ,并 同时 考虑 其 运算 结构 与 拓扑 结构 . 

定义 4.3.2( 共 郝 空间 ) 设 X 三 (X, 十 ,a*， ,|z|.) 是 数 域 F (及 或 C) 上 的 赋 范 线性 空 
间 , 称 X 上 有 界线 性 泛 函 的 全 体 组 成 的 Banach 空间 (名 XX,F), 十 ,a* ,上 Tl ) 为 X 的 共 斩 
空间 (conjugate space) ,或 称 对 偶 空间 , 记 为 X 一 (最 X,F) ,十 ,ae。 ,Tl ), 简 记 为 X* 一 
T(z) | 
lz ly 


好 XX,F ), 其 中 范 数 为 TT sp EE 9 

我 们 也 常 将 X 的 共 因 空间 X“ 中 的 元 记 为 fE X"” ,今后 ,用 记号 (f ,zx) 二 f(x)EF 表示 
线性 泛 函 fE X* 对 zxEX 的 作用 . 

对 于 X" ,可 以 再 定义 (X* )" , 称 为 X 的 二 次 共 恩 , 记 为 X”. 还 可 以 定义 三 次 共 思 、 四 
次 共 斩 等 . 

定义 4.3.3( 自 然 嵌 入 映射 ) 设 X 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 ,对 于 X" 与 X” ,满足 

(人 Z”) 一 (Fiz)，VEX 

的 映射 r:X-X7” 称 为 X 到 X” 的 自然 内 入 映射 Cnatural imbedding mapping) (图 4.3.2). 


Kray 
图 4.3.2 二 次 共 恩 .X 到 X"” 的 自然 同 构 


设 X 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 , 当 X”=X 时 , 称 X 为 自 反 空间 (self-reflect space). 
当 X* 二 入 时 , 称 久 为 自 共 思 空间 (self-conjugate space). 

对 于 自 反 空间 X” 一 X ,自然 嵌入 映射 r:X 一 X7” 是 X 到 X” 的 上 等 距 同 构 映射 : 亦 
即 ,r(xz) 二 xz“ 满足 (zx**,f)=(f,z),VfEX*, 且 zy= |z* x. 

2) 几 个 重要 空间 的 共 示 空间 

Q@ R" 的 共 斩 空 间 是 R",zEZ+. 亦 即 ,(R")* 二 R". 

TE(CR) =>T=é€=(€ ,86,6) ER > T(r)= (€,7), IER', 

其 中 工 (zz) 二 (8,z) 二 (如 和) ， (ZI,To ssT,) 一 》)Sz;. 因此 R" 是 自 共 固 的 ,并 且 
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是 自 反 的 . 
@ zw(1<p 一 十 cc) 的 共 辑 空间 是 PGI<q<< 十 c) ,其 中 旋 十 二 一 1 称 为 p 的 共 轩 数 . 


亦 即 ,(1?)* = 二 2. 并 且 (1 二 p 过 十 吕 ) 是 自 反 的 , 即 
”= 
又 TE(2) 一 下 人 了 T 一 和 (各 ,和 0)E1 二 T(z) 二 (8&,zx) 满足 


' 
T(z) = (€,7) = (bb ys) (zz = DEz, VrEL. 
j=1 


四 L?(R)(1 二 p 二 十 吕 ) 的 共 思 空间 是 Le(R )G<g<< 二 =) ,其 中 二 二 一 1 为 p 的 


共 轿 数 . 亦 即 ,(L?*(R ))* = 二 L*(R ). 并 且 p 究 可 积 函 数 空间 是 自 反 的 , 即 
(Le( 及 ))” = L*(R). 
又 TE(L2(R)) (1 过 p 达 十 吕 ) ,TegEL'(R) 满足 
Te = fe = | scoyrcodr， Vg €L?(R). 

图 当 p=g=2 时 ,有 (9) "=; (L?(R))*==L?(R ), 亦 即 ,L2,L:(R ) 都 是 自 反 的 、 自 
共 斩 的 Hilbert 空间 . 

3) 共 斩 算 子 

O@ 共 恩 算 子 的 定义 

定义 4.3.4( 共 斩 算 子 ) 设 X,Y 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 ,X" ,Y* 分 别 是 它们 的 共 
胃 空 间 . 对 于 X 到 Y 的 任 一 有 界线 性 算 子 TE 吕 X,Y) ,定义 丁 的 共 示 算 子 ,T* ;Y* 一 X* 


为 满足 
QT Cpa = Op Da VFE YS ME 好 : 亲 涝 
的 映射 ， 
上 述 定义 左边 (T"(f) ,x) 表 示 算 子 T" € 组 Y*,X" ) 的 定义 域 是 Y*, 对 于 Y* 中 的 元 
TE 


fEY" 的 作用 , 记 为 T"(7) ,于 是 得 到 T :fEY* 一 一 一 一 一 T*(f)EX"; 所 以 ,T*(f)E 
X' 二 名 X,F); 故 T"(f):X>F ,VzxEX 的 作用 (T*(f) ,zx) 有 意义 , 且 (T*(f) ,zx) EF. 
另 一 方面 ,对 于 等 式 (4. 3. 1) 的 右边 ,由 于 fEY?* , 故 f:Y>F 对 Y 中 的 元 y EY 作用 记 
为 (f,y),VfEY* ,VyEY; 于 是 ,(f,T(x))EF ,VfEY"* ,VYVzxEX. 因此 定义 的 共 罗 算 
子 T :Y* 一 X* 有 意义 . 回忆 定义 2. 2.3、(2.2.1) 式 及 图 2. 2.1, 并 作 比 较 . 图 4. 3. 3 实际 
上 是 一 个 交换 图 . 
@ 共 示 算 子 的 性 质 


定理 4.3.2 设 X,Y,.Z 为 数 域 忆 上 的 赋 范 线性 空间 , 则 
(1) S,TE BX,Y) > (S 十 T) 一 S 十 T 
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人 之 (T*(P),z)EB 


中 上 
天 XEX 先 映 到 7tx)eY， 再 被 fe 了 * 作 用 


i 
TEY /fey* 之 (To) EF 


图 4.3.3 交换 图 


工 一 一 fey* 先 映 到 7T*(f)eX*， 再 对 xeX 作 用 
| 两 者 相等 


(2) TEWBX,Y),aEF = (aT) =aT"; 

(3) TEBX,Y) => T* EBY',X*),HNT|= 1TI; 

(4) SEBX,Y), TEWY,Z) > (T°S)* =S°* oT'*; 

(5) 若 TE 邮 X,Y) 的 逆 算 子 T :存在 ,T IE 多 Y,X), 则 共 斩 算 子 T" E 旨 Y *',X* ) 的 逆 
算 子 (T" )-! 也 存在 , 且 (T" )-! 一 (T-1) ,并 成 立 上 TT 了 川 = ea = 

(6) 若 X,Y 为 有 限 维 , 则 TE 组 X,Y) *> A 二 [T]w, 引 阵 A 二 [T]w 称 为 算 子 TE 
妈 X,Y) 的 表示 黎 阵 .表示 纸 阵 的 秩 rank(A) 定 义 为 算 子 的 秩 rank(T) 二 rank(A). 我 们 有 
rank(T)= rank(T"*). 


例 4.3.2 赋 范 线性 空间 X=R" 与 Y=R", 算 子 TEL(R",R") > AE 缴 , 的 共 思 算 
子 是 
T* ELIR",R") = AT € 级 
因为 R" ,R”" 都 是 Banach 空间 , 故 算 子 T,T* 满足 定理 4. 3. 2 中 的 结论 . 
例 4.3.3 若 工 是 Banach 空间 X=L?([a,6]) (1 二 p 达 十 吕 ) 上 以 K(1,s) 为 核 的 积 子 
算 子 


(T(x))(t) = | J Osanddes rEL?([a,b]), t € [a,b], 
ay 人 


其 中 KK(t,s) 是 1,sE[a,6b] 的 二 元 实 值 可 测 函 数 ,满足 | IK(z,s) dids<+o(1< 


,6b]x[La,b] 
工 1 工 1] 求 T 了 * 
g< 十 js La 
解 ” 我 们 断言 : 
(让 人 是 L*([a,6]) 上 的 有 界线 性 算 子 , 且 (T(z))(1)ELr([a,6]); 故 共 思 算 子 T* 是 


Lr([a,65]) 上 的 有 界线 性 算 子 ,上 且 (T*(f),z)==(f,T(z)),VfE(Li([a,6])))*,VzxE 
Lr*([a,b]); 


(i V FE DD yt ESL:(La, ds St AFaN= | AY DTD ds Vz 村 


Lr([a,b]); 


» 
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(ii) (Tf))(s)= | Kd FD E L*([a;,6]), sE[a,6], 决 定 的 算 子 T* 即 为 
所 求 . 
事实 上 ,由 (i) 与 (i),T 的 共 思 算 子 T* 应 满足 : VfE (Li([a,6]))* ,有 
(T° ps2) = ,700)) = (7,| Ks)zs)ds), VrE€ELr([La,b]), 
[a,b] 
根据 Fubini 定理 ， 


(= (1.) ,Ka ds) = | ro[| ,Kode ds]d 


= | ze [| Keo das 一 (| Kew da), 


得 到 了 "(了 )(s) = | RODFODd YE (Lab))) "= LLa,b),s € [Lab]. 
@ 特殊 的 共 配 算 子 


定义 4.3.5( 特 殊 的 共 郝 算 子 ) 设 了 :X-~X 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 X 到 自身 的 
有 界线 性 算 子 ,TE 必 X) 的 共 斩 算 子 为 T*" E BX*). 

(1) 若 T 二 T"* , 则 称 丁 为 自 共 示 算 子 ,也 称 为 Hermite 算 子 ; 

(2) 若 械 为 一 一 映射 , 且 T* = 二 T 7!, 则 称 工 为 西 算 子 ; 

(3) 若 TT* = 二 T* 人 TT, 则 称 工 为 正规 算 子 . 


3. 收敛 性 


现在 考虑 Banach 空间 中 的 几 种 收敛 性 . 设 X,Y,… 是 Banach 空间 ,X* ,Y* ,… 是 它们 
的 共 轿 空间 . 

1) X 中 的 收敛 性 

设 {zx,}CX 为 Banach 空间 X 中 的 序列 . 

@ 强 收敛 性 


定义 4.3.6( 强 收敛 性 ) 设 (X, lz|y) 为 Banach 空间 ,{zx,}CX 为 X 中 的 序列 , 若 对 
于 工会 基 ,有 
lim llz, — zy= 0， 
这 里 极限 是 在 义 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {x,} 强 收敛 到 xz (或 称 {x, } 按 范 数 收敛 到 之 )， 
称 二 为 {z,} 的 强 极限 , 记 为 (s) lim zw 一 工 
@ 弱 收 敛 性 
定义 4.3.7( 弱 收敛 性 ) 设 (X, zl) 为 Banach 空间 ,{zx,}CX 为 X 中 的 序列 , 若 对 
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人 

lim (f ,x,) = frr), VfFEX", 
这 里 极限 是 在 及 或 C 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {x,} 弱 收敛 到 zz, 称 工 是 序列 {x,} 的 弱 极 
限 , 记 为 (w) lim Ta 一 并 


加 收敛 性 的 关系 


定理 4.3.3 设 (X, |> 上 x) 为 Banach 空间 , 则 

(1) 强 极限 、 弱 极限 都 是 惟一 的 ; 

(2) (s) lim Xs=X > (w) lim Ta 一 并 3 

(3) 若 {x,} 弱 收敛 , 则 { | z,|.} 是 有 界 集 ; 

(4) 车 (X，, lzlx) 是 有 限 维 的 , 则 (s) lim zs 一 工 合 (w) lim zu 一 并 


2) 好 X,Y) 中 的 收敛 性 

设 {T,}C 如 X,Y) 为 有 界线 性 算 子 空间 多 X,Y) 中 的 序列 . 

O@ 强 收敛 性 

定义 4.3.8( 强 收敛 性 ) 设 (X, |z|y),(Y, ly|y) 为 Banach 空间 ,{T}CC 贤 X,Y) 为 
有 界线 性 算 子 序列 , 若 对 于 TE 色 X,Y), 有 

lim 一 7 = 0 

这 里 极限 是 在 如 X,Y) 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {7T,} 强 收敛 到 了 ,或 按 如 X,Y) 的 算 子 范 
数 上 Tl 收敛 到 本 ,并 称 丁 是 序列 {7T,} 的 强 极限 , 记 为 (s) lim T,=T. 

与 定义 4.2.6 相 比 较 , 二 者 是 一 致 的 . 

@ 按 点 收敛 性 

定义 4.3.9( 按 点 收敛 性 ) 设 (X, zy,),(Y, ly 上 ) 为 Banach 空间 ,{T,}CC 双 X,Y) 
为 有 界线 性 算 子 序列 , 若 对 于 TE 名 X,Y), 有 

lim T(x) = T(x), Vz EX, 

这 里 极限 是 在 (Y, ly 上 ) 的 范 数 意义 下 取 的 , 称 序列 {T,} 按 点 收敛 到 本 (实际 上 这 种 收 全 对 
于 (X, lzllx) 中 的 每 个 点 成 立 , 故 称 “ 按 点 收 伍 ”); 记 为 (p) lim T, =T. 

注意 到 ,对 于 (Y, lly 贞 y) 而 言 ,T, (zx) ,T(x)EY, 按 点 收 伊 性 的 等 价 定义 是 

limT,(z) = T(z), VrE XS lim IT.(z)— Ta) y= 0, Vz € X, 

故 对 于 YY 而 言 是 “ 强 ” 的 . 与 定义 4. 2.7 相 比 较 , 二 者 是 一 致 的 . 
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@ 弱 收 敛 性 

定义 4.3.10( 弱 收敛 性 ) 设 (X, | zl .),(CY, lyl,) 为 Banach 空间 , {T,}C 双 X,Y) 
为 有 界线 性 算 子 序列 , 若 对 于 zxEX, 有 

lim¢f,T(z)) = (fT(z2));, FEY; 

其 中 人 TT,(x),T(x)EY,VzEX, 极 限 是 在 民 或 C 的 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {T,} 弱 收敛 
到 T; 称 工 是 序列 {T,} 的 弱 极 限 , 记 为 《w) lim T, 一 T. 

因此 ,在 有 界线 性 算 子 空间 必 X,Y) 中 ,有 三 种 常用 的 收敛 性 . 

@ 收敛 性 的 关系 

定理 4.3.4 设 (X, zly),(Y, lyly) 是 Banach 空间 ,{T,}C%X,Y), 则 

(1) 强 极限 、 按 点 极限 、 弱 极限 都 是 惟一 的 ; 

(2) Cs) lim T,=T > (p) lim T,=T > (Ww) lim T,=T; 

(3) 若 {T,} 弱 收敛 , 且 (X, | zl) 完备 , 则 { 1T, 上 } 是 有 界 集 ; 

(4) 车 X,Y 是 有 限 维 的 , 则 

Cs) limT, = TO (p) limT,= TS (w) limT,=T. 


图 4. 3.4 直观 地 给 出 了 各 种 收敛 性 的 关系 . 


TEB(YX, 1) 
{7} CB(X, 力 
lim I=0 


() 


强 收敛 
lim Tx)=TO)YxEX 
按 点 收敛 


Vrex, im Dj)= 人 TO) YET 
弱 收 人 


图 4.3.4 名 X,Y) 中 的 三 种 收敛 性 


3) X* 中 的 收敛 性 
设 {f,}CX"* 一 名 X,F ) 为 有 界线 性 泛 函 空间 X* 中 的 序列 . 
@ 强 收 敛 性 


定义 4.3.11( 强 收敛 性 ) 设 (X, zly),(X*, | Fl ) 是 Banach 空间 ,{f,}CX* 是 有 
界线 性 泛 函 序列 , 若 对 于 fEX* .有 
lim If — flx: 一 0， 
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这 里 极限 是 在 X* 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {f,} 强 收敛 到 了 ,或 称 {f,} 按 XX" 的 范 数 
上 fly 收敛 到 f, 称 /是 序列 {f,} 的 强 极限 , 记 为 (s) lim f, 一 了 


@ 弱 收敛 性 
定义 4.3. 12( 弱 收敛 性 ) 设 (X, |z12)，(CX zx ), CX”, zx" 上 x… ) 分 别 为 
Banach 空间 其 一 次 共 罗 空 间 、 二 次 共 因 空 间 , 序 列 {f,}CX*. 车 对 于 x EX, 有 
lim (x™,f,) = (x,7), Vz” EX", 
这 里 极限 是 在 及 或 C 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 { 矿 } 弱 收敛 到 也. 称 f 是 序列 {f,} 的 弱 极 
限 , 记 为 (w) lim 万 一 了 


@ 弱 " 收敛 性 


定义 4.3.13( 弱 " 收敛 ) 设 (X, zy),(X*, |z 1 ) 分 别 为 Banach 空间 、 其 一 次 共 

元 空 间 , 序 列 {f,}CX" , 若 对 于 zxEX, 有 
lim (fx) = ViE XX, 

这 里 极限 是 在 及 或 C 范 数 意义 下 取 的 , 则 称 序列 {了 ,} 弱 * 收敛 到 f; 称 f 是 序列 {f,} 的 弱 * 
极限 , 记 为 (w* ) lim f= 了. 

因此 ,在 有 界线 性 泛 函 空间 X* 二 种 X.F ) 中 ,也 有 三 种 常用 的 收敛 性 : 强 收 敛 性 、 弱 收 
敛 性 、 弱 " 收敛 性 . 

@ 收敛 性 的 关系 

定理 4.3.5 设 (X, zll.) 是 Banach 空间 , 设 {f,}CX" , 则 对 于 {f,} 的 收敛 性 有 如 下 
性 质 : 

(1) 强 极限 、 弱 极限 、 弱 " 极限 都 是 惟一 的 ; 

(2) (s) lim 万 一 了 一 (w) lim f=f > (w’) lim f=f; 

(3) 若 {f,} 弱 " 收敛 , 且 (X, 上 zx) 完 备 , 则 { 1f,, ‖ ) 是 有 界 集 ; 

(4) 若 (X, lz ) 是 有 限 维 的 , 则 

(9) limf = fwW limf, = fw) limf, = 
(5) 车 (X, zx) 是 自 反 的 , 则 
(w) lim f, =fSO(w') lim f, =f. 

图 4. 3.5 直观 地 给 出 了 各 种 收敛 性 的 关系 . 

4) 有 限 维 赋 范 线性 空间 X 的 X* ,X”* 中 的 收敛 性 

车 (X, lz 上 ) 是 有 限 维 赋 范 线 性 空间 , 则 X==X* = 二 X” ,其 中 的 各 种 收敛 性 以 及 其 间 
的 关系 ,请 读者 自行 给 出 . 
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BE FX IEX” 
lim AIF0 


强 收敛 
VxEX, im (f, x)=(f, x)| 


弱 " 收 全 
Jim x", f=(x",f), 
弱 收 敛 


Ws 


4.3.5 XX" 中 的 三 种 收敛 性 


例 4.3.4 久 =L?([a,6]j),1 二 p 二 十 吕 , 序 列 {zx,}CL?([a, 如 ]) 收 化 于 xo EL?([a,6]). 
(1) 作为 Banach 空间 X=L*([a,6b]). 
@ 强 收 敛 ( 按 范 数 收敛 ) 〈s) lim z=zo 会 lim x, 一 zo lewp =0 


于 
9 lim i ， la) —zo Dla) = 0; 


eto 


回 弱 收 化 〈w) limz=zo 后 lim jz) 一 (fazo)， VfEL’([a,b]) 


© lim | gf Dr (Dd = | af (Dro di, VFE LCE. 


二 

(2) 作为 Banach 空间 的 共 配 空间 X* 一 以 ([a, 轨 ), 广 十 二 一 

@' 强 收敛 ( 按 范 数 收敛) (s) ,Jim x =zo 今 与 相同; 

@' 弱 收 敛 〈w) Jim zo 一 ze 全 由 X” 二 Lr([a,6]) ,与 @ 相 同 ; 

@' 弱 " 收 化 “(w*) lim z=zo 仿 由 X=L'([a,6]),X* 一 L*([a,0])， 
Jim (zs7)= (x07), VrE€EL’([a,b)), 


站 


3 lim , je DX dt | a DD de, VzxEL’([a,b)). 
由 于 L?*([a,6]) 是 自 反 空间 ,因此 弱 收 敛 与 弱 * 收敛 相同 . 

例 4.3.5 C4[a,5b]) 中 序列 {xz,}CC(CLa,6]) 弱 收敛 于 xoEC([a,5]) 的 一 个 充 要 条 件 : 
Cw) lim zs 一 zo SO (1) 1 lz, | } 为 有 界 数列 ; (2) ,Jim zw(D 一 zo(1) 处 处 成 立 ， 


例 4.3.6 1L?*([a,6]),1<p 过 十 中 的 序列 {zx } 弱 收敛 于 mm EL2([a,O) 的 一 个 充 要 条 件 ， 
(Ww) lim z=zo S (1) ( lz, | } 为 有 界 数列 ; 


(2) 对 于 每 个 cE€[a,65], 有 lim | Za (Ddt =| (ds 
n>+ooy [ao [ao 


4.3 线性 泛 函 理论 


4.3.2 Hilbert 空间 上 的 线性 泛 函 


1. 共 思 空 间 、 共 轿 算 子 

设 (X,Cz,y)) 是 数 域 F 上 的 Hilbert 空间 ,作为 度量 空间 与 赋 范 线性 空间 的 特例 ,对 于 
度量 空间 与 赋 范 线性 空间 中 的 理论 ,定义 、 定 理 等 都 可 以 使 用 . 本 节 只 考虑 其 作为 Hilbert 
空间 有 哪些 特别 的 性 质 . 

1) Riesz 表现 定理 

有 限 维 非 奇 异 度 量 线性 空间 与 内 积 空 间 上 的 Riesz 表现 定理 已 分 别 由 定理 2. 1. 8 与 定 
理 2.2.9 给 出 .对 于 Hilbert 空间 ,Riesz 表现 定理 有 如 下 形式 . 


定理 4.3.6 设 (X,(z,y)) 是 Hilbert 空间 , 则 对 X 上 的 任 一 有 界线 性 泛 /EX" ,存在 
惟一 的 TEX, 使 得 f(v) 二 (v,z), VvEX, 且 fl == lzllx, 这 里 上 fe 是 的 算 子 范 数 . 


2) Hilbert 空间 的 自 共 示 性 、 自 反 性 
定理 4.3.7 设 (X,(z,y)) 是 Hilbert 空间 , 则 它 是 自 共 斩 的 自 反 空间 , 亦 即 ,X 一 X* 一 X"”. 


事实 上 ,由 Riesz 表现 定理 ,可 把 fEX" 与 xEX 一 一 对 应 起 来 ,J :xEX>fEX' , 记 
为 J(z)==f, 其 路 XX' 是 一 一 映射 于 是 ,对 于 zx,yEX,VvEX, 有 
《J (z+y) v= (vr y) = (vz) (vy) 
(J(z),u) 十 (J(y),u) = (J (zr) + J(y),v), 
故 J(x 十 y)= 二 J(z) 十 J(y). 又 VYvEX,VaEF ,有 
(J(ar),v) = (vyar) =a(v,7) =a(J(r),v) = (a (x),v), 
故 J (azr)=aJ (xz). 
当下 二 RR 时 ,J] :XX" 是 线性 算 子 ; 当 F 一 C 时 ,J ;:X 一 X" 是 共 罗 线性 算 子 ,或 其 称 为 
反 线性 算 子 . 
进而 , 上 T(z)== fl = zly, 故 XX" 是 等 距 的 . 于 是 ,在 等 距 同 构 意义 下 ,XX 是 自 
共 罗 的 ,X= 二 X" ,并 且 可 以 利用 (X,(z,y)) 是 Hilbert 空间 ,也 引进 X* 上 的 内 积 . 记 7 :X* 一 
X, 则 VsgEX 全 JJTIgEX 令 
(fre)r* = (fT gs 
使 得 (CX*,(f,g)x*) 成 为 一 个 Hilbert 空间 . 这 样 ,在 等 距 同 构 意 义 下 ,X* 也 是 自 共 斩 空 间 ， 
亦 即 X* 一 (X* )*. 从 而 得 到 X=X* 一 X”. 
3) 共 斩 算 子 
设 (X,(Czi,zz)),(Y,(yyy)) 是 两 个 实 Hilbert 空间 ,作为 两 个 实 线性 空间 ,对 于 算 子 
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TEL(X,Y), 共 罗 算 子 T" EL(Y*,X*) 已 在 定义 2.2. 3 给 出 ; 共 罗 算 子 TEL(Y,X) 也 
由 定义 2. 2.4 给 出 . 本 小 节 讨 论 Hilbert 空间 X 的 有 界线 性 算 子 空间 如 X) 寺 种 X,X) 上 的 
共 斩 算 子 . 


定义 4.3.14(Hilbert 空间 中 的 共 斩 算 子 ) 设 (X,.(z,y)) 是 实 Hilbert 空间 ,最 X) 是 X 
到 X 的 有 界线 性 算 子 空间 . 设 TE 又 X) , 若 算 子 T:X-~X 满足 
(CTs = (yi Tl) VyE XR; Va Ks 
则 称 T' 为 的 共 示 算 子 . 


注 1 共 思 算 子 T 是 有 界线 性 算 子 ,T GE BX). 

注 2 对 于 两 个 Hilbert 空间 X 与 Y, 有 界线 性 算 子 TE 名 X,Y) 的 共 罗 算 子 T* € 8Y* 
,XX ) 与 全 E 和 %Y,X) 之 间 , 用 类 似 于 第 2 章 中 的 证 明 方法 ,可 以 证 明 T* 与 了 彼此 拓扑 同 
构 . 对 于 特殊 情形 ,在 一 个 Hilbert 空间 (X, (zx,y)) 中 , 算 子 TE 级 X) 的 共 罗 算 子 
T* EBX' )= 和 8X) 与 TE 8X) 彼此 拓扑 同 构 . 

今后 ,在 Hilbert 空间 (X,(z,y)) 中 ,把 TE 绢 X) 与 T* € 弟 X* ) 视 为 等 同 ,并 用 了 T* 记 
TT ,认定 T* 三 TE BX) 满足 (T*(y),x)=(y,T(x)),VyEX,VrEX. 

4) Hilbert 空间 共 斩 算 子 的 性 质 

定理 4.3.8 设 (X,(z,y)) 是 实 Hilbert 空间 , 则 TE 名 X) 的 共 罗 算 子 T*( 圭 T’)€ 
由 X) 满 足 

(1) T,SE BX) > (T 十 S) "一 T 十 S" 

(2) TEBX) ,xcER 一 (aT) 一 coT 

(3) T,SE BX)  (SsT) =T"*sS"* , 

(4) TEBX) = TI = 1TI:; 

(5) TE 好 X) , 若 逆 算 子 T-! 存 在 , 则 (TT1)* = 二 (T* 1, 且 T71) | = 

(6) TE BX) = (T ) =T. 


例 4.3.7 nn 维 欧 氏 空间 X=R" 上 , 算 子 TE%R") > AE 级 ,, 设 A=[ai j,xs;， 则 算 子 


T: T= (6 ,66) E Rr > 7 = (6 68) ER， 


由 总 一 Sg 二 1,2,…,n 确定 . 求全 的 共 思 算 子 T* : Vy 一 (nw,… sp)ER", 有 


j=1 


(rz,T’*y)= (Tr,y) = > (Pos i = Be Davn = De Ban 
j=1 j=1 k=1 k=1 j=!1 


hel \j= 


因此 T* 是 由 (4A)" 一 ([ajj,x,)" 决定 的 算 子 . 


4.3 线性 泛 函 理论 


例 4.3.8 若 工 是 Hilbert 空间 X=L?([a,5]) 上 以 K(z,s) 为 核 的 积分 算 子 , 求 T*. 
KTC = | aK‘t zs)ds, rEL([a.b]),t € [a,b], 
其 中 KG) 是 CsE [a 四 的 二 元 实 信 可 测 函 数 ,满足 | i KD dds <+ ~ 
解 ” 我 们 断言 : 


(GD T; L?([a,6]) 一 L*([a,6]) 是 有 界线 性 算 子 ; 
(ii) 由 例 4. 3. 3 同样 的 推理 ,将 (*,…) 换 做 内 积 (.,…) 即 可 : 


y(t) € Li([a,65]) ,使 得 f(z) = | a DD dt, Vz EL([a,6b])( 共 轿 算 子 定义 ) 


(rz,T’y) = (Tz,y) =| so[| KG'DzG)ds]d (Fubini 定理 ) 
[ey] [ey] 


=| zs) [| Kwyc dd]ds =| zo|| KGs,Dyds]d 
[a,b] [a,b] [a'd] [ae 
之 (T"y)(b 一 | K(s,D)y(s)ds 二 T" 是 以 K*(t,s) = K(s,t) 为 核 的 积分 算 子 . 


例 4.3.9 求 Hilbert 空间 X=L?([0,1]) 上 的 Volterra 积分 算 子 了 T 的 共 思 算 子 T*: 
(T(z)) (1) = |, JzGs)ds， zEL:([0,1]),tzE[o,1]. 


1, 0<1<1,0<s<t, 
解 Volterra 积分 算 子 工 的 核 是 开 (t,s) 一 由 例 4. 3. 8, 共 恩 算 
0, 0<it<1,1<s<1, 


1, 0<i<1, t<s<1, 
子 T* 的 核 为 K*(t,s)=K(s,)= 于 是 ,有 
0, 0<t<1, 0<s<1, 


(Tz) = | eds, xz EL([L0,1]), t € [0,1]. 


2. Hilbert 空间 中 的 自 共 思 f 算 子 、 西 算 子 、 正 规 算 子 
设 (X,(Cz,y)) 是 数 域 及 上 的 Hilbert 空间 .有 界 算 子 空间 为 8X) 三 %8X ,X). 


定义 4.3.15(Hilbert 空间 中 的 自 共 斩 算 子 , 丁 算 子 、 正 规 算 子 ) 对 于 TE 8X)， 
(1) 若 T=T" , 则 称 开 为 (X,(z,y)) 上 的 自 共 恩 算 子 , 亦 称 为 Hermite 算 子 ; 
(2) 若 丁 为 一 一 的 , 且 T* 二 T 1, 则 称 丁 为 (X,(z,y)) 上 的 西 算 子 ; 

(3) 若 T*T=TT* , 则 称 本 为 (X,(zx,y)) 上 的 正规 算 子 . 


例 4.3.10 ” ”Hilbert 空间 X=L?([0,1]) 上 的 乘法 算 子 TT: 
(TID 三 各 全 x EE BU IDs EE C01). 


解 ”乘法 算 子 械 是 定义 在 L*([0,1]) 上 、 取 值 于 L*([0,1]) 中 的 有 界线 性 算 子 ,因为 线 
性 性 质 是 显然 的 . 
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由 于 [Cred oP) eg<| zoOFe = zl <He 故 
[9,1] [0,1] [0,1] 


算 子 T: L?([0,1]) 一 L?([0,1]) 是 有 界 算 子 ,从 而 TE BL?([0,1])). 
进而 ,(Tz,z) 是 L2*([0,1]) 的 内 积 , 则 有 


《RE -=| T(z)(1) » rdt -=| tr(t) » X(t dt =| X(t) tr (dt = (rx, Tr), 
[Co [0,1] [0,1] 
因此 T; L2([0,1]) 一 L*([0,1]) 是 Hermite 算 子 . 
方 阵 作为 线性 算 子 , 有 如 下 性 质 . 


定理 4.3.9 设 TE 句 C ) 为 C" 一 C" 有 界线 性 算 子 ,在 C" 的 给 定 基 之 下 ,TE 外 C ) 与 
全 €E 始 C ) 分 别 有 表 示 短 阵 AE 咀 ,CC ) 与 BE 缴 .,(C ) ,我 们 有 

(1) 若 丁 为 自 共 孝 算 子 , 则 AE 吸 (CC ) 为 自 共 配 方 阵 , 亦 即 (4)T 一 A; 

(2) 若 丁 为 西 算 子 , 则 AE 级 ,(C ) 为 西方 阵 , 亦 即 (A)T 一 A-1; 

(3) 若 工 为 正规 算 子 , 则 AE 级 ,(C ) 为 正规 方 阵 , 亦 即 (4A)TA 一 A(CA)T. 
进而 , 当 TE 组 R ) 为 有 "一 有" 有 界线 性 算 子 时 ,有 

(4) 若 了 为 自 共 斩 算 子 , 则 AE 级 ,(R ) 为 对 称 方 阵 , 亦 即 AI 一 A; 

(5) 若 丁 为 西 算 子 , 则 AE 级 ,(R ) 为 正 交 方 阵 , 亦 即 AT 一 A-!. 

定理 4.3.10 (1) 设 TE 串 X), 则 全 为 Hermite 算 子 , 当 且 仅 当 

(Tryy) = (zsTy), zy EX 

也 当 且 仅 当 : 对 任何 ZEX, 内 积 (Tz,z)ER; 此 时 , 称 Hermite 算 子 工 为 对 称 算 子 ; 

(2) 设 TEBX) 为 Hermite 算 子 , 令 办 一 ee es Mi es 时 学 卫 
的 范 数 为 Tl 二 max{|m|,|M|). 从 而 ,Hermite 算 子 成 立 不 等 式 

— |TI (rz) < (Tr,z) < IT (zr,2); 

(3) 设 TE 组 X) 为 Hermite 算 子 , 则 Q@T 的 特征 值 都 是 实数 ; 加 对 应 于 丁 的 不 同 特征 
值 的 特征 元 (特征 向 量 ) 互 相 直 交 ; 

(4) 设 TE 好 X) 为 Hermite 算 子 , 则 了 的 谱 集 o(T)CR 是 有 界 闭 集 . 


关于 Hilbert 空间 上 的 三 种 重要 算 子 的 性 质 ,可 以 类 似 定理 2. 2. 11 一 定理 2. 2. 13 得 
到 . 还 有 许多 重要 性 质 及 应 用 ,读者 可 参考 有 关 文 献 . 


习题 4 


a se + —_p(z,y) 
1 设 (X,p) 是 度量 空间 , 试 证 (zx,y) 一 了 们 各 也 是 XX 上 的 距离 


2. 在 度量 空间 (X,p) 中 ,将 极限 limz, 一 x。 用 e6 语言 表示 . 
3. 试 证 : 度量 空间 (X,p) 中 序列 {zx,} , 若 极 限 存在 , 则 此 极限 是 惟一 的 . 


习题 4 3) 


4. 设 f:X 一 Xi 是 由 度量 空间 (X,p) 到 度量 空间 (Xi ,pi ) 的 映射 , 试 证 : f 在 点 zo EX 连续, 当 且 仅 当 
对 于 任何 收敛 于 xo。E XX 的 序列 {x,}CX, 有 {f(z,)} 收 合 到 f(zxo). 

5. 试 证 : 度量 空间 (X,p) 中 任 一 收敛 序列 必定 是 Cauchy 序列 . 举 出 一 个 反例 ,说 明 此 命题 之 逆 命 题 
不 成 立 . 

6. 度量 空间 (X,o) 中 两 个 Cauchy 序列 = {z,} ,7 一 fw} 若 满足 lim o(zw,w) 一 0, 则 称 € 与 9“ 等 
价 ”, 试 证 : 这 个 “等 价 ”= {zx,} 一 7 二 {y。} 是 一 种 等 价 关系 . 

7. 试 证 : 度量 空间 中 定义 的 pu, 力 二 lim p(zx, ,ys) 满 足 (1) 若 &,7 为 同一 等 价 类 , 则 po (&,7)= 二 0; 否 
则 ,此 极限 不 为 零 ; (2)m (#, 刀 满足 距离 的 三 点 不 等 式 . 

8. 设 X 一 {z 一 (与 各 ,和 ,0,0,):5ER ,1<j<k,kEZ+ }, 试 证 : X 是 1* 的 子 空间 ,但 在 1 的 距 


离 plz,y) 一 (ce 下 之 下 , 却 不 完备 . 并 且 证 明 : 1” 是 X 的 完备 化 . 


9. 设 X=Z 是 所 有 整数 组 成 的 集合 ,距离 为 d(m,n) 二 1m 一 n|, 试 证 其 为 完备 度量 空间 . 
10. 在 实数 全 体 组 成 的 集合 R 上 , 选 定 距离 为 &Czyy) = | arctanz 一 arctany|, 试 证 : (R ,d) 是 非 完 
备 的 . 


11. 试 证 ; C([a, 嫂 ) 在 距离 | [ [f(z) 一 gCz)| 心 ] 之 下 不 是 完备 度量 空间 ,而 L?([a,b]) 


是 C([a,6]) 在 距离 上 述 p(f,g) 之 下 的 完备 化 . 
12. 试 证 : 完备 度量 空间 (X,p) 的 闭 球 套 性 质 : 若 K, 二 B(x,,r,)CX 是 X 中 的 递减 闭 球 序列 ,K 字 
Ks 刁 … 刁 K, 汪 …,n 之 1, 当 球 半径 x, 所 构成 的 序列 满足 lim ,二 0 时 , 则 有 惟一 的 点 zo E XX, 使 得 对 于 每 个 


mnE2Z+ ,都 有 zo EB(z, sr,). 

13. 试 证 : 在 度量 空间 (X,p) 中 ,(1) 全 有 界 子 集 A 是 有 界 的 ; (2) 全 有 界 子 集 A 的 有 限 e 网 可 取 作 A 
的 有 限 子 集 B= {x ,zx;，,*… ,zx,}CA. 

14. 试 证 : 设 (X, lzlly ) 是 局 部 紧 致 赋 范 线性 空间 , 则 单位 球面 = {zEX: lz =1) 是 紧 致 集 . 

15. 试 证 : 两 个 度量 空间 之 间 的 连续 映射 保持 紧 致 性 . 

16. 试 证 : N 与 Z 不 是 R 的 紧 致 子 空间 ; 单位 闭 区 间 [0,1] 是 RR 中 的 一 个 紧 致 ( 子 ) 空 间 . 

17. 试 证 : 在 二 维 欧 氏 空间 Rz 中 ,对 于 任 一 点 z= (6 名 )ER:, 三 种 表示 xl,= |& | 十 |&|， 


zl 一 (15 |: 十 | 名 |?) 二 ,zl 一 maxf|8 | ,| 名 |} 均 是 R* 上 的 范 数 ,并 且 三 者 是 等 价 范 数 . 


18. 设 (X, lz ) 为 维 赋 范 线性 空间 , {fel ex,…,e,} 为 X 的 基 , 对 于 xzEX, 令 z= D6ej,5 € 
eh 


F (CF 为 尺 或 C ), 试 证 : X 到 F" 的 映射 T:T(z)==(&,&,…,) 是 XX 到 F" 的 同 构 映 射 . 

19. 试 证 : 若 (X, |z1 ) 是 赋 范 线性 空间 , 则 (X, lzl ) 是 局 部 紧 致 空间 , 当 且 仅 当 和 中 的 任 一 有 界 闭 
集 是 紧 致 集 ( 有 时 ,也 将 此 充 要 条 件 作 为 局 部 紧 致 空间 的 定义 ). 

20. 试 证 : 内 积 空间 (X,(z,y)) 的 内 积 (z,y) 是 工 与 y 的 连续 函数 . 

21. 试 证 : 在 内 积 空间 (X,(z,y)) 中 ,z 上 |y 的 充 要 条 件 是 : 对 所 有 实数 a, 有 ||z 十 ay | = | zx 一 ay || ,这 里 
lzl 是 由 内 积 (z,y) 决 定 的 范 数 . 

22. 在 R: 中 , 若 (1)M= {zER::z 一 (后 ,名 ) 关 0},(2)M 为 R* 中 的 线性 无 关 集 {zi ,zs}) ,分 别 求 
出 ML . 
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23. 设 (X,(z,y)) 为 Hilbert 空间 , {e,}CX 是 X 的 标准 直 交 系 , 则 对 于 任 一 zxEX, 利 用 内 积 的 性 质 ， 


dp, 
证 明 Bessel 不 等 式 >) | (zye,) | 入 lzl 2:. 


24. 试 证 : 算 子 范 数 有 以 下 等 价 表 示 : 1T1 =supf 1T(z)lv :lzls 和 1l,YVze 号 } 与 1T| = 
sup{ TCa) Ny: lzly =1, VzED}. 

25. 设 T:X-~Y 是 赋 范 线性 空间 (X, 上 * 中 ) 到 赋 范 线性 空间 (Y, |‖* | ) 的 线性 算 子 , 试 证 : 在 z= 
0EX 连续 , 则 工 在 整个 X 上 连续 . 

26. 设 CLa,] 为 [a,6] 上 的 连续 函数 的 全 体 . fE CLa, 丰 的 范 数 | 了 | 一 ,max Cz)| 使 得 C[a, 拉 为 Banach 


空间 . 定义 算 子 J 二 | f(z)dz,VfE Ce, 总 , 试 证 ; J:CLa, 妆 一 民 是 CLa, 幻 上 的 连续 线性 泛 卫 . 


27. 设 (X, lzlx) 是 赋 范 线性 空间 、(Y, ly 上 ) 是 Banach 空间 , 试 证 : (名 X,Y), 上 Tl ) 是 Banach 空 
间 , 这 里 的 Tl 是 算 子 范 数 . 

28. 设 (8X,Y), 上 Tl ) 是 Banach 空间 (X, lz ) 到 Banach 空间 (Y, lyly) 的 有 界线 性 算 子 空间 , 子 
集 族 WC@X,Y) 中 的 算 子 满足 sup 1TCz)y 壹 十, 试 证 zlw 是 XX 上 的 一 个 范 数 ,其 中 zl = zy 十 
5up ITCa) ly. 

29. 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T:X->Y 是 闭 线性 算 子 , 试 证 : (1) 紧 致 子 集 CCX 的 像 集 A 二 TC(C) 在 
X 中 是 闭 的 ; (2) 紧 致 子 集 KCX 的 逆 像 集 B=T-CK) 在 X 中 是 闭 的 . 

30. 试 证 : 算 子 一 致 收敛 T, 一 T,T, E€ 名 X,Y) ,蕴涵 具有 同一 个 极限 工 的 算 子 的 强 收敛 . 

31. 赋 范 空间 (X, | 。|| ) 的 子 空间 YCX 在 线性 算 子 T:XY 下 ,车 T(Y)CY, 则 称 Y 为 在 映射 T 
之 下 的 不 变 子 空间 . 试 证 : T 的 特征 空间 是 T 之 下 的 不 变 子 空间 . 

32. 设 {fe,} 为 可 分 Hilbert 空间 (五 ,(zyy)) 中 的 完全 标准 直 交 序列 , 且 T: HH 由 Te, 二 e+1,k 二 1， 
2,…, 定 义 .将 其 线性 与 连续 地 扩张 到 整个 H 上 , 求 其 不 变 子 空间 并 证 明 其 无 特征 值 . 

33. 设 A 是 含 单位 元 的 复 Banach 代数 , 若 对 于 zxEA, 存 在 y,zEA, 且 yr 二 e,xz 二 e, 试 证 : z 为 可 逆 
的 , 且 y=z=zx. 

34. 设 ( 百 ,(z,y)) 是 Hilbert 空间 ,T: HH 是 有 界线 性 双 射 算 子 ,其 逆 :为 有 界 的 , 试 证 : (T ) 一 
看 在 ; 目 KT" =" 

35. 设 S 与 为 Hilbert 空间 (有 H,(z,y)) 上 的 线性 算 子 , 若 在 日 上 存在 西 算 子 U, 使 得 S=UTU-: 一 
UTU" , 则 称 算 子 S 与 了 为 酉 等 价 . 车 了 为 自 共 示 算 子 , 试 证 : S 也 是 自 共 罗 算 子 . 

36. 试 证 : 在 定理 4.3.9 中 ， 

(1) 车 TT 为 Hermite 算 子 , 则 AE 啤 ,(C ) 为 Hermite 方 阵 , 亦 即 (4)"=A, 且 (4)7|= 1A1; 


(2) 若 了 为 酉 算 子 , 则 AE 吸 ,(C ) 为 西方 阵 , 亦 即 (4)"=A™', 且 4)"=1A 趾 = aT 3 
(3) 车 工 为 正规 算 子 , 则 AE 中 ,(C ) 为 正规 方 阵 , 亦 即 (A)TA 二 A(A)T. 
进而 , 当 TE %R" ) 为 R" 一 R" 有 界线 性 算 子 时 ,有 
(4) 车 为 Hermite 算 子 , 则 AE 吸 , (R ) 为 对 称 方 阵 , 亦 即 A7==A, 且 AT = 141， 
(5) 若 工 为 酉 算 子 , 则 AE 吸 , (R ) 为 正 交 方 阵 , 亦 即 A 二 A , 且 上 AT| = 14 . 


Fourier 分 析 对 于 各 个 科学 领域 的 影响 巨大 , 它 是 谱 分 析 的 基础 , 称 其 为 “科学 的 基石 


(corner stone)”, 当之无愧 . 


1822 年 ,法 国 数学 家 ,物理 学 家 J. Fourier 发 表 了 《 热 的 解析 理论 》, 把 初始 温度 为 正弦 
波 的 热传导 方程 的 解 , 分 解 为 具有 “不 同 频率 ”的 “ 谐 波 ”, 从 而 葛 定 了 Fourier 分 析 的 基础 . 
在 此 后 的 近 一 个 半 世 纪 中 ,Fourier 分 析 在 理论 上 得 到 不 断 完 善 ,在 应 用 中 得 到 广泛 推广 , 带 
动 了 数学 科学 、 工 程 技术 、 医 学 科学 等 领域 的 蓬勃 发 展 . 直到 20 世纪 50 年 代 ,数学 家 完成 了 


“分 布 理 论 ”, 使 得 Fourier 分 析 玛 于 完美 . 


然而 ,数学 科学 的 发 展 是 无 止境 的 ,在 Fourier 分 析 的 理论 与 应 用 都 达到 一 个 新 的 高 度 
的 时 候 , 科 学 发 展 的 新 需求 又 促使 这 门 学 科 生 长 出 新 的 枝 芽 ,例如 “小 波 分 析 ”“ 分 形 分 析 ” 


等 ,形成 科学 发 展 史上 的 靓丽 风景 . 


分 布 理论 
| 
schwaltz 空 间 Fourier 变 换 (FT) 
(运算 结构 、 拓 扑 结构 ) 
L'-FT LFT LP-FT(1<p<2) 
Schwartz 分 布 空间 | 

Schwartz 国 数 的 FT 

运算 结构 、 拓 扑 结构 分 布 的 各 种 运算 Schwartz 分 布 的 FT 

Ei 
分 布 的 卷 积 与 FT 


空间 E(R'),，D(R") i 
分 布 空间 E*(R")，D*(R”) 小 波 变 换 及 应 用 
本 章 主要 参考 文献 是 [4],[5],[8],[10],[11]. 
5.1 Schwartz 空间 、Schwartz 分 布 空间 
5.1.1 Schwartz 空间 


1. 检验 函数 类 


基本 集合 取 为 n 维 欧 氏 空间 R" = {z 一 (ziyza，…zo):ziER ,j= 二 1,2,… 


YA 
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QCR" 为 R" 中 的 开 集 ,f:Q 一 R 为 0 上 的 实 值 函数 . 令 C”(0)=={f:Q0 一 R ,ff 是 0 上 的 任 
意 次 连续 可 导 函 数 },CE (0) 二 {fEC”(Q):f 具 有 含 在 Q 中 的 紧 致 支 集 }. 


定义 5.1.1( 检 验 函 数 类 、Schwartz 函数 类 ) 称 
S CR") = {9€ CR"):|z9p(7)|< My,, YB,p € N"} 
为 Schwartz 函数 类 (Schwartz function class) .或 检验 函数 类 (Test function calss) ,其 中 Ma 


是 只 与 Bp 有 关 的 常数 ,2 二 鸡 埠 … 夫 ,xER",B 一 (Bs,…,B) EN',99 (7x) 二 ?= 


QZ 
十 ps 二 十， 


i si ， 
rh ah dh sp= pip pr) EN". 


2.Schwartz 空间 


为 使 检验 函数 类 S (R") 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 ,在 S CR") 中 首先 给 出 线性 空间 结构 . 
定义 
加 法 piES(CR") 之 (g++ 一 pz) 十 VWz)VzER; 
数 乘 pESCR)，auEF> 一 (ap)(z) 一 ap(z),VzER"， 
则 (S (R") ,十 ,ec。) 成 为 数 域 F 上 的 线性 空间 . 
对 于 线性 空间 (S (R") ,十 ,we。) ,再 定义 “ 半 范 数 族 ”, 使 其 成 为 一 个 折 扑 线性 空间 (参看 
拓扑 线性 空间 的 定义 3. 4. 13). 
称 映射 r:X 一 [0, 十 吕 ) 为 XX 上 的 半 范 数 (semi-norm) , 若 满 足 
(1) rlar)=|alr(z), VrEX,.aERF, (绝对 齐 性 ) 
(2) r(z 十 y) 委 r(z) 十 r(y)，YzyyEX。 (次 可 加 性 ) 
(比较 范 数 的 定义 ,只 相差 r(x)==0 命 z=0. ) 由 半 范 数 族 可 以 确定 X 上 的 一 个 拓扑 ， 
使 X 成 为 一 个 拓扑 空间 . 
VepES (R") ,定义 映射 res:S (R") 一 [0, 十 ce) ,使 得 
rap(P) = sup | zsgatp(z)|，pp EN， 
了 


则 {rasp (9):B,pPEN"} 成 为 S (R” ) 上 的 半 范 数 族 . 
按照 定义 ,可 以 证 明 (S (CR") ,十 ,ae。，:,{fran(p)}poew ) 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 . 


定理 5.1.1(S (R") 的 拓扑 结构 定理 ) (S (CR") ,十 ,wa。,{rap(Pp)}ppsw) 是 一 个 具有 可 
数 半 范 数 族 的 、T, 型 的 、 完 备 的 、 可 距离 化 的 、 自 反 的 拓扑 线性 空间 . 


定理 5. 1.2(S (R") 的 拓扑 等 价 表示 ) ”(S (R"), 十 ,a，, {rap(9)}gpeN') 的 拓扑 结构 
可 用 该 空间 中 “ 趋 于 0 的 序列 ”来 定义 , 即 V {9}CS (RD ,gy 0, 当 且 仅 当 VB,pEN'， 
lim ze appi(zr) 一 0 对 于 XER" 一 致 成 立 . 


至 此 ,我 们 又 得 到 两 种 定义 拓扑 空间 的 方法 :由 半 范 数 族 定义 的 拓扑 ; @ 给 出 “序列 
收敛 于 0 的 充 要 条 件 ”， 当然 还 有 其 他 的 方法 ,例如 归纳 极限 方法 等 . 


5.1 Schwartz 空间 、Schwartz 分 布 空间 


例 5.1.1 CE(R")CS(R"). 
例 5.1.2 yp(z) 一 ez €S(R"), a>0. 


5.1.2 Schwartz 分 布 空间 


1.Schwartz 分 布 . Schwartz 分 布 空间 
对 Schwartz 空间 S (R") 三 (S (R") ,十 ,ac。,{fras(p)}asew), 其 共 斩 空 间 ( 对 偶 空 间 ) 
(S (R"))" = S"(R"), 

也 就 是 S (R") 上 的 连续 线性 泛 函 (连续 性 是 指 在 S (R") 的 半 范 数 拓扑 之 下 ) 的 全 体 所 成 的 集 
合 , 称 为 Schwartz 分 布 空间 (Schwartz distribution space) ,也 称 为 广义 函数 空间 ; S*(R") 中 
的 元 TES*(R”) 称 为 Schwartz 分 布 (Schwartz distribution) ,也 称 为 广义 函数 . 

对 于 S* (R") 三 (S*(R"), 十 ,a*。) 中 的 元 , 即 Schwartz 分 布 , TE S*(R") 在 每 个 元 
9pES(R") 上 的 作用 , 记 为 (T,g)=T(g) ,VpES (CR"). 

显然 ,在 通常 算 子 的 运算 下 ,(S*(R"), 十 ,a，) 成 为 数 域 上 的 线性 空间 : 亦 即 , VT ， 
Ts ES*(R") 的 线性 运算 a Ti 十 ca Ts 定义 为 

(aTitaT,p) =al(Ti,g)+a(T,g), VoES(R), ava EF. 


2. Schwartz 分 布 的 运算 
对 于 Schwartz 分 布 , 可 以 定义 以 下 运算 . 
(1) 分 布 的 线性 运算 ”分 布 TES*(R") 的 线性 运算 定义 为 
(Top 十 to 一 aa(T, Pi) 十 atT pp》 Vo'p ES(R’), arae EF. 
亦 即 ,每 个 分 布 TES*(R") 是 Schwartz 空间 S (R") 上 的 线性 泛 函 . 
(2) 零 分 布 车 分 布 TES*(R") 满 足 
‘T,g)=0, VPpESCR)， 
则 称 此 TES*(R") 为 零 分 布 (zero distribution ) , 记 为 0,0ES*(R"). 零 分 布 就 是 线性 空间 
S*(R") 中 的 加 法 的 零 元 . 
(3) 分 布 的 相等 ” 若 分 布 T,T, ES*(R") 满 足 
(Ti—T,p) =0, VoE€ SI(R"), 
亦 即 ,7T, 一 T 为 零 分 布 , 则 称 分 布 T 与 T 相等 , 记 为 T, 王 7,; 
(4) 分 布 的 平移 ”对 于 分 布 TES*(R") 与 4 二 (a ,as，…,a,)ER", 定 义 满足 
(U,p) 一 (Typeo)，VPpES(CR") 
的 分 布 UE S*(R") 为 分 布 TE S*(R") 的 平移 (translation), 其 中 pg-。 (zx) 二 g(x 十 a)， 
VopES(R") ,rER", 并 将 分 布 TES*(R") 的 平移 UES*(R") 记 为 T ,或 tT. 
于 是 ,分 布 TES*(R") 的 平移 是 一 个 满足 
‘Ts,9) = (T,p), VoESI(R") 


的 分 布 mT 一 T.. 
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(5) 分 布 的 反射 ”对 于 分 布 TES*(R"), 定 义 满足 
(Vg) = (T,8), YpESCR") 
的 分 布 VES*(R") 为 分 布 TES*(R") 的 反射 (reflection) ,其 中 F(x) 一 g( 一 x+), 且 (一 zx) 二 
一 (zi yz2 sss) 二 (一 zi, 一 Xs，… ,一 zx,). 将 分 布 TES*(R") 的 反射 VYES*(R") 记 为 T. 
于 是 ,分 布 TES*(R") 的 反射 是 一 个 满足 
(T,9) = (T,8), VE SCR) 


的 分 布 工 . 
(6) 分 布 与 函数 的 乘积 ”对 于 分 布 TES*(R") 与 函数 EC (CR"), 若 fpES CR"); 定 
义 满 足 


(W,p) = (T,fp), Vo € S(R") 
的 分 布 WES*(R") 为 分 布 TES*(R") 与 函数 FEC”(R") 的 乘积 ,并 将 分 布 TE S*(R") 与 
fEC™”(R") 的 乘积 WES*(R") 记 为 fT. 
于 是 ,分 布 TES*(R") 与 函数 fE C”(R") 的 乘积 是 一 个 满足 
(FT,p) = (T,fp), VoE€S(R") 


的 分 布 AT. 
(7) 分 布 的 导数 ”对 于 分 布 TES*(R"), 定 义 满足 
(Z,9) =— (T,99), V9 € S(R’"), 
(au9 是 p 关于 zi 的 偏 导数 ) 的 分 布 ZE S*(R") 为 分 布 TES*(R") 关 于 xz, 的 偏 导数 ,并 将 
分 布 TES*(R”) 的 偏 导 数 记 为 9, TT. 
于 是 ,分 布 TES*(R") 关 于 zi 的 偏 导数 是 一 个 满足 
(9 T,9) 一 一 (T,a-p)， Vp E€ S(R") 


的 分 布 0, 了 ,类 似 地 ,可 定义 分 布 的 高 阶 偏 导 数 2 二 2 we ， 
a 
(8) 分 布 的 支 集 ”回顾 函数 的 支 集 : Vp(z)==gp(zi yz2 "71) rz 一 (zz ,71) ER", 
为 定义 在 R" 上 的 函数 ,定义 suppyp 一 {zER":p(z) 天 0}. 
定义 5.1.2( 分 布 的 支 集 ) 对 于 分 布 TES*(R"), 若 
(T,p)=0, VoES(R"), suppp COQ, 
记 为 T|o 二 0, 则 称 分 布 TE S*(R") 在 开 集 QCR" 上 等 于 零 . 记 {02,}oe1 是 使 得 分 布 TE 


S*(R") 为 堆 所 有 开 集 所 成 的 集合 , 则 并 集 Ua. 是 使 得 分 布 ES*(R") 为 零 的 最 大 开 集 ; 


p=(pi,"",p,) EN". 


称 并 集 Lo. 的 补 集 R"\ JQ。 为 分 布 的 支 集 , 记 为 suppT, 即 
suppT = 二 Qzx € R":3 开 集 U, 使 得 Tu = 0,x € U}. 


易 见 ,@ suppT 为 闭 集 , 且 suppT 二 {rER":T 关 0 在 zx 的 开 邻 域 中 成 立 } ; 
加 车 TES*(R),pES(R), 且 suppTf\|suppp= 多 , 则 (T,g)=0. 


5.1 Schwartz 空间 、Schwartz 分 布 空间 Wy) 


3. Schwartz 分 布 空间 的 拓扑 
赋予 线性 空间 (S*(R"), 十 ,a* ) 以 拓扑 结构 ,使 其 成 为 拓扑 线性 空间 ,一般 有 三 种 . 


定义 5.1.3(Schwartz 分 布 空 间 的 强 拓扑 ) ”赋予 线性 空间 (S*(R"), 十 ,a*) 以 算 子 范 
数 拓扑 (S*(R"), 十 ,a，，, 本 se ) ,使 其 成 为 拓扑 线性 空间 , 称 为 S"(R") 上 的 强 拓扑 ,或 
范 数 拓扑 , 记 为 (S*(R"), 十 ,a。 ,zt,). 


定义 5.1.4(Schwartz 分 布 空间 的 弱 拓 扑 ) ”对 于 连续 线性 泛 函 序列 {T}CS*(R"), 定 
义 序列 Ti 一 0(R- 十 co) 为 
Ti 0 + 00) 后 (加 zearT) 0 一 co)， VYES”(R), YB,pEN', 
这 里 ze 9?T 是 Schwartz 分 布 Ti 的 p 次 导数 与 单项 式 x8 的 乘积 ,由 此 确定 的 拓扑 称 为 
S*(R") 上 的 弱 拓扑 , 记 为 (S"(CR") ,十 ,wa。,ro). 


定义 5.1.5(Schwartz 分 布 空间 的 弱 * 拓扑 ) 对 于 连续 线性 泛 函 序列 {T CS"CR")， 
定义 序列 Ti 一 0(k 一 十 oo) 为 

Ti > 0 + o0) SO (ztgtTip) > 0 +0), VoES(R'), VPpEN, 
由 此 确定 的 拓扑 称 为 S"(R") 上 的 弱 * 拓扑 , 记 为 (S*(R”), 十 ,a* ,tw* ). 


定理 5.1.3 对 于 (S*(R”"), 十 ,a，) 的 拓扑 结构 ,我 们 有 
(1) 强 拓扑 等 价 于 : 对 于 S(R") 中 的 任 一 有 界 集 ACS(R")， 
(x89?Ti,g) 一 0(k 玉 十 co)， VB,PEN",YV gEA 一致 成 立 ; 
(2) 弱 * 拓扑 与 弱 拓 扑 彼 此 等 价 ; 
(3) 在 弱 " 拓扑 之 下 ,成立 


全 
Vo -0 sto) = (TH rps) > 0 + 0), VTES'(R'), VAP E IN. 


因为 (SCR") ,十 ,a，, {rpp (9)}p.rem') 是 自 反 空间 ,因此 (S*(R"), 十 ,a，*) 的 弱 * 拓扑 与 
弱 拓 扑 一 致 . 


4. Schwartz 分 布 的 例子 


例 5.1.3 L!'(R")CS*(R"). 
VfEL1(R"),f 视 为 一 个 分 布 ,在 VpES(R") 上 的 作用 定义 为 
(f,9) = | repoecodr， Vo € S(R"), 
不 难 证 明 ,(f,q) 是 S(R") 上 的 连续 线性 泛 函 (证 明 留 作 习 题 ), 亦 即 任 一 个 fEL'(R”) 是 一 
个 Schwartz 分 布 . 


1， zx>0, 
例 5.1.4 Heaviside 函数 ao 
0， zxz<0. 
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显然 ,(H,g) = |, ,9(z)dz 是 SCR ) 上 的 连续 线性 泛 函 ,于 是 H(z) € S*(R). 


例 5.1.5 迪 拉 克 (Dirac) 分 布 8. 
迪 拉 克 分 布 6, 作 为 S(R ) 上 的 连续 线性 泛 函 6E S"(R ) ,定义 为 
(6,9) = 9(0), VpESCRI). 
6 的 线性 : V pi ,gp: ES(R),a.BEF ,有 
《6,apl 十 pps ) 一 (ap 十 pps)(0) 一 apl(0) 十 Bps(0) 一 ac 人 0,pl) 十 B(0,p); 
6 的 连续 性 : VY {9,}CS(R ),PESCR )， 


S(R) 
09> |(6,9)—0,9)|=|9,(0)—9(0)|—0. 


于 是 ,我 们 得 到 了 不 能 用 积分 形式 表示 的 连续 线性 泛 函 . 

6 的 支 集 : supp6 二 {0}. 

由 定义 (6,9) 二 pg(0), 即 得 supp6 二 {0}). 

例 5.1.6 迪 拉 克 分 布 $ 的 导数 . 

由 分 布 导数 的 定义 ,有 

(6 ,9) =— (6,9) =—g(0), Vo € SC(R). 

作为 分 布 的 6, 它 的 导数 也 是 一 个 分 布 ,而 且 对 每 个 gE€S(R ) 作 用 的 结果 ,就 是 一 pg (0). 

狄 拉 克 分 布 SES*(R ) 的 pEN 阶 导数 为 

Drs9) = (一 Dopw(0)， VpE SR). 
例 5.1.7 Heaviside 函数 的 导数 . 
由 分 布 导数 的 定义 ,有 


(H',9) =— (H,g') ——| gd = wt i My RN 
0 
从 而 H'=6. 


5. Schwartz 分 布 的 分 类 

定义 5.1.6( 正 则 分 布 . 奇 异 分 布 ) Schwartz 空间 S(R”") 上 的 连续 线性 泛 函 TES*(R") 
可 分 为 两 类 : 

(1) 若 分 布 TES*(R") 对 gES(R") 的 作用 可 表示 为 R" 上 的 局 部 可 积 函 数 ( 函 数 在 
R" 中 的 任意 有 限 方 体 上 都 是 Lebesgue 可 积 的 )fELi(R") 的 积分 

‘T,9) = | fe dr, Vo € S(R"), 

则 称 工 为 正则 分 布 (regular distribution) ; 

(2) 若 分 布 TES*(R") 不 是 正则 的 , 便 称 其 为 奇异 分 布 (singular distribution). 

例如 , 因 S (R")CLi(R")CS" (CR") ,所 以 FES (R") 与 fEL!'(R") 时 ,f 都 是 正则 分 布 . 
但 狄 拉克 分 布 9 是 奇异 分 布 . 


5.1 Schwartz 空间 、Schwartz 分 布 空间 


有 了 Schwartz 分 布 的 分 类 ,我 们 来 说 明 前 面 第 2 小 节 中 定义 Schwartz 分 布 的 导数 运 
算 的 思路 与 合理 性 . 

为 什么 对 于 分 布 能 定义 导数 呢 ? 事实 上 ,由 于 S(R)CS*(R), 取 fES(R), 则 f'ES(R)， 
并 且 f 与 ' 都 是 正则 Schwartz 分 布 .于 是 , VES(R ) ,由 分 部 积分 公式 


ge er 
(f ,9) -| f pd = coecn| = f(z) (Crz)dz =— (f,9') 


得 到 (六 ,pg) 二 一 (f ,9 ). 因此 , 当 一 个 函数 f 不 存在 导数 ,或 一 个 分 布 根本 谈 不 上 导数 时 ， 
就 可 以 用 通常 导数 所 应 满足 的 表示 式 来 定义 它们 的 导数 . 这 就 是 用 表示 式 

9a T,9) = 一 (T,a. 9), Vo € S(R") 
来 定义 分 布 导数 的 理由 . 分 布 的 其 余 运算 请 读者 进行 同样 的 推理 与 理解 . 


5.1.3 ”空间 E(R")、.D(R") 及 其 分 布 空间 


5.1.1 节 与 5.1.2 节 讨论 了 Schwartz 空间 S(R”) 及 其 分 布 空 间 S*(R") 的 性 质 . 实际 
上 ,常用 的 函数 空间 及 其 分 布 空间 还 有 许多 ,本 小 节 再 介绍 两 个 常用 的 空间 及 其 分 布 空间 . 


1. 空间 E(O) 三 C”(O) 及 其 分 布 空间 


设 QSR" 是 R" 中 的 开 集 ,OC(0,0,…,0) EQ 为 原点 ,又 设 
FE(O) 三 CC) = {atp € C(O):YBE N'} 
是 QCR" 上 任意 次 连续 可 微 的 函数 类 . 通常 考虑 集合 E(R") 三 C™(R"). 赋予 E(Q) 自 然 拓 
扑 如 下 : 


取 任 意 紧 致 集 序列 KiCOSR' ,RCR ,使 得 UK 一 0. 对 于 gE ECQ), 定 义 半 

范 数 
rmi(9) = sup Il9p(z)|, mEN,jEZ',BEN', 
lal<m 

则 {rw(9)},mEN ,jEZ' 是 E(Q) 上 的 半 范 数 族 ,使 得 (E(Q) ,十 ,a，, {rm,;}) 成 为 数 域 下 
上 的 T, 型 .完备 的 、 自 反 的 拓扑 线性 空间 . 

(9) 的 共 斩 空 间 E*(0Q) 赋 予 如 下 的 w* 拓扑 : 
对 于 序列 {fi}CE*(Q), 有 

@D fi L000) OCfisg) 0 +o0), VyE EN); 

@ fEE"'(Q) 台 了 3c>>0,m 志 0, 紧 致 集 KCO, 使 得 

| (Fo)| 委 < sup |asp(z)|， VpE EO). 
|Bl<m 

定理 5.1.4(E*(R") 拓 扑 结构 定理 ) (E*(R"), 十 ,a。,t* ) 中 的 分 布 都 具有 紧 致 支 

集 ; 反之 亦 然 , 亦 即 
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EE’(R") 全 suppf = K 是 紧 致 集 . 
例 5.1.8 fELw(R"), 且 suppf 是 紧 致 集 , 则 了 EE*(R"). 线 性 泛 函 由 下 式 确定 : 
(f,9) = | fg dr, Vo € E(R"). 


例 5.1.9 迪 拉 克 (Dirac) 分 布 6EE"(R ). 


2. 空间 D(Q) 圭 C2 CO) 及 其 分 布 空间 
1) D(Q) 上 的 归纳 极限 拓扑 
设 QSR" 是 R" 中 的 开 集 ,OC(0,0,…,0) EQ 为 原点 ,又 设 
D(O) 三 CE (0) = {9 EC0 (0):suppp 二 KCQ,K 是 紧 致 集 } 


是 QCR" 上 任意 次 连续 可 导 的 ,具有 紧 致 支 集 的 函数 类 . 通常 也 考虑 集合 D(R") 寺 Ce (R"). 
赋予 归纳 极限 拓扑 r( 这 里 不 详细 令 述 归纳 极限 拓扑 的 定义 ,只 给 出 一 种 等 价 条 件 ) : 


对 任意 序列 {9.}CD(0) ,mw 2 安 0(CR-~> 十 cc), 当 且 仅 当 
Q@ 3 紧 致 集 KCOQ, 使 得 suppp: CK,kEZ!; 
四 VBEN', 使 得 091(x) 一 0 在 K 上 一 致 成 立 . 


于 是 ,CD(2) ,十 ,we。,z) 成 为 数 域 玉 上 的 T 型 ,完备 的 、 自 反 的 拓扑 线性 空间 . 


2) D(2) 的 共 斩 空 间 D*(2) 上 的 拓扑 
赋予 w"* 拓扑 如 下 : 
对 于 序列 {fi}CD"(Q), 有 
© fi 0 4) S (fisg)>0k>+ 0), VY gE DD); 
四 VPEN' ,Pf > 00 十 co) © (fi sp) >0(k>+o0), YoEDN). 
例 5.1.10 fELw(R"), 则 ED*(R"). 
线性 泛 函 由 
(Fig = | fp dr, Vp € DR") 


确定 ,由 于 pED(CR"),suppp 是 紧 致 集 , 故 上 述 积分 有 意义 , 且 由 fELi(R") 知 ,上 述 积 分 
定义 D(R") 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 


例 5.1.11 6ED*(R"). 
显然 ,(6,g) 二 pg(0) ,VpED(R"). 由 于 
DCR") = CE(R") CSCR") CC (R")=E(R’), 


故 D*(R") 汪 S*(R”") 了 E*(R”). (此 包含 关系 的 证 明 留 作 习 题 ) 


进而 ,由 于 6 分布 的 支 集 为 supp6 二 {0}, 故 6E€E*(R”)CD*(R"). 


5.2 L?*(R)(1 三 p 二 2) 上 的 Fourier 变换 


5.2 Lz(R)(1 二 p 二 2) 上 的 Fourier 变 


5.2.1 LI(R) 上 的 Fourier 变换 


1. 预备 知识 

Fourier 变换 理论 是 建立 在 Lebesgue 测度 与 Lebesgue 积分 的 基础 上 ,这 里 先 给 出 几 个 
重要 的 不 等 式 . 

命题 5.2.1 设 FELI(CR"),gEL?CR") ,1 委 六 ,9q 委 十 co， 
等 式 


十 一 二 1, 则 成 立 Holder 不 


Ll 
pp gq 
| sg ae < lf esc lg es 
当 p 二 gq 二 2 时 ,上 式 成 为 Schwartz 不 等 式 
lfg lie < al 。 
命题 5.2.2 设 p 宇 1,f,gEL?(R"), 则 有 Minkowski 不 等 式 
lf 和 十 着 ee 和 lf ea 了 llg ee 。 


以 上 三 个 基本 不 等 式 经 常用 到 . 读者 可 以 在 实 变 函 数 教程 中 查 到 它们 的 证 明 ([6],[17]). 
命题 5.2.3 卷 积 fx*xg(x) 一 | Da -Da 有 如 下 性 质 : 


(1) 当 1<PosTco 广 二 二 一 1, 即 pwq 互 为 共 恩 数 时 ， 


Q@ fEL?(R"),gEL'(R"),1<p,g<+oo > fx*gEC(R"), 亦 即 ,f xg(Xz) 是 R"* 上 的 
有 界 连 续 函 数 , 且 If x gle Feeaollg I 
Q@ ELICR")，gELICR") ,1 一 四 gg 二 十 ce 之 xxgECo(R)， 这 里 Co(R") 一 
ti CCR :Jim f(x7)=0} ,有 fx geen Nf ln lg ioc) ; 
(2) FELI(R"),gEC(R") > fxgECoR'), BNF x g lcm < Nf li lg loc); 
(3) fEL?*(R"),1<p<+oogEL' (R) > f*gEL?(R"), 有 
|f ¥ g leocms < Flies lg lcm). 


2.Fourier 变换 的 定义 
定义 5.2.1 函数 JELI(R") 的 Fourier 变换 定义 为 
f°(£)= | ER 


其 中 工 .E 一 >)zi6j 是 工 一 (zisz2,…X，) ER 与 6 一 (和 ,名 6)ER" 的 内 积 . 


j=1 


(%2 第 5 章 分 布 理论 


注 在 一 些 Fourier 分 析 的 专著 中 ,将 Fourier 变换 定义 为 (个 一 一 直 ; | Ce de 
E Rr; 那么 ,Fourier 逆 变 换 (定义 5.2.2) 就 需 定义 为 8'(9 一 le eridr,é € R', 


这 样 定义 是 为 了 某 些 结果 的 对 称 性 ,两 种 定义 没有 本 质 不 同 ,只 是 在 底 空间 R" 中 选取 了 相 
差 一 个 常数 因子 的 测度 而 已 . 但 是 ,两 种 定义 得 到 的 性 质 大 多 数 不 变 . 


3. Fourier 变换 的 性 质 
以 L'(R ) 三 L'(R') 为 例 ,叙述 与 证 明 性 质 与 定理 ,但 以 下 性 质 与 定理 对 于 LL' (R”) ,一 


般 的 n(n 三 1) ,都 成 立 . 
1) 基本 运算 性 质 
定理 5.2.1 函数 /EL!'(R ) 的 Fourier 变换 的 基本 运算 性 质 如 下 ， 
(1) [fC°—h)](O) =e f/f’(e), EER, hER; (平移 的 FT) 
(2) mf (= [ef(°)]' 8), EER, hER,; (FT 的 平移 ) 
(3) ter(oy) 1 (=7 (EE). EER, p>0; (伸缩 的 FT) 
(4) [fC—°)] =f (0, £ER. (反射 的 FT) 


根据 定义 就 可 以 证 明 以 上 运算 公式 ,请 读者 自行 证 明 并 熟练 运用 . 

平移 公式 (1) 也 写 为 (tf)? (6)==e *f?(&). 

2) 分 析 性 质 

定理 5.2.2 (1) 函数 FELI(R) 的 Fourier 变换 fr(&) 是 尽 上 的 一 致 连续 函数 , 且 
EC(R ); (2) Fourier 变换 是 L1(R ) 到 L~(R ) 的 一 对 一 的 连续 线性 算 子 ; Fourier 变换 
视 为 算 子 ?:L!1 (及 ) 一 L~”(R ) ,满足 范 数 非 增 不 等 式 上 ?上 ~cw 三 上; 这 里 L”(R ) 是 及 
上 的 本 性 有 界 函 数 空间 ,表示 为 

L”(R) 一 {F:R 一 人 ,17ll=m<+ce}， 

其 中 Fi=e 王 esssup{lFGz)|:zER} 称 为 三 的 本 性 上 确 界 , 就 是 三 在 空间 世 ” (及 ) 中 的 
范 数 . 

证 对 于 fEL'(R ), 其 Fourier 变换 满足 

| .PC 十 闪 -Pcl<| |e 世 一 1| |FGz) |dz. 
由 FELI(R ), 上 式 右边 满足 
此 le —1| leoldzsM| Wd < Mlam, 


故 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,立即 得 到 


5.2 L?*(R)(1 三 p 二 2) 上 的 Fourier 变换 电 


lim | f°(€+h)— f° (8 |< lim | lew—1||fC)|dzr 
lhl—=0 lhl>0.R 
一 | lim|le*—1||f(z)|dr=0 
R | 一 0 
对 于 &€ERR 一 致 成 立 ,所 以 f* (6) 是 RR 上 的 一 致 连续 函数 , 且 产 ECCR ). 
进而 ,由 Fourier 变换 的 定义 得 到 


ir®l<| lf wes la<| Fwd = llam, 


求 本 性 上 确 界 便 得 到 fr 上.~cw 三 上 fl ,此 即 算 子 的 有 界 性 (连续 性 ). 
3) Riemann-Lebesgue 引 理 


定理 5.2.3 函数 FELI(R ) 的 Fourier 变换 成 立 Reimann-Lebesgue 引 理 
ws 人 = 和 
证 对 于 fEL:(R), 由 
1 于 ,i ec. 
f (8) 了 | [7 f(z1 sj]: dz， 


于 是 ,利用 fELI!(R ) 的 平均 连续 性 , 即 | | xz 十 站 一 Fz)|dz 一 0. 得 lim f(8 = 者 
4) 卷 积 的 Fourier 变换 定理 
定理 5.2.4 函数 f,gELI(R) 的 卷 积 
f*g(z) 一 | fg -Da 


满足 fx gELI(R ), 且 有 Fourier 变换 公式 
CF EE = PACE, EE RR. 


证 当 f,gE€L'(R) 时 ,有 
rose-pldz= lf la -nla = [fw | gl nw, 
所 以 
上 [faezr—D dr = |f0| lglowe LICR). 
于 是 ,由 Fubini 定理 , 知 


[Uxpn le<|. | | FGz) | |gCz 一 口 |d|dz 


=| rold| sc-old=rlealslaw. 
故 fx*gEL:(R). 进而 ,有 
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CFx g)?(6) 一 | {| f Dalzx 一 Ddjs dr 
及 R 


寺 化 foeed] Ge = FD: 
定理 得 证 . 
此 定理 的 数学 意义 在 于 Fourier 变换 将 卷 积 运算 (积分 ) 转 换 为 按 点 乘积 (乘法 ) 运 算 . 
4. 导数 的 Fourier 变换 公式 
“局 部 绝对 连续 函数 类 ”AC.(R ) 与 “局 部 绝对 & 一 1 阶 连续 函数 类 ”ACh'(R ) 分 别 定 
义 为 
ACw(R ) = 使 VzrER,3geLu(R),st f(r) = f(0) + eeoa， 


ACtK'(R)= {f:Vz ER, 有 f(x) = a+F(z)}, 
其 中 F(z) 满足 : 3 gELi(R ), 习 常数 ao ,al,… ,as-1, 使 得 


F(x) = fa 『 duz 十 | 十 … 3 du (a ee 区 (tk ha 上- | 
0 0 0 0 


定理 5.2.5 函数 FELI(R) 门 ACee(R), 若 导数 六 ELI(R), 则 其 Fourier 变换 公 
式 为 
(CF)7(C6) 一 if (6， £0; 
进而 , 若 FELI(R) 站 ACERICR ) ,FEL(CR ), 则 
(ED = 人 区， 冯 天 所 
证 明 可 参看 [4]. 


5. Fourier 变换 的 导数 公式 


定理 5.2.6 函数 fELI(R),zesFELI(R ), 则 了 的 Fourier 变换 f? 具有 属于 Co(R) 
的 上 阶 导 数 , 且 有 公式 


(f° "(8) = re (zx)ewdr, r=1,2,.%…,k, EER. 


6，Fourier 变换 的 Parseval 公式 
定理 5.2.7 (1) 若 f,gEL'(R ), 则 成 立 Fourier 变换 的 Parseval 公式 
| fa oa 一 Jf Wa 
(2) 若 f,gEL'(R),g?EL'(R), 则 成 立 Fourier 变换 的 Plancherel 型 公式 
| re g(x)dzr 一 二 | gO dé, 


5.2 L*(R)(1p 寺 2) 上 的 Fourier 变换 | 


并 且 
六 生动 一 |[ peed wexnkER. 
2rJR 


7. Fourier 道 变换 的 定义 及 性 质 
定义 $.2.2( 逆 变换 ) 函数 gELI(R") 的 Fourier 逆 变换 定义 为 
? 二 二 下 i 四 
g(x)= war] de dt, TER", 


其 中 并 ,8 >》 wb) 是 z= 二 (x1sz2s… Zs)ER" 与 5 二 (1s,… 名 )ER" 的 内 积 ， 当 n 二 1 


j=1 
时 , 逆 变换 呈 g? := 去 |. g(e)erede,zE 有 形式. 
为 叙述 简单 ,以 下 仍 对 L!(R ) 情 况 叙述 有 关 定 理 . 
定理 5.2.8( 反 演 公式 ) (1) 若 函 数 f,f?EL!'(R), 则 
f(zx) = 地 | f(rdt, aer€ER; 
(2) 车 函数 ELI(R ) 站 CCGR ), 记 ELICR ), 则 
ee | Peerde， VrER; 


(3) 车 函数 JEL!(R),f*(&) 二 0, 则 
f(x)=0, ae.rER; 
(4) 若 函 数 fEL!'(R ), 则 引进 “ 求 和 因子 ”后 ,就 可 求 得 f(x),a.e.XER， 


CD Cesaro 来 和 因子 ( 1 一 上 | )， 
jim |. -过 jPeeeds- flz), wezER; 


@ Abel 求 和 因子 exp{— | he 


lim 去 | ep 全 i fi(Oe*dt= f(r), a.e.rER; 


e+eo 2X. 


oF 
@ Gauss 求 和 因子 exp| -(#£)}: 


Jim 到 |。 exp 全 [二 ) f(rdt= f(z), aerzE€ER. 
证 明 可 参看 [4]. 
5.2.2 LL?(R ) 上 的 Fourier 变换 


大 家 知道 ,L2([a,65])CL'([a,6]), 但 是 L?(R) 与 L!1(R ) 的 关系 却 并 非 如 此 ,例如 
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函数 


Fa EL(R), 


1 
Vz(1+ |ln|lz||) 
却 有 
时 
人 三 一 一 RD 天 2. 
Earlinlall) < . 
因此 Fourier 系数 (有 限 Fourier 变换 ) 的 定义 只 需 对 fEL'([a,65]) 而 作 , 但 对 于 Fourier 变 


换 , 在 L*(R ) 情 况 ,就 必须 “另起炉灶 ”. 


1. 两 个 预备 命题 
命题 5.2.4 设 fEL'(RDNL?(R), 则 f°(6) EL CR), NF zw = Var Nf lew. 


证 令 g(z)=f( 一 z),h(z)=(f xg)(z), 则 g(xz)EL'(R) 败 L:(R). 由 命题 5.2.3 
卷 积 性 质 (1) 之 @ 与 (3) 得 到 
h=f*xg€EL(R)NLR), 
故 hh 的 Fourier 变换 有 意义 , 且 由 定理 5. 2.8 的 反 演 公式 (4) 之 @ ,并 令 z= 二 0, 得 
im 二 en{ 和 和 cue 一 Ao) (5.2.1) 
再 据 卷 积 Fourier 变换 公式 (fx* g)'(86) 二 f° (8)g?(&) 与 反射 Fourier 变换 公式 
g'(® = [7 一 )] (9 = 三 (9， 


得 
= fe = FC FD = | Ss 本 ,名 辑 


于 是 ,(5.2. 1D 式 中 的 被 积 本 数 为 正 画 数 ,而 且 当 pr 十 < 时 ,ex -Ly (6@) 单 调 递减 赵 向 


于 尼 (6 ,应 用 Lebesgue 单调 收敛 定理 ,得 到 表示 式 hc0)= 直 | lim exp{— yc = 
TR pet™ Pp 


过 | 蚤 5 
去 | 5 (8) ds, 亦 即 
| cods= 2xh(0), 
所 以 h* EL!'(R). 另 一 方面 ,有 
h(0)= (f*g)(0) 一 | rosco 一 pud 
a | re fd= | | Fe |2d = | lw , 


结合 (5. 2. 2) 式 得 到 | lw 二 上 | [= | cde= 2xh(0)，, 最 后 得 f° | ze 一 


5.2 L*(R)(1 三 p 三 2) 上 的 Fourier 变换 ) 


V2r Nf io. 


Feds | [eps 
| (p>0), 则 f, EL!'(R)N 


命题 5.2.5 设 fEL?(R), 令 f(x) 一 
0 |xz|>p 
L*(R), 且 Vp>0, 有 fiEL?(R); 进而 ,存在 惟一 的 gEL?(R ), 使 得 
lim | fi — gllew= 0. 
ptm 
证 由 H6lder 不 等 式 得 到 ,对 于 所 有 po>0, 有 f,EL'(R) 败 L:(R ). 再 由 命题 5. 2. 4， 
得 fr;EL?(R), 并 且 fi 一 fi 是 f。 一 fo 的 Fourier 变换 ; 当 m<pos 时 ,有 
I fl = QD Nf alm = Go fw lat oan) If ld. 
po) (p102) 
由 于 fEL?*(R ), 上 式 右 边 的 两 个 积分 都 趋 于 0, 于 是 ， lim 中 记 一 所 2cew 二 0, 从 而 ,对 
Pi yp2 一 十 co a 


于 po 十 cc 的 任意 子 序列 {A} (esEZ+ ) ,Fourier 变换 及 EL?(R ) 是 L*(R ) 中 的 Cauchy 序 
列 ; 据 L?(R ) 的 完备 性 ,存在 惟一 的 函数 gEL2(R ) ,使 得 lim 1 太一 g lizww 二 0, 命 题 得 证 . 


2. L2 CR") 函 数 的 Fourier 变换 的 定义 
定义 5.2.3(L?(R") 函 数 的 Fourier 变换 ) 函数 FEL2?(R") 的 Fourier 变换 F?(f) 定 
义 为 
(2) (2) 
[FOODTEY = l bm fi(8) = 1.i, m. | Fre des EER', 
pt pt pp" 
其 中 区。6 一 2j6i 是 X= 二 (Zi syX29 Xn)ER" 与 8 二 (外 ,5 ,… ,名 )ER" 的 内 积 ; 1. i 


j=1 


是 “limit in mean in L?-sense”. 


这 样 ,fEL?(R") 的 Fourier 变换 是 由 下 式 惟 一 确定 的 函数 g 三 [FY(f)] EL?(R”): 
一 0. 


lim | 
ee L2 CR") 


注意 ,n 维 方 体 (一 p,p)" 换 为 n 维 长 方 体 (一 pi ,pi) X…X( 一 ps) 时 ,定义 等 价 . 


PP 一 | td 
tppy 


3. L?(R ) 函 数 的 Fourier 变换 的 性 质 
在 不 发 生 混淆 的 情况 下 ,对 于 fEL?(R ), 仍 记 (和 二 (F? (有 ))(&). 关于 L(R ) 函数 
Fourier 变换 的 运算 性 质 ,与 定理 5. 2. 1 相同 ,并 由 后 面 的 定理 5. 2. 10 表述 . 其 分 析 性 质 如 下 . 
定理 5.2.9(Plancherel 定理 ) 函数 /EL’(R ) 的 Fourier 变换 是 了 2(R ) 到 了 (及 ) 的 
一 对 一 的 连续 线性 算 子 ; 对 于 fEL?(R ), 存 在 惟一 的 三 (及 ) 函 数 [F2CF)](6) ,满足 范 数 
等 式 
NF? Cf lz 一 V2r Few。 
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证 所 (有 ) 显 然 是 线性 算 子 Fi(af 十 Bg)==aF?*(f) 十 BF’*(g),f,g€EL’(R"),a,BER. 
由 Fourier 变换 的 定义 , lim |F?( 几 一 雇 上 ww 二 0, 此 式 蕴 含 
yd 


mn le 一 NF CF) ize; 全 . 玉 侧 
另 一 方面 ,由 f。 的 定义 ,有 
Ji 上 Paze 王 天 llzee. 侦 . 东 现 
再 由 万 ELI(R ) 站 ZL2z(R ), 则 由 命题 5.2.4 得 到 
Mfilliw = V2 Nf ze ， {5 所 有 
对 (5. 2. 5) 式 两 边 取 极限 ,利用 (5. 2. 3) 式 、(5. 2. 4) 式 得 到 |Fz (Plaza 一 V27 上 flew ,此 


即 算 子 的 范 数 等 式 与 有 界 性 . 
注 在 Fourier 变换 与 逆 变 换 的 定义 由 对 称 形式 给 出 时 , 范 数 等 式 化 为 保 范 性 等 式 
IF Pl = Nf lem. 


5.2.3 L?(R)(1 二 p 二 2) 上 的 Fourier 变换 


对 于 L?*(R)(1 二 p 二 2) 中 函数 的 Fourier 变换 ,要 涉及 更 多 的 理论 ,例如 要 用 到 
Riesz-Thorin 凸 性 定理 、 算 子 的 型 等 ,我 们 不 再 详 述 其 证 明 ,只 讲 思 路 与 结果 ,并 仍 以 "一 1 为 例 . 


1. 两 个 预备 命题 
记 Soo(R ) 为 RR 上 的 简单 函数 类 , 亦 即 ,So 中 的 


函数 在 R 中 的 有 限 个 测度 为 有 限 的 集合 上 取 有 限 值 
(如 图 5. 2.1 所 示 )， ! |! 


Es 10| 一 一 六 
hE€ So(R) 一 hz) = Poxs(r), rER, 
j=1 


其 中 一 < 之 a 过 过 之 6 之 二 0,e0j = 二 {17ER: 
h(z)==cj},0 亿 m(ej) 二 十 2, 这 里 m(e;) 是 ej 的 5 策 ， 本 要 
Lebesgue 测度 . 所 以 ,集合 e; 的 个 数 .测度 m(ej)、 取 值 cj 都 是 有 限 的 ,j= 二 1,2,…,m. 

命题 $5.2.6(So (R ) 的 性 质 ) (1) So (R)CL?(R), 且 Sw (R) 在 L*(R)(1<<p= 
十 co) 中 稠密 ; 亦 即 Ve>0,VfEL?(R) 过 jh€ESw(R), s.t. | 一 六 ee <e; 

(2) 若 suppy 为 紧 致 集 , 则 存在 序列 {hs}CSw (RD), st lim 17 一 如 ee 一 0, 其 中 
supph, Csuppf 对 每 个 nEZ' 成立; 


EE 


(3) 若 hE Sw (R), 则 对 于 1 夺 p 夺 2, 有 WEL (R),, 


士 二 二 区 县 < 


a ww。 


5.2 Te(R)CGI PS2) 上 的 Fourier 变换 鸣 


注 hE€ESow(R ) 在 所 有 L*(R)(1 志 p 三 十 2) 中 ,所 以 它 有 以 下 几 种 “身份 ”: 
Q@ 作为 hE Sw(R), 由 (3) ,hEL(R), 沁 十 二 一 1 并 且 , 由 (1),Sw (RD)CLs(R ) 在 
L2(R ) 稠 密 , 故 以 后 将 定义 的 fEL?(R)(1 二 p 二 2) 的 Fourier 变换 (定义 5. 2.4) 应 当 属 于 
| 
LR){i+i=1),8 2<g<+o%; 
- [3 q ja 四 


@ 作 为 hELI!(R),h? 可 按 Li(R ) 定 义 Fh(&) 二 h?(€)== | hewae, 并 且 h* € 
Co (R ) 满足 上? =og 三 hc , 称 Fourier 变换 算 子 ?为 (1,co) 型 算 子 ; 

@ 作为 hEL(R), 则 有 及? lz = 二 V2x hizcw , 称 Fourier 变换 算 子 ?为 (2,2) 型 算 子 . 

这 样 ,线性 算 子 ?是 So (及 ) 上 的 “(1,co) 型 与“(2,2) 型 的, 据 R-T 凸 性 定理 ( 命 
题 5. 2.7) ,Fourier 变换 ?是 (p,q) 型 线性 算 子 , 亦 即 成 立 不 等 式 |h? cw 三 hvew. 

下 述 Riesz-Thorin 同性 定理 ,是 调和 分 析 中 的 重要 定理 ,可 以 对 很 一 般 的 空间 成 立 . 我 
们 仅 对 L*(R ) 情 形 叙 述 . 对 一 般 情 形 ,读者 可 参考 有 关 文 献 . 


命题 5.2.7(Riesz-Thorin 凸 性 定理 ) 设 T: 大 (及 ) 一 L7(R )(1 志 p,r 二 十 吕 O) 是 线性 算 
子 , 并 且 是 (po ,ro) 型 算 子 , 即 满足 不 等 式 
| 上 | < Mo lf | Lpo (R) ， 
其 中 1 二 po ,rm 三 十 oo; 同时 也 是 ( ,mi ) 型 算 子 , 即 满足 不 等 式 
| 可 六 ae 扫 M IF len em , 
其 中 1 二 pin 三 十 co. 则 算 子 本 是 (p,r) 型 的 , 且 满 足 不 等 式 
| Ty lrw< M a I » 


对 寺 ,对 任意 LE [0,1] 成 立 ,并 且 MSM3'Mi. 
1 


| I 
站 十 po pr 


图 5. 2. 2 中 所 画 坐 标 轴 是 寺 与 工 ,对 角 线 ( 粗 线 ) 上 
p 六 1) (1,1) 


(Heo， 


上 的 点 [二 ， 二] 对 应 于 (p,p) 型 ; 反对 角 线 ( 细 线 ) 上 
的 点 [二 ， 二 )， (全 + 二 一 1 ,对 应 于 (9) 型 ; 阴影 部 
分 的 点 证， 十] 由 对 应 于 (p,7) 型 ; 当 p 过 + 时 ， 
(汪汪 出 现在 阴影 部 分 . > i 


于 是 ,对 于 1 二 p 二 2, 只 能 有 2 二 gq 二 十 ,这 就 是 
我 们 考虑 的 L* (R") (1 二 p 二 2) 中 函数 的 Fourier 变 
换 , 作 为 算 子 F?:L?*(R") 一 Li(R )(1 二 p 二 2), 只 能 有 2 二 gq 二 十 的 原因 . 


5.2.2 Riesz-Thorin 定理 示意 图 
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2. L?*(R”) (1 二 p 二 2) 函数 的 Fourier 变换 的 定义 
与 1:(R") 情 形 类 似 ,有 如 下 定义 . 
定义 5.2.4 函数 /EL?(R")(1 二 p 二 2) 的 Fourier 变换 Fe( 广 定义 为 


《9g) (9) 
[FeCP]Ce =1im. 肠 (6) =1. im | f(Dewidr, ER", 
pt pt pp)™ 


其 中 .二 >) zi6i 是 工 一 (zlyza yyzo)ER" 与 6 二 (1,6) ER" 的 内 积 , 户 十 二 一 


Fn 


(9 
1,1.i.m. 是 “limit in mean in Las-sense”. 


这 样 ,FEL2(R") 的 Fourier 变换 是 由 g 三 [F*( 有 )](1 二 p 三 2) 惟一 确定 的 函数 gE 
Lr(R") ,满足 


= 0. 


LR") 


注意 ,n 维 方 体 (一 p,p)" 换 为 n 维 长 方 体 (一 pi ,p1) XX…X( 一 ps,ps) 时 ,定义 等 价 . 


Fp Co 一 | Crde™ te 
(pp) 


lim 
pt 


3. L*(R )(1 二 p 一 2) 函数 的 Fourier 变换 的 性 质 


以 下 也 均 讨论 n==1 情形 . 在 不 发 生 混淆 的 情况 下 ,对 于 fEL?*(R)(1 二 p 志 2), 仍 记 其 
Fourier 变换 为 f* (8) 三 [F*(f)]( 人 .利用 命题 5. 2. 6 与 命题 5.2.7, 就 可 证 明 以 下 定理 . 


定理 5.2.10( 运 算 性 质 ) 设 fEL?(R)(1<p<2)， 


(1) (mmf) (8) =e f°(8), EER, hER; (平移 的 FT) 
(2) mf (= [er f°)] CE), EER, ER; (FT 的 平移 ) 
(3) tore )1' (© =f (EE). SER , p>0; (伸缩 的 FT) 
(4) [7 一 )] (= (0), EER. (反射 的 FT) 


此 定理 在 p 二 1 时 ,就 是 定理 5. 2. 1. 


定理 5.2.11( 分 析 性 质 ) ”函数 fE1L?(R )(1 二 p 二 2) 的 Fourier 变换 是 L?(R) 到 LL7(R) 
的 一 对 一 的 连续 线性 算 子 ; 对 于 fEL?*( 民 )(1 二 p 二 2), 存 在 惟一 的 L'(R )(2<g<< 十 co) 函 


数 , 记 为 [Fe( 记 ]E Le(R ) (+ ] -成 立 范 效 非 增 的 Titchmarsh 不 等 式 


|F? Cf) lee < Nf lew. 
因此 , 算 子 F2 是 (p,qg) 型 的 (不 等 式 也 包括 了 1 三 p 三 2 情形 ). 并 且 , 若 同时 届 于 L1(R) 
与 L2(R )(1<p<2), 即 fEL' (RI)NL:(R) (<pR2) 
fF 一 (FeF)(6)，aeeER. 


5.2 LIL?*(R)(I 委 pp 委 2) 上 的 Fourier 变换 


定理 5. 2. 12( 卷 积 公 式 ) 函数 fEL?(R )(1 二 p 二 2),gE€ELI1(R ) 的 卷 积 
f*g(zr) 一 | fa -ou 
满足 f*gEL?(R), 且 
Fr(f x*g)(8) = (F?f)(€) » (Fg)(), EER, 
简 记 为 
(Crxg) (Ce 一己 (9g (0), EER. 
定理 $. 2. 13( 导 数 的 FT) 函数 fEL?(R) 门 ACR1(R)(1 二 p 二 2) 且 导数 FELP(R )， 
rEZ+, 则 导数 的 Fourier 变换 公式 为 
(Fo)7(C6) = (is)rf 6， aeeER. 
定理 5.2. 14(FT 的 导数 ) 函数 fEL2(R)(I<p 委 2), 且 (izrELI(R)rEZ+, 则 Lz(R) 
上 Fourier 变换 的 六 阶 导数 ,作为 了 (及 ) 中 的 函数 ( 户 ) (6) ,几乎 处 处 存在 , 且 有 公式 
(FOTO) = (一 Dr aeeER. 


4. Fourier 变换 的 Parseval 公式 
定理 5.2.15 (1) 若 fgEL2(R)(I 一 bp 委 2), 则 成 立 Fourier 变换 的 Parseval 公式 
| fg (dt -| fread; 
及 及 
(2) 若 f,gEL?(R), 则 成 立 Plancherel 型 公式 
i 3 
| ro god 一 二 |,f (6) 5 (€)dé, 
若 用 了 (及 ) 的 内 积 表示 , 则 得 


ts 一 去 (Po). 
注 在 Fourier 变换 与 道 变换 的 定义 由 对 称 形 式 给 出 时 ,Plancherel 公式 为 (f,&) 二 
(f',g'). 


5. Fourier 变换 的 反 演 公式 
定理 5.2.16 (1) 车 fEL2(R )(1 一 pp 委 2), 则 成 立 Fourier 变换 的 反 演 公式 


ji re 一 工 | ”Peercede 
p+ 的 】 


一 0; 
2xJx-r 


LP?(R) 


(2) 车 fEL?(R)(1 二 p 过 2), 且 户 ELICR ), 则 成 立 Fourier 变换 的 反 演 公 式 
二 | Perede= f(x), aerER; 
2rJR 
(3) 若 fEL?(R) (1 二 p 壹 2), 且 gvg?EL!(R), 则 成 立 卷 积 的 Fourier 变换 的 反 演 


公式 
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CP gta = 二 | fig' (ede, rER. 
TIR 


把 Li(R ) 情 形 中 的 三 个 求 和 因子 一 般 化 ,有 望 由 fEL?(R )(1 二 p 二 2) 的 Fourier 变换 
斑 三 Fr*f EL"(R ) 求 得 了 自身 . 

定义 5.2.5 ( 求 和 因子 ) 函数 0(z) 称 为 求 和 因子 , 若 满足 

(1) b(z) 是 偶 函 数 ; 

(2) 0(z) EL'(R), 0'(€) EL (R); 


(3) | 0'c8de = 2x. 

进而 , 若 求 和 因子 6(z) 是 及 上 的 连续 函数 , 则 称 0(x) 为 连续 的 求 和 因子 . 
重要 的 求 和 因子 就 是 我 们 已 经 遇 到 的 三 种 : 

I—|esls |wlsls 

0， |z|>1; 

(2) Abel 因子 90(x)=e 1*l, zxER; 

(3) Gauss 因子 0(x)=e* xER. 


(1) Cesaro 因子 oo 一 


称 
1 i 
二 | Pberede，zeR 
为 Fourier 反 演 积分 ,而 称 
te = 去 (各 jmssds， rER 
为 Fourier 反 演 积分 的 0 和 . 


定理 5.2.17 若 fEL?(R )(1<p 扩 2). 则 对 于 求 和 因子 0(6) ,Fourier 反 演 积分 的 0 和 
whisth = 去 | )r ea 
满足 
dm UCfF, op) — fC) lm 一 0， 
并 且 
jj °,p) lw oivs als 5 全 人 
此 外 , 当 求 和 因子 90? 汪 0, 并且 0? 在 [0, 十 吕 ) 中 单调 递减 时 , 则 Fourier 反 演 积分 几乎 处 处 0 
收敛 于 f, 即 


lmU(fyzsp) = lim 1 UG 着 三 二 并 世 攻 下。 
Wi 2 


da 2rJR 


事实 上 ,上 述 定理 对 于 /EL?*(R ) (1 二 p 二 2) 都 成 立 . 


5.3 ”Schwartz 分 布 的 Fourier 变换 动 


利用 定理 5. 2.17, 可 以 证 明定 理 5. 2. 8 的 反 演 公式 对 于 L2*(R )(1p 志 2) 上 的 Fourier 
变换 成 立 . 


6. Fourier 变换 的 惟一 性 定理 


定理 5.2.18 设 f,g€EL?*(R)(1p2), 若 (6) 二 g'(&),a.e., 则 
f(x)= g(x), a.e.rER. 


5.3 Schwartz 分 布 的 Fourier 变换 


5.3.1 Schwartz 函数 的 Fourier 变换 


1. SCR") 上 的 Fourier 变换 

在 5.1 节 .5.2 节 中 ,我 们 定义 了 fEL2(CR")( 委 pp 委 2) 的 Fourier 变换 ,并 研究 了 它们 
的 性 质 . 对 于 Schwartz 函数 的 Fourier 变换 、 分 布 的 Fourier 变换 ,将 在 本 节 中 讨论 . 

首先 讨论 Schwartz 函数 PE S(R") 的 Fourier 变换 . 由 于 S(R")CL!i(R"), 故 可 以 在 
L'(R") 中 函数 的 Fourier 变换 的 基础 上 ,给 出 S(R") 中 函数 的 Fourier 变换 ,并 且 这 里 需要 
在 R" 上 进行 讨论 ,因为 S(R") 中 的 函数 是 定义 在 R" 上 的 . 

本 节 所 要 讨论 的 许多 性 质 不 一 一 给 出 证 明 , 只 是 写成 定理 形式 ,或 证 明 其 中 的 一 部 分 . 
有 兴趣 或 有 需要 的 读者 可 以 自己 证 明 ,或 者 从 参考 书 中 找到 答案 . 

定义 5.3.1 函数 pES(R") 的 Fourier 变换 定义 为 

7 = | coeeedr， Se Rn"， 


其 中 工 : 6 >) zi6) 是 工 一 (iron)ERI 与 6 二 (人 61, 色 ,…,6)ER" 的 内 积 ; (比较 定 


j=1 


汪 扩 吕 1) 
函数 VES(R") 的 Fourier 逆 变 换 定义 为 


(z= re ede, ZER"， 


其 中 工 。 一 2 2Tj6i 是 TT 二 (XTiyX2 9 Tn)ER" 与 6 二 (外 ,名 ,…,6)ER?" 的 内 积 。( 比 较 定 
j=1 


LE | 


2. S(R") 上 的 Fourier 变换 的 性 质 
在 R” 情形 使 用 以 下 记号 . 
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对 于 a 二 (qi ya sa) EN', 记 a!l 一 al ol eal; 记 3; 二 095 


Be 


用 这 


对 于 z= (zi xan, x) ER",B= (BB ,B)EN', 记 |z|= /Dz 与 x?= 
| 


,D 与 D) 一 了 0,0 一 1,2,… oD); 记 


De = Dn.…D” = (3) ee 0 


些 记 号 会 带 来 许多 方便 . 

1) 基本 运算 性 质 

定理 5.3.1 函数 pES(R") 的 Fourier 变换 的 基本 运算 性 质 如 下 : 
(1) (mp(°))? (6) =e "tp (€), EER", hER"; 
(2) mp?(6) 一 [ep(*)] (8), EER", hER"; 
(3) [p(os)]:( 约 一 |o| -po 16)，6ER"， po 天 0; 
(4) H (os) 一 |po| 一 [p(o-。)]: 6，eER"， po 天 0; 
(5) (8(°))' (= 2)"p'(€), EER"; 

(6) (Gg'(°))~ (=(2n)"p'(€), EER"; 

(7) (BC°))° (8)=(2n)" 9 (8), EER"; 

(8) G' (=(2n)" (gp)'(O), EER"; 

(9) (Dep(°))' (6) =é9' (8), EER", pEN"; 

(10) Diep’ (=((—°)p(°))(€), EER’, pEN”’ 
(11) (px y0°)) =p (Op (8), EER"; 

(12) (9° *¥ J )()=(2m)" 9°)y(°)) 6) ，SE R". 


证 性 质 (1) 一 (4) 可 直接 由 定义 得 到 (与 定理 5. 2. 1 比较 ). 


Ci 
-m= 


(平移 的 FT) 
(FT 的 平移 ) 
(伸缩 的 FT) 
(FT 的 伸缩) 
(反射 的 FT) 
(FT 的 反射 ) 
( 共 罗 的 FT) 
(FT 的 共 罗 ) 
(导数 的 FT) 
(FT 的 导数 ) 
( 卷 积 的 FT) 
(FT 的 卷 积 ) 


对 于 (5) ,由 S (R")CLI(CR"), 且 pES(R") 一 PES (R") , 故 Fourier 变换 (57) 存 在 ， 


(85("))7 (6) 一 | sc 一 x)e™dr 一 | pe 


> a 1 | ito€ je — np? 
(27) Cony wp te di 一 (2r)"Pp (6) 


得 到 . 
注意 到 ,在 定理 5. 2. 1 中 ,反射 的 FT 公式 为 [7 一 *")] (和) 二 "(8) (EER ), 是 由 


[f= (Ff)) 8) 一 | 三 ( 一 z)eeedz 一 人 f Dertd 


和 TS Pi 
1 fe™d=f (8) 
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得 到 .只 是 反射 的 FT 的 不 同 表示 而 已 . 
性 质 (6) 一 (12) 只 对 R 的 情形 证 明 ,一 般 R" 情形 类 似 可 证 . 
对 于 (6) ,由 


(g'(°))~ (A)= (|ewewar) 一 | ewe 


= (2x)! | eede = (2x)9'(8) 


得 到 . 
对 于 (7) ,由 


(万 (。)) 7 (6) 一 | gemar = | pz)eredz = 


于 


< 1 
四 


| G(x) eredz = (2x) gE&) 
得 到 . 
对 于 (8) ,由 


好 (6 = 上 p(x)e "dz = | .Bede = a 


(2 


7 zcoersdz = (2r) (万 ) (6) 
得 到 . 
对 于 (9), 由 9 (8§) 一 | gerd 给 出 
#9 (€)= | gp eds 一 | wet De de (分 部 积分 ) 


- pt | = . (10— DJspta) hee:= | {De) p(x) }e dz, 
此 即 (9) 的 结论 . 
对 于 (10) ,由 pE S(R ) 所 满足 的 条 件 ,对 g'(&) 一 | gDewdz 可 以 积分 号 下 求 导数 ， 
得 
Dep’'(é) = 上 (一 Z)2p(z)eedz; 


此 即 (10) 的 结论 . 
由 (9)、(10) 还 可 立即 推出 gE S(R ) 列 含 mES(R ). 事 实 上 ,由 PES(R ) , 知 积分 


| sp7(C5) | 一 | {Dg} edz |< ie |(D8)p(Cz) | dz 


| 学 Dip? (6) | 一 | D2)p Id | 
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< 外 (ee ep Jd | 


csup 站 二 |z|2) 宝 De[( 一 z)sp(Cz)] 


都 是 有 界 的 ,因此 PES(R ). 于 是 ,pES (R") 全 PES (RD) 之 (1) 一 p 一 (PP 
对 于 (11) ,由 Fubini 定理 ,得 到 


(px*y(°)) (6) 一 | (gx) (rz)e dr 一 | | ee — yy ye dydr 


3 | par 。 | .eyowdy = 9g (OO. 
同时 不 难得 出 (px y(°)) (和 9 二 2xg' (人 9 (8). 由 此 还 说 明 
YES(R)> 9 ES(R) (gx ES(R)> pryE S(R). 
对 于 (12) ,由 Fourier 变换 的 惟一 性 定理 与 (11) ,对 (12) 式 左边 作 Fourier 逆 变 换 ,得 
[Cp *p 6)] x) = 2r(g) (x) (f(x) 一 2rp(z)VCz)3 
对 (12) 式 右边 作 Fourier 逆 变 换 , 得 
{[L(2x)(CP(。)。%。)]())(z) 一 (2r)LPp(Cz)。WCz)] = 2r9 x) yz). 
因此 (12) 成 立 .定理 得 证 . 
2) Fourier 变换 的 分 析 性 质 
定理 5.3.2 函数 PES(R") 的 Fourier 变换 Fg 三 gr? 具有 下 述 性 质 : 
(1) SCR") 中 的 Riemann-Lebesgue 引 理 : dim .9 (9 一 0， V9ES(R"); 
(2) Fp 一 9g? 是 S(R") 到 S(R") 上 的 连续 线性 算 子 ; 
(3) F:S(R") 一 S(R") 有 连续 逆 算 子 F :SC(R") 一 SCR") ,并 且 对 Fourier 变换 下 : pg 一 
9' 的 逆 变 换 玉 1;g' 一 g, 在 S(R") 上 成 立 Fourier 变换 的 反 演 公式 


PCz) = | 9 (betrdé; 


(2x)” 
此 即 (g?(o))?(z) 二 q(x) 二 (g?(o))?(Xx); 从 而 下 :SCR") 一 S(R") 是 S(R") 到 SCR") 的 拓扑 同 
构 ; 

(4) S(R") 上 的 Parseval 公式 : 


| ecow codz 一 | ey (rw 一 《好 号 ] 
Plancherel 型 公式 : 


| ecozcodz= re ee 9 (8) 好 (6)d6. (tr 到 = re BF(? 


证 只 对 RR 情形 证 明 . 对 于 (1), 可 由 L!'(R ) 的 Riemann-Legesgue 引 理 得 到 . (2) 是 显 
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然 的 . 为 证 (3) ,利用 Gauss 函数 g(z) 一 e 的 Fourier 变换 
8 (6) 一 | = i = i et = J 


( 已 知 的 欧 拉 积 分 | dy 一 /于 得 到 ] ,出 


| gg ede= | sseds| ge wdy 
一 | | eg (Op) ddy = | ec 一 Z)p(y)dy 
一 | gee 十 y)dy， 


用 g(es)(e>0) 代 替 上 式 中 的 g(6) , 则 EC) 换 为 ee( 立 )， 再 令 之 一 y4, 则 上 式 化 为 


E 
| ea ed = .ea (pe 十 y)dy = | ee )p(Zz 十 eyi)dy; 
令 e 一 0, 得 到 
ao)| 好 (6)erede = = g' (yi) dyi. 


但 是 ,g(0) = 1 | dy 加 v 于 | 一 ay, 二 2x, 代 入 上 式 , 得 到 


g(r) = 1 (Ee dé. 


F 一 的 连续 性 由 此 反 演 公式 得 到 . 
最 后 ,(4) 的 Parseval 公式 由 Fubini 定理 得 到 . Plancherel 型 公式 的 证 明 较 为 复杂 ,我们 
省 略 . 读者 可 参看 [4]. 


5.3.2 Schwartz 分 布 的 Fourier 变 


1. S*(R”") 上 的 Fourier 变换 
定义 5.3.2 分 布 TES*(R") 的 Fourier 变换 T? 定义 为 一 个 分 布 , 它 满足 
‘T’,g) = (T,p), VoE€ S(R"); 
或 等 价 地 ,有 
ei tT Mp SCORE, 
分 布 TES*(R") 的 Fourier 逆 变换 1T 定义 为 一 个 分 布 ,满足 
‘T’,g)=(T,p), VoyE€ SC(R"); 
或 等 价 地 ,有 
(人 7) 一 (T,p)， Vo € SC(R"). 


加 
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2. S*(R") 上 的 Fourier 变换 的 性 质 


1) 基本 运算 性 质 
Schwartz 分 布 的 Fourier 变换 的 运算 性 质 : 


定理 5.3.3 分 布 TES*(R") 的 Fourier 变换 的 基本 运算 性 质 如 下 : 
(1) (mT)’=e "tT?, hER", EER"; 

(2) mmT? 一 (ea T)’, hER"; 

(3) (T= (20)"°T?; 

(4) (T')~ =(2n)"T’; 

(5) (DrT)’=&T’, EER", pEN’"; 

(6) (—D)T'=(°*T)’, pEN". 


(平移 的 FT) 
(FT 的 平移 ) 
(反射 的 FT) 
(FT 的 反射 ) 
(导数 的 FT) 
(FT 的 导数 ) 


证 为 证 (1), 任 取 gESC(R"), 故 YhER”,(1) 左 边 (tT)? 对 pg€ES(R") 的 作用 为 


(nT) ,gp) = (nT,9) = (T,rpg'); 
式 (1) 右 边 e“*“T? 对 gE S(R") 的 作用 为 
dm a = We = We = Ts 
故 左右 相等 ,于 是 得 到 (tT)? 二 e*T? ,(h ,EE R"). 式 (1) 得 证 . 


为 证 (2) , 任 取 PES(R") ,于 是 ,YAER",(2) 左 边 mT? 对 gES(R") 的 作用 为 


(nT,p)= (TT? ,rig) = (T, (rpg)’) = (T,ertp’) = (eT ,g') = ((e* 
故 忒 T? 二 (e*"“T)?,(hER"), 式 (2) 得 证 . 


为 证 (3) , 任 取 PE SCR") ,于 是 ,(3) 左 边 (T)? 对 gE S(R") 的 作用 为 
Ty, pg = (Tg = 人, 下) 一休 ,amp = (x) TY) 


“7T)' ,9), 


式 (3) 右 边 (2x)"T? 对 pES(R") 的 作用 为 ((2x)"T?,g) 二 ((2x)"T,g?), 故 得 到 (T)? = 


9ES(R") 的 


(2r)"T? , 式 (3) 得 证 . 
为 证 (4) ,由 
((T)~ ,9) = (T’,8) = (T,(8)’) = (T, (22)"9') = ((2x)°T’ ,9), 
即 得 (4). 
为 证 (5) , 任 取 PES(CR") ,于 是 ,对 于 任 取 的 如 一 xcEI",(5) 左 边 (DT) 对 
作用 为 


DT) ,p= (DT 7) = (DT,Dp) = (— DIT,—1)1°l( 
= — 1 4Ty— DYp') = 4T;(— DYep') = (Ty (ap) Ys 


D)“p7) 


式 (5) 右 边 名 T? 对 gE S(R") 的 作用 为 (&T? ,9) 二 (T? ,8&9) 二 (T,(o*g)') ,于 是 


CT = EER 
即 得 (5). 
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为 证 (6) , 取 PES(CR") ,对 于 任 取 的 p 二 a€ N", 则 由 定理 5. 3. 1(8) ,得 
(T= (eT p= TY = (TDpY 
= (T’,D’yg) = ((—D)°T’ ,9), 
故 ( 一 D)*T? 二 (eT)? ,(6) 得 证 . 
2) 分 析 性 质 
Schwartz 分 布 Fourier 变换 的 分 析 性 质 可 归纳 为 如 下 定理 . 


定理 5.3.4 分 布 TES*(R") 的 Fourier 变换 T? 具有 下 述 性 质 : 
(1) F:T>T' 是 S*(R") 到 S*(R") 上 的 连续 线性 算 子 (在 S*(R") 的 强 、 弱 * 拓扑 下 ); 
(2) F:S*(R") 一 S*(R") 有 连续 逆 算 子 F!1:S*(R") 一 S*(R"), 并 且 对 于 下 :gg' 的 逆 
变换 FF !;g' 一 g, 在 S*(R") 上 ,有 
P= T=T 
由 此 得 到 ,FF:S"(R") 一 S"(R") 是 S*(R") 到 S"(R") 的 拓扑 同 构 . 


证 对 于 (1),F:S*(R") 一 S*(R") 的 线性 由 定义 得 到 . 

对 于 下 :S*(R") 一 S*(R") 的 连续 性 ,由 于 下 :S(R") 一 S(R") 是 空间 S(R") 到 空间 S(R") 
的 连续 线性 算 子 (定理 5. 3. 2) , 故 其 共 生 空 间 S"(R") 到 自身 S"(R") 的 算 子 F:S*(R”") 一 
S"(R") 在 SCR" ) 的 强 拓扑 和 弱 " 拓扑 意义 下 也 是 连续 的 . 

对 于 (2) ,只 需 证 明 F : :S"(R")~S"(R") 是 连续 线性 映射 即 可 . 事实 上 ,VTES"(R")， 
由 定理 5. 3. 2 知 下 :S(R") 习 S(R") 是 拓扑 同 构 ,《T,g) (gES(R")) 也 应 由 yg? 决定 ,而 且 是 
空间 {fw :pES(CR")} 上 的 连续 线性 泛 函 g. 但 是 , {9':pES(R")} 一 S(R"), 故 g 就 是 
S(R") 上 的 连续 线性 泛 函 , 且 (T,y) 二 (g,g'). 于 是 ,由 定义 立 得 三 = 一 g, 这 就 证 明了 F-! 有 
意义 , 且 成 立 (T,q) 二 (F™!1T,g'). 由 此 也 得 到 (T')?==T 与 (T?)?=T. 

F771 的 线性 显然 ; 连续 性 也 可 由 (FT,y?) 二 (TT,g) 立 即 得 到 ， 从 而 得 到 Schwartz 分 
布 的 Fourier 变换 


下 :S"(R") — SC(R") 
是 S*(R") 到 S*(R") 的 拓扑 同 构 . 
定理 5.3.5 对 于 分 布 TES*(R") 与 函数 gE€ES(R"), 有 


=y—_l ye 
(1) 《T8 00" »8')3 


《Te 


证 ”对 于 (1) ,为 证 (T,g)== 《82), 取 gESCR") ,将 其 共 生 5 改写 为 


二 
(27)" 


5 BT- [else FO] = 
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(TE = {T= TD (7% LL (eqs) 
(2r)”J Rn" 


= (mL | ede) = (Tn) 
(T's ws (Oe dé Ca Tun 


对 于 (2) ,为 证 (T,g)= 二 4T?,g'), 由 〈《T?,g’')= 二 (T,(g')?) 二 (T,g) 便 得 . 
5.3.3 具 紧 致 支 集 的 Schwartz 分 布 


1. E*(R") 分 布 与 5'(R") 分 布 的 例子 
例 5.3.1 L?*(R")CS*(R")(1<p<+o0) 
在 例 5. 1. 3 中 已 经 给 出 Li1(R")CS*(R"), 本 例 是 VfEL?(R") (1 二 p 过 十 o), 令 
(f,9) = | pdr, Vo € SCR")， 
此 式 定 义 了 S (R") 上 的 一 个 线性 泛 函 ,由 H6lder 不 等 式 
|‘f,9)|= Jf ed |< Nf li lgllim,, VoE SC(R") CL RR") 
得 到 它 的 连续 性 . 因此 得 到 L*(R")CS*(R"),1<p<+o%. 
下 面 只 要 证 明 PES(CR") 一 gE€EL?(R")(1<g< 二 oo0). 
工 2 
lg lee, = (| |p(Cz) dz] < Se 十 |z| 2 要 |P(Cz) | 十 1a ar| 
一 CSsup(l 十 |z|2) 委 |p(z)| 委 ce en 
ws 
故 得 pgES(R") 二 gEL'(R"), 并 且 VgEL'(R")CS"(R") 对 于 gES(R") 的 作用 满足 
[gp)|<a sup(+ |z| ) 守 | gC)|. 
a 
这 样 ,VfEL?(R") (1 三 p 二 十) 是 一 个 正则 Schwartz 分 布 . 此 分 布 显然 未 必 有 紧 致 
支 集 . 
例 5.3.2 任 一 个 常 系数 多 项 式 都 在 S*(R") 中 . 
只 需 考虑 单项 式 xz”(m 为 确定 的 自然 数 ), 则 
(xz”",9) = Jz"p nde, Vo € S(R"), 
由 于 lim zx -ppt = VsEN", 故 积分 存在 , 且 是 线性 、 连 续 的 . 但 此 分 布 显然 不 具有 
紧 致 支 集 . 
例 5.3.3 狄 拉 克 (Dirac) 分 布 SEE*(R")CS*(R"). 
显然 , 狄 拉克 分 布 6 是 具有 紧 致 支 集 的 Schwartz 分 布 
(6,9) = 9(0), Vo € S(R"), 
且 supp6= {0}. 


5.3 Schwartz 分 布 的 Fourier 变换 


狄 拉克 分 布 6 的 平移 5,6 为 

Cr 0,9) = (0sr09) = (0,9C 410)) = pt+t0) | = pt), VpE SR'), 
因此 ,rc 6ES*(R"). 由 suppr6 二 {to), 知 6EE* (R") 是 具有 紧 致 支 集 的 奇异 分 布 . 

例 5.3.4 狄 拉 克 分 布 $ 的 Fourier 变换 . 

求 狄 拉克 分 布 $ 的 Fourier 变换 ,由 


(0 = 0 = | eedr = (1,9), Vo Ee SR'), 


于 是 ,全 ==1.6' ELI.(R") 是 一 个 正则 分 布 ,但 不 具有 紧 致 支 集 . 

例 5.3.5 支撑 在 to 的 狄 拉克 分 布 6, 的 Fourier 变换 . 

支撑 在 i 的 狄 拉克 分 布 9, 定义 为 mm6( 例 5.3.3) 

《09) = (m6,9) 一 (0r 9g) = (6,9(€+t)) = p(to), VpESCR"). 
于 是 ,由 定理 5. 3.3(2), 有 
(6 Ys (rw6) 三 首届 时 二 区 EE RR 

因此 ,6, EE* (R") 的 Fourier 变换 为 各 ES” (R"). 显然 ,24 是 不 具有 紧 致 支 集 的 正则 
分 布 . 

例 5.3.6 1 的 Fourier 变换 . 

由 定义 知 


(1',9)= (1,9') = [GXE EE | wavede 

(27)” 

一 (2r)"p(0) = (27)"(6,9), V9 E€ S(R"), 

从 而 得 到 1? = 二 (2x)"EE*(R"), 它 是 一 个 具有 紧 致 支 集 的 奇异 分 布 . 
在 一 维 情形 ,1 二 2"6. 


(2r)” 


| ee。 dé = (27)"(g9')’(0) 


2. 具 紧 致 支 集 的 E*(R") 分 布 与 3"(R”) 分 布 的 构造 

分 布 支 集 的 定义 ,已 在 定义 5.1.4 给 出 .对 于 与 Schwartz 空间 S(R”") 相 关 的 函数 空间 
D(R") 二 CE (R"),C™(R") 三 E(R") 有 包含 关系 CE (R")CS(R")CC™(R"), 对 应 的 分 布 空 
间 的 包含 关系 为 

D*(R") 二 S*(R") D E*(R’). 

定理 5.3.6(E*(R") 中 分 布 的 构造 定理 ) ”对 于 分 布 TEE*(R"), 有 

(1) E*(R") 二 {SED*(R"):suppS 是 紧 致 集 }; 

(2) SEE*(R") © S= > 9f,fECER), PEN',|p|=pi+p:+… 二 pas 且 


lsl<r 


suppfC(suppS),, 这 里 (suppS), 是 suppS 的 s 邻 域 ,rEN ; 
(3) 车 suppS 二 {0}, 则 S 二 》) cp6W; 亦 即 支 集 为 1{0} 的 分 布 S 必 可 表示 为 狄 拉克 分 


|p|<k 
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布 6EE*(R") 及 其 导数 6'?(pEN") 的 有 限 线 性 组 合 ,KEN ,c, ER. 


定理 5.3.7(S*(R") 中 分 布 的 构造 定理 ) ”对 于 分 布 TES*(R"), 有 
TES’(R) SOT=8[0+|z| f(a)], fECR) NBR), pENEEN, 
其 中 B(R") 为 R* 上 的 有 界 函 数 类 . 


以 上 两 个 定理 的 证 明 参 看 [5]. 
5.3.4 ”Schwartz 分 布 的 卷 积 与 Fourier 变换 


1. 经 典 结果 


定义 5.3.3( 麻 光 核 与 麻 光 算 子 ) 设 aE CE (R'),a>0, | .a(x)dz 二 1, 且 其 支 集 等 于 
半径 为 1、 球 心 在 原点 0 的 单位 闭 球 suppa 二 B1(0). 令 
“cz = ealE), E>0, 
€ 

称 we(z) 为 一 个 磨 光 核 . 显然 , 磨 光 核 有 如 下 性 质 : 

太志 CE CR 的 宇 久 acde 3 

有 

suppae = B.(0)， lim{suppae(7x)} = {0}. 

取 e 一 十 G 一 1,2，)， 称 函 数 序列 


w(z) = jraljr), j= 1,2,° 
为 正则 化 序列 ,并 称 卷 积 


Je (zx) = fx*a(z) = | room 一 ou 
为 函数 f(x) 的 磨 光 算 子 . 磨 光 算 子 又 称 为 Fredrish 软化 子 . 


定理 5.3.8( 磨 光 算 子 的 性 质 ) ”对 于 J.f(zx) 二 fx*a(zx), 有 
(1) 若 fELwe(R"), 则 fxa€EC”(R"); 


(2) 若 ELwe(R"), 且 suppf 一 KCR" 为 紧 致 集 , 则 suppf x* ws 一 天. 一 Us. 
(3) 车 ECCR"), 则 limf x ae(z) 二 f(x) 在 任 一 紧 致 集 LCR" 上 一 致 成 立 ; 
需 
(4) 车 FEL2(CR") ,1<p< 十 co, 则 limfxw 一 广 , 亦 即 
lim |f xa — fl = 0; 


(5) 车 ECE(R"), 则 fxas ”>f(e->0), 亦 即 ,在 每 个 有 界 集 BCCE (R") 上 
limf*&=f 
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一 致 成 立 . 

从 定理 可 看 出 “ 磨 光 ” 算 子 的 意义 .也 看 出 卷 积 在 函数 研究 中 的 作用 . 

例 5.3.7 定理 5.3. 8(4) 中 极限 lim | 7xw 一 三 | 一 0 与 (5) 中 极限 limf x* o 一 三 的 

定理 5. 3. 8(4) 中 极限 表示 在 L2(R")(I 委 如 < 十 cc) 中 的 平均 极限 ,F* ws 相当 于 一 个 算 
子 , 当 >0 时 ,此 算 子 的 极限 是 一 个 单位 算 子 IT, 即 If==f. (5) 中 的 极限 表示 f * a 相当 于 
一 个 算 子 , 当 es->0 时 ,在 每 个 有 界 集 BCCE (R") 上 ,fx a 以 了 为 极限 ,而 算 子 fx us 的 极 
限 是 一 个 单位 算 子 I. 因此 , 卷 积 算 子 的 极限 相当 于 一 个 单位 算 子 . 

也 要 提醒 的 是 ,所 考虑 的 卷 积 J.f (xz) 二 fx a.(x), 其 中 的 函数 a.(z) 具 有 紧 致 支 集 
suppa. = B. (0). 

例 5.3.8 设 一 个 线性 系统 的 脉冲 响应 为 h(z) ,进入 系统 的 输入 信号 为 1(2) ,试问 输出 
信号 是 什么 ? 

如 图 5. 3. 1 所 示 , 由 物理 知识 可 知 ,输入 信号 f(z) 在 进入 系统 时 
有 时 潜 :一 r, 因 此 经 过 系统 时 ,经 脉冲 响应 温 频 ,得 到 的 输出 信号 为 。 /0 一 个 上 


SD = xh = ja— 动 jE 1 
因此 卷 积 在 信号 分 析 中 起 重要 作用 . 
2. 分 布 的 卷 积 


对 于 函数 f,g€D(R )CD*(R ) 的 卷 积 , 亦 即 对 于 具有 紧 致 支 集 的 两 个 函数 f,g, 它 们 
的 卷 积 


fx*g(z) = | ye —D)g(t)dt 一 | /we — wdy = (f(y),g(z— y)) 
可 视 为 卷 积 算 子 f* g 对 gED(R ) 的 作用 (fx*g.9), 亦 即 


(f*g,9)= (J twee— Dap) = | eeo[(| rose -odj 
= jefe + wg)dy a 


一 J (set ye) 
= (f(z),(g(y) ,g(r y))), 
于 是 ,启发 我 们 定义 分 布 的 卷 积 为 一 个 分 布 ,满足 (fx*g,g) 二 (f(z),(g(y) ,g(r 二 +y))). 
定义 5.3.4( 分 布 的 卷 积 ) 分 为 两 种 情形 加 以 定义 . 
(1) 分 布 TED*(CR") 与 函数 /ED(R") 的 卷 积 
对 于 TED"(R"),fED(R”"), 定 义 卷 积 Tx 三 为 一 个 分 布 ,满足 
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‘Txf,9) = (Ts, f(y) ,9(z+y))), Vo ED(R"). 
也 记 为 《Tx fg) 二 (Ts,(f,,9:+y)) ,VpED(R"). 
注 这样 的 定义 有 意义 ,因为 /ED(R"),V pgED(R"), 有 


yz) 三 (f(y) ,plz 二 +y)) = | fo¢ + wdy EC 
并 且 可 化 为 


yr) | Wor— ydy | .Fog — wdy = Fw， 全 :对 地 


其 中 f(x)= 了 ( 一 Z). 又 suppy Csupp 让 十 suppp 是 一 个 紧 致 集 , 故 yED(R")( 因 7 天 E 
D(R")). 
Tx*f 是 D(R") 上 的 连续 线性 泛 函 ,因为 , (Tx f,g)= 二 (T,, (f(y),qg(z 十 y))) 是 线性 


D(R") R 
的 ; 并 且 当 gj; ED(R") ,gj 一 一 >0 时 ,有 (f(y) ,g(x 十 y)) 一 >0, 从 而 有 


ce 
这 说 明定 义 (T* f,g) 二 (T,,《f,,p(z 十 y))),YV pgED(R"), 有 意义 . 
(2) 分 布 TED"*(R") 与 分 布 SEE*(R") 的 卷 积 
设 TED"(R"),SEE*(R"), 即 suppS 为 紧 致 集 , 则 卷 积 Tx S 定义 为 一 个 分 布 ,满足 
‘(TxS,g) = (T,®S,,p(r+y)), Vo €E DCR") 
其 中 (T,@S,yyulz,y))=(T,,(Syyu(z,y)))=(S,, (Ts u(r,y))), VuED(R"XR"), 且 
(TQS,yQ@ 从 =(T,p)(S, 办 是 了 与 S 的 张 量 积 . 


这 里 只 定义 两 个 分 布 中 有 一 个 为 紧 致 支 集 的 卷 积 ,两 个 分 布 都 不 具有 紧 致 支 集 的 情形 


已 超出 本 课程 的 范围. 
定理 5.3.9 (1) 当 TED'*(R") 时 , 若 fED(R"), 则 卷 积 Tx f(x) 是 一 个 函数 
TH) = (Ts f(z— ys 2E R's (5. 3.2) 
并 且 满 足 


DTxfEC™”R"); 
@ supp(Tx fCsuppT+suppf:; 
(2) 当 TED"*(R”") 时 , 若 SEE*(R"), 则 卷 积 TxS 成 为 一 个 分 布 
(TxS,g) = (T,.,(S,,p(ziy))), Vo € D(R"), 个, 各 的 
并 且 满 足 
D TSEDURN 
©@ supp (Tx S)CsuppT 二 suppS; 
(3) 当 TES*(R") 时 , 若 gES(R"), 则 卷 积 xg 成 为 一 个 函数 
Tx*p(zr) 一 (Tv,p(Czr 一 y))， 工 ER"， (5. 3.4) 
并 且 满 足 
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TxgpEOWN(R"), 其 中 OWN(R")CS*(R") 是 函数 空间 
OU(R") 一 {fEC”(R?):Va, Jc>0,IN,,s.t. [Df (2) | Se + |z| DN }; 

©@ (Txp)'=T'g’,H supp(T* 9)CsuppT+suppy; 

(4) 当 TES*(R") 时 ,车 SEE*(R"), 则 满足 

@D 5S'(€)=(S, ,eI),EER"; TxSES (RD)5 

©@ (TxS)’=T’S’, 有 supp(T* S)CsuppT 十 suppS. 

证 我 们 只 证 明 (1)、(4) ,其 余 情形 可 参看 [5]. 

对 于 (1) VTED"*(R"),fED(R"), 由 定义 5.3.4(1), 有 

(Txf,9) = (Te, (f(y) ,9(z+y))), Vo ED(R'); 
在 该 定义 后 面 的 注 中 已 经 阐明 它 有 意义 . 由 于 fED(R"),pED(R"), 所 以 
《f(y),p(z+y)) = | reooee 十 y)dy 一 | re 一 并 )P(Ct)dt; 

故 


(Tx 8) 一 (TCFCy),p(z 十 y))) 一 ( 袜 fap) 


= (| Tree 一 aD)p0Dd) = (Ts fl — 2)) 90)), 


这 里 使 用 了 “分 布 的 作用 与 积分 号 交换 次 序 ”, 其 合理 性 是 因为 : 可 以 将 积分 化 为 求 和 的 极 
限 , 然 后 利用 紧 致 集 上 收敛 的 一 致 性 而 交换 两 种 运算 的 次 序 . 这 样 ,在 上 式 中 ,将 xz 记 为 y， 
将 t 记 为 x, 得 到 Tx f(z)==《T,,f(z 一 y))(xER"). 此 即 (5. 3.2) 式 . 
为 证 Tx fEC”(R"), 对 于 任意 指标 a,BEN", 知 
f ED(R’) > 998f (zx—y) € DOR"). 
于 是 ,例如 当 n=1 时 ,对 于 TED"(R ), 任 给 hER ,h 一 0, 由 


和 ELT* fC)]= im 二 IT* f(z+h) —T* f(z)] 


lim 方 {《T,,fCz 二 h 2)) 一 (T,,f(z 一 y))} (在 D*(R) 中) 


lim(T,, LE—7+ /se—») 人 


ji 


对 于 EN" ,可 类 似 求 得 D*[Tx f(z)]. 从 而 Tx fEC”(R"), 此 即 (1) 中 的 @. 

为 证 (1) 中 的 回 , 若 z 儿 suppT 十 suppf; 则 当 yE€suppf 时 ,zx 一 ysuppf (否则 ， 
XE {fy} 十 suppfCsuppT 十 supp 用 , 亦 即 ,x 久 suppT 十 suppf 等 价 于 suppT 站 suppf (x 一，)== 
多 .从 而 ,Tx 了 f 在 z 附 近 为 0. 这 蕴含 z 儿 supp(Tx 有 ,这 就 证 明了 supp(Tx ff)CsuppT 十 
suppf; 即 中 ) 中 的 @. 

对 于 (4) 中 的 @ ,为 证 第 一 个 式 子 ,由 SEE*(R"), 取 VgpES(R") ,根据 定义 ,有 
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oo= (= = 
= Ws 
从 而 ,S:(6) 一 (S-,e ?得 证 . 
对 于 @ 的 第 二 个 式 子 , 当 TES"(R"),SEE"(R") 时 , 因 S*(R")CD*CR"), 故 由 定 
义 5.3.4(2),《Tx*xS,g) 二 (T,,(S,,gz+y)). 再 由 SEE*(R") 的 构造 定理 5. 3.6(2), 有 
SE ER SS=. 2 Wi, FEOR), 


Isl<r 


了 是 具有 紧 致 支 集 的 次 连续 可 导 函 数 , 且 满足 suppfC(suppS)。. 令 S, 二 g(y) 二 2?f(y), 则 
yz)=(S,,9(r+y)) = (gy) ,9(rt+y)) = (—1) 01 fasp(r + yay. 
利用 积分 号 下 求 极限 与 一 个 称 为 Peetre 的 不 等 式 器 ,得 到 
|a+t zl54awy(a|s c/war [ylDE||Q+|z+y| tarp(zrt y) |dy 
<Csupllt | 二 |?) 生 gpsp(Cz) | ， 


由 此 推出 ,pES(R") 蕴 含 J(z)ES(R"), 故 gE€S(R") 确 定 y(x) 三 (g(y),g(z 十 y))€ 
S(R") 仍 为 一 个 S*(R") 分 布 ,从 而 ,y(x) 三 (S, ,q(x 十 y))ES(R") 给 出 ; 当 TES*(R") 时 ， 
《(T,,(S, ,p(x 十 y)))=(T, x S, ,p(x 十 y)) 有 意义 , 且 Tx SES*(R"). 
为 证 (4) 中 的 加 , 先 计算 (Tx S)'. 取 gED(R")CS(R"), 则 由 TxSES*(R")C 
D"*(R") 与 (5. 3.3) 式 ,有 
‘(TxS)’,g) = (Tx*S,g) = (T,,(S,,9 (z+ y))). 个. 休 大 
为 计算 (S, ,wz 十 y)》, 由 (4) 的 〇 ， 


外 Et[(St)(€) .9(€)] dt= 上 《Sere)p(E)e ”dt = | (Sy se ty) pg(€) dE 


= (S,,] pO de) 一 (SU (x+y)) 


给 出 
(S,s9 (z+y)) 一 (S 。 9)’ = (Sg)’, 
代入 (5. 3.5) 式 ,得 
(TxS)',9)= (TxS,9) = (T,,(S,,9 (z+ y))) 
= (T,(S'9)’) = (T’,S’y) = (T'S’ ,9), 
这 就 是 分 布 卷 积 的 Fourier 变换 公式 . 
支 集 的 包含 关系 与 (1) 的 证 明 类 似 . 
注 定理 5.3.9 的 结论 (4) 中 ,用 到 了 两 个 分 布 的 Fourier 变换 的 乘积 . 类 似 于 5.1. 2 节 
定义 函数 与 分 布 的 乘积 ,我 们 定义 : 分 布 ,SE S*(R") 的 乘积 了 T。S=TS 为 满足 
人 T.S,p)=(T,S.p)，VpESCR) 
的 分 布 ,车 上 式 右边 的 线性 泛 函 有 意义 . (见习 题 25) 
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3. 分 布 卷 积 的 性 质 
定理 5.3.10 对 于 TED*(R"),f,g€ED(R"),pEN",0EE"(R"), 则 


(1) (Tx f)xg=Tx(f*g); (Tx0)xg=Tx(0xg); (结合 律 ) 
(2) Tx* f=f*T; (交换 律 ) 
(3) Tx* 0 一 9x T=T; (单位 元 ) 
(4) T= (rm0) *T; (分 布 的 平移 ) 
(5) mm(Tx 万 一 (nmT)x f=Tx(rf); ( 卷 积 的 平移 ) 
(6) De(CTx f)=D?T x f=Tx D?f. ( 卷 积 的 导数 ) 


证 对 于 (1) ,由 卷 积 的 定义 ,有 
(Tx jp) 一 (Te (Hporly))，VPpE DOR")， 
任 取 PED(CR") , 则 由 (1) 式 左边 出 发 ,得 
名 
(ds = Hd 
= (Tx (fx*g),9); 
(Tx6)*g 二 Tx (6x*g) 可 类 似 得 到 . 从 而 (1) 得 证 . 
为 证 (2) ,分 为 两 步 . 
第 一 步 , 设 TI,T,. ED"(R"), 若 Ti*g=Ts*g,VpED(R"), 则 T==Ts. 
事实 上 ,YepED(CR") ,由 定理 5.3.9 得 
Tx jz) 王 (Th,fz 一 y)) 王 (人 T,FGy 一 z))，ZER"， 
在 上 式 中 令 zx=0, 得 Tx*f(0)=(T,,f(y)); 也 有 Tx 了 (0)=《T,,f(y))=《T, 了 f). 故 
(Ti,9) = (Ti #8)(0) = (Ts x8)(0) = (Ts,9), V9 € DR"). 
从 而 有 T==T. 
第 二 步 , 设 TED"(R") ,FED(R"), 则 T* 一 FT 
事实 上 , 任 取 pg,yED(R"), 则 pxy 二 yx pgED(R"). 于 是 
(Txf)x (px) = (Txf)x (yx9) = Tx (fxyxq) 
个 上 
D(R") 中 的 交换 律 本 定理 中 的 结合 律 (1) 
Ta wD w= TD ep tf 
= (TD D = (f(T 
= fxyxTxop= fx*xTxyxop= (fx*T)x* (px*y) 
个 
T= Te Yeeg= py 


继而 ,由 第 一 步 得 (2). 
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为 证 (3), 即 Tx*6=6* 芽 = 全 ,也 分 两 步 . 
第 一 步 , 当 T=fED(R") 时 ,证 6x* f= 了 . 
由 定义 


Ox f(z) 一 (0, (Gy 十 z)) = f(rt+y) | = f(x), 
又 将 65 视 为 SED*(R"), 而 fED(R"), 则 f=6x f= 了 x*6. 
第 二 步 , 当 TED*(R"), 由 (Tx6)*g 二 Tx(6x*g) 二 Txg, 得 Tx6=6*x 了 ==T. 
此 性 质 使 我 们 可 以 将 SE D*(R") 视 为 D*(R") 中 卷 积 运算 * 的 单位 元 . 
为 证 (4) , 即 mT 王 (am6)*T, 任 取 pEDCR") , 则 
(nO T,p)= (Tx (md) 9) = (Ts, (Cm0), 91)) = (Tes (m0), * ets) 
(Type 一 (Trip) = (nT ,9). 
关于 (5) ,为 证 mmCTx 有)=(5T)x*f=Tx(tf), 任 取 gEDC(R"), 则 
(mT#%f),9)= (T#* frap) = ((T* f):,9(z+t+h)) 
= = 
= (Ts x*mfyspits) = (Tx rf ,9), 
进而 ,由 交换 律 z, (Tx f) 二 (ff* 了 T) 与 同样 的 推理 ,得 
mfx*T)= (nf)* T= Tx (mf); 


从 而 (5) 得 证 . 
性 质 (5) 表 明 卷 积 对 于 平移 具有 不 变性 . 
最 后 ,证 明 (6),D* (Tx 了 /) 二 D*T x f= 二 Tx D?f. 任 取 gED(R"), 则 对 于 任 取 的 p= 
aEN", 
(q(T#xf),9)= (— DT f,909) = (T,,(—1)1°|(f, ,0.9741,)) 
一 《Ta3F 8015)) = A(T 0°f ,9)s 
此 即 DCT* 了 有) 二 TxD*f; 类 似 地 ,由 交换 律 DCT* 亡 =D*CF* 了 T) ,推理 得 
DT#*f)= fx*DT= DT*/, 
从 而 ,定理 全 部 得 证 . 
分 布 卷 积 有 如 下 的 重要 公式 . 


定理 5.3.11 对 于 TED*(R"),pgED(R"), 有 (T,g)=(T, * 8)(0). 


4. E*(R”") 上 的 赋 半 范 代数 
定理 5.3.12 (1) 对 于 Txa.(z), 若 TED'*(R"), 则 在 D*(R") 的 强 拓扑 下 成 立 
limT * a =T. 
(2) 分 布 空间 (E*(R"), 十 ,a*,{pmj}, x ) 是 一 个 具有 单位 元 6EE*(R") 的 可 结合 .可 
交换 的 赋 半 范 代数 , 且 6x*xT 二 Tx6,YVTEE*(R"). 
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5.4 小 波 分 析 


5.4.1 小 波 变换 的 引入 


Fourier 变换 在 科学 技术 领域 中 起 着 极其 重要 的 作用 ,持续 了 近 200 年 .然而 , 它 也 有 不 
能 满足 科技 需求 的 地 方 ,为 此 ,数学 家 改进 了 Fourier 变换 的 不 足 之 处 . 1984 年 ,由 美国 数学 
家 A. Grossmann 与 J. Morlet 引入 了 小 波 (wavelets) 变 换 . 此 后 ,各 国 数学 家 纷纷 跟 上 ,奠基 
性 工作 .研究 性 成 果 、 有 效 的 应 用 大 量 涌现 ,形成 了 小 波 研究 的 热潮 ,至 今 小 波 分 析 仍 然 处 于 
基础 数学 与 应 用 数学 研究 的 前 沿 . 本 节 以 介绍 一 维 小 波 理论 为 例 . 


1. Gabor 变换 


在 5.2 节 和 5.3 节 中 ,我 们 分 别 定义 了 ffEL?*(R)(1 三 p 三 2), 与 Schwartz 分 布 的 
Fourier 变换 ,并 研究 了 它们 的 性 质 .从 FELICR ) 的 Fourier 变换 的 定义 


(9 = | f Wewar, EER 


可 以 看 到 ,为 了 由 Fourier 变换 研究 一 个 信号 f(1) EL'(R ) 的 谱 性 质 , 必 须 获得 该 信号 在 时 
域 及 一 (一 co ,十 co) 中 的 全 部 信息 ,和 否则 无 法 计算 其 频谱 f* (8). 另 一 方面 ,信号 f(1) 即 使 在 
一 个 小 邻 域 (一 At,to 十 At) 中 有 一 些 变 化 ,也 会 影响 到 整个 频谱 的 值 . 例如 ,对 于 支撑 在 to 
的 分 布 6 二 zt,6, 由 定理 5.3.3(1), 有 (6,)? 二 e im,oER ,这 说 明 支撑 在 to 的 分 布 6, 二 6 
的 Fourier 变换 竟然 能 覆盖 整个 频 域 . 

为 了 提取 信号 f(t) 的 Fourier 变换 f° (8) 的 局 部 信息 ,希望 不 需要 整个 频 域 的 值 ,1946 
年 ,B. Gabor, 引 入 了 “时 域 局 部 化 ”的 Gabor 变换 


Gf (8) = | feivg 一 0)dt， 


这 里 g。 是 Gabor 引进 的 “ 权 丽 数 "gs(O) 一 |] ,bh 


na 
由 于 权 函 数 的 引进 ,使 得 f* 被 局 部 化 了 ,这 是 因为 由 Gauss 函数 ez” 的 性 质 以 及 其 
Fourier 变换 的 性 质 所 引起 的 . Gauss 函数 的 Fourier 变换 为 


| .eerar = /a [和 
R a 


1 (2— 1 
galt—b)db | exp{ 地 | edt=1, 
| 2 Vra-R ha MT、 有 


从 而 得 到 
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| CGif) 8 do= | (I f Wevgs GD) 
及 及 R 
= | roew|| gb) =| f (De .1d 
R 及 及 
一 | fF eva = f°(8), EE€ER. 


这 表明 /( 和 9 二 | Gf (do 与 Gabor 变换 G2 (和 中 的 参数 4 无关, 而 是 在 1 二 6 被 "局 部 


化 ?了 ,可 以 把 f* (8) 的 值 看 做 g。 (1 一 5) 集 中 在 1==b 附近 ,因此 提取 了 信号 的 Fourier 变换 
(频谱 ) 的 局 部 信息 ,也 就 是 Gabor 变换 集 {G2f :5ER } 分 解 了 f° (5) ,提取 了 (1) 的 局 部 谱 
信息 . 

令 G&e(t) 二 e 人 g(t 一 5) ,我们 改写 G2f 为 


(Gf) (= | fe — bd 


=| fo (Ddt = (G%.0)f) 


这 就 赋予 了 Gf 以 新 的 意义 : 对 f(D) 开 一 个 “ 窗 ”, 用 “ 窗 函数 ”G$.(?) 把 f° 限制 在 局 部 范围 内 . 

新 的 问题 对 Gabor 变换 提出 挑战 (1) 如何 由 g。 自身 决定 “ 窗 ” 的 大 小 ? (2) 由 于 
Gauss 函数 性 质 的 限制 ,使 得 窗 函 数 的 灵活 性 受到 限制 ,如 何 克 服 ?因此 ,为 解决 这 些 问题 ， 
小 波 分 析 蓬勃 崛起 . 


2. 窗 函 数 


以 下 使 用 物理 学 中 常用 的 记号 ,t 为 时 间 ,w 为 信号 g (7) 的 频率 ,g?(w) 为 信号 的 Fourier 
变换 , 即 频 谱 . (1,w) 为 时 - 频 空间 , 亦 称 相 空间 (phase space). 


定义 5.4.1( 窗 函数 ) ” 若 函 数 g(1)EL’(R),tg(t)EL?(R), 则 称 g(t) 为 窗 函 数 
(window function); 当 g(t1) 与 g'(w) 都 是 窗 函 数 时 , 称 
| | 2 1 | 2 ) 
| C0 Rds A (Co) |?d 
oy (ri a le de Tala le ld 


为 相 空间 中 的 中 心 (center) ,其 中 gl 三 |glcw. 并 且 分 别称 


i 1 
| (一 如)2|g(G|2dz| | (w—w)’ gw) | do| 
As 3 » Up 了 


lg llz . lg 人 


为 信号 g(1) 的 时 宽 (time width) 与 频 宽 (frequency width); 称 相 空间 (tw) 中 以 (to ,wo) 为 中 
心 、 以 2A 与 2As 为 边 长 的 矩形 

[Ti;Q]# TT? xX Qe 一 [一 As 十 As 一 As wo 十 Az] 
为 g(t) 的 时 - 频 窗 口 (time-frequency window). 
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3. 窗 函 数 的 简单 性 质 
命题 $.4.1( 测 不 准 原理 ) 设 gEL?(R ), 若 其 自身 g(1) 及 其 Fourier 变换 g?(w) 都 是 
窗 函 数 , 则 
ss 出 。 
Ar An >F: 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
> 1 全 一 只 
g(t) Re § 0,a€E R;a>0,bER. 
区 ce exp| a } 5 a a 


注 由 定义 知 , 时 - 频 窗口 的 面积 为 44,As ,于 是 , 测 不 准 原理 告诉 我 们 ,任何 窗 函数 的 
时 - 频 窗口 的 面积 都 大 于 或 等 于 2; 并 且 .任何 窗 函 数 的 时 - 频 窗口 的 面积 都 不 小 于 Gauss 函 
数 所 决定 的 时 - 频 窗口 的 面积 . 

这 个 命题 的 数学 证 明 并 不 困难 ,但 是 其 物理 意义 却 很 重要 . 

命题 5. 4. 2( 平 移 伸缩 性 质 ) 设 g,g? 是 窗 函 数 , 则 平移 伸缩 函数 

| 一 第 
Sty = 去 引导 a>065ER 
与 其 Fourier 变换 
(gr(°o))(w) = Viale g(aw), a>0bERwER 


也 是 窗 函 数 ; 这 里 g*(z) 的 中 心 是 6 十 ato ,半径 是 ahss (gw ?Co) 的 中 心 是 名, 半径 是 Se ， 


而 时 - 频 窗 口 是 [Toe ;Dor] 一 [6+an eh btan ade, ]; 时 - 频 窗 
a a a a 
口 的 面积 仍然 是 4AsA. 
把 信号 限制 在 时 间 窗 中 , 称 为 信号 的 时 间 局 部 化 (time localization); 把 信号 的 频谱 限 
制 在 频率 窗 中 , 称 为 信号 的 频率 局 部 化 (frequency localization ). 
5.4.2 连续 小 波 变 换 
现在 引入 连续 小 波 变 换 的 概念 ,并 研究 其 性 质 . 


1. 连续 小 波 变换 
定义 5.4.2( 容 许 条 件 ) 若 函 数 JEL?(R ) 满 足 
0< 64 | LR < 


则 称 y 满足 容许 条 件 (admissible condition) ,并 称 JEL?(R ) 为 一 个 基 小 波 (base wavelet). 
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为 了 方便 起 见 , 不 失 一 般 性 ,假设 yl; 二 1. 
对 于 任意 一 个 基 小 波 yEL?(R ) ,任意 的 a,bE R ,a 去 0, 作 平移 伸缩 ,得 到 


本 一 白 
f(z) i 4[ 2 上 梳妆 及 
这 是 一 个 双 指 标 族 , 称 为 由 基 小 波 yy 产生 的 小 波 族 (wavelet family); 显然 ,有 
(f°) (wvw) = VTal ey’ (aw). {5. 4 2) 


定义 5.4.3( 连 续 小 波 变换 ) 对 于 任意 函数 /EL?(R ) ,由 小 波 族 (5.4.1) 生 成 的 算 子 


1 上 一 必 
(Wy,f) (ba) 二 | wl ju= cry >》，as8E Ra 天 0 (5.4.3) 
称 为 了 的 连续 小 波 变换 (continuous wavelet transform) ,简称 小 波 变 换 . 
定理 5.4.1 (连续 小 波 变换 的 等 价 表示 ) 连续 小 波 变换 (5.4.3) 是 一 个 卷 积 算 子 , 即 


(Wyf) (ba) = * oye 


人 
VlaT 
其 中 fEL?(R),a,bER ,a 天 0. 
定理 5.4.2( 小 波 族 的 时 - 频 窗口 ) 对 于 na 二 0,0ER ,小 波 族 (5.4.1) 的 时 - 频 窗口 为 

LA 


TY x Qype = [0+ ato —ahysb +ato ov | lay B 


证 因为 y 的 时 - 频 窗口 为 
Ty X QF = [to —Aystot Aysw — A ,oo 十 Ar ]， 
再 由 命题 5. 4. 2 与 式 (5. 4. 2) ,定理 得 证 . 


2. 容许 条 件 的 意义 
定理 5.4.3 设 y 是 一 个 基 小 波 , 则 由 它 决 定 的 连续 小 波 变换 (5.4.3) 满 足 
J= | | (Wsf) (bsa) Wy a CB) db 二 aa 
其 中 f,gEL?(R ) ,cs 由 定义 5.4.2 给 出 . 
证 由 
二 | (Wsf) ba) » Woyg) bra) db (定义 ) 


一 = 二 上 做 DD y( 三 外 jar | zy “jd (Plancherel 型 公式 ) 
=| Ls . fi (we yaw) dw 。 起 | se a dr}as 


- | Fewdo. 
路.{ 去 | 启 |: 


Ge 二 他 
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(全 F(o) = 户 (o) f(aw) ,G(r) = g(r) yar 
= 四 -| Flo)e wdw 。 -| Ge wdr\d, 
R |V2r R V2r、R 


一 lal| F(°)’(b) G(°)’ (6)db = lalf F(x) G(x) dx. (Plancherel 型 公 ; 
R R 


于 是 


1 蝶 = 外 上 (Wsf) (bsa) 。 Wea) ra db 


| 
一 | 各 |。 GCzD)FCz)dr 。 反 
| 


下 FW (ar) fF ar)dr)da, 


再 由 Fubini 定理 得 
a 党 名 
= | eof， ly 仙 )| dj 一 六 


这 就 是 要 证 明 的 结论 . 
这 个 结果 也 可 写 为 


(Wf, 人 = cy lf ,8), 

左边 是 二 元 函数 (Wsf) (5b,a) 在 “ 权 元 " 蚂 qp 之 下 的 * 内 积 ”, 由 此 可 见 , 容 许 条 件 中 的 值 cy 为 
0 与 十 cc 时 ,小波 变换 将 无 意义 . 

3. 反 演 公式 

定理 5.4.4( 反 演 公式 ) 设 y 是 一 个 基 小 波 , 则 由 它 决定 的 连续 小 波 变 换 (5.4.3) 式 满 
足 反 演 公式 

三 寺 ) da 
f(x) = | Wf bs x) db 

对 于 fEL?(R ) 的 任意 连续 点 ZERR 都 成 立 . 

证 在 定理 5.4.3 与 (5.4.3) 式 中 , 取 g 为 Gauss 函数 


1 ew 
Ee 


2 Vrna 


gal(t—b) 一 


a>05ER, 


= 二 lim| | (Wf) (bya) » (Wo grb)) dadp 
a 


一 a0+ 


三 得 Lim| | [TY 
a 


Cy a 一 0+J 及 
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1 - = 
= 2 | Ws) bra) » limge * Yr (x) db, 
利用 卷 积 的 性 质 , 知 lim ge* (7) 二 (x) ,代入 上 式 , 得 到 
| da 
下 | | Wsf) bs0) » pF (x) Pdb. 
再 由 定理 5.4.3, 得 到 
I= 二 lim{cy (fg)}= lim lf,ga(°—7)) = limgs * f(x) = f(x), 
y a=0 十 a=0 十 a0+ 
于 是 ,定理 5.4.4 得 证 . 
定理 5.4.5( 基 小 波 的 判别 与 反 演 公 式 ) 设 yEL?(R), 上 y| ,二 1, 且 满足 
EAIN [yl 了 Se 
| 四 a | | 一 o| i Bi sl 
则 yy 是 一 个 基 小 波 , 且 由 它 决定 的 连续 小 波 变换 (5.4.3) 的 反 演 公式 


i 二 带 , 1 (于 外 da 
CD 一 oll p00 Bs 了 忆 抒 ，“> 00ER 


对 于 fEL?(R ) 成 立 . 

下 面 的 定理 说 明基 小 波 的 一 个 特性 . 

定理 5.4.6 设 y 是 一 个 基 小 波 , 亦 即 ,满足 Jy(1)EL?(R), 且 0<cy 达 十 oO; 若 邮 在 点 
w 二 0 连续 , 则 J wu = 0. 

证 由 


? 2 ? 2 人 2 
oo | FAC | |y Cw)| du 十 | IY < oo, 
R |w| (一 0) |ow| 《0 二 co) 四 | 


得 到 地 多 了 eeGRr ,从而 ne Ld ) ,这 说 明 在 w=0 附近 | 和 和 是 几乎 外 
wll?’ wl 


处 有 限 的 ,因此 ,由 1 人 上 一 十 = 必定 得 到 极限 lim | Co) |=0; 再 由 风 (o) 在 点 


ol 


二 0 的 连续 性 假设 ,立即 得 到 yr (0) 二 0, 亦 即 | wod = 


4. 基 小 波 的 例 


i—lals lsl<ils 
例 5.4.1 Mexico 帽子 rc 是 基 小 波 . 
0， Ea 
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例 5.4.2 Haar 函数 y(t)=1 一 1， 了 到 <r<1， 是 基 小 波 
0， :< 六 :>1 
至 Cz+D?， — Icey 
3 1 YY 
二 一 | zx 一 二 | ， 0 委 z 委 1， 、 
例 5.4.3 B- 样 条 函数 p(z) 一 1 4 2 是 基 小 波 . 
玛 (z 一 D?， IE 
Os ~—1lw>2 
5.4.3 离散 小 波 变换 
现在 引入 离散 小 波 变换 的 概念 ,并 研究 其 性 质 . 
1. 直 交 小 波 
定义 5.4.4( 直 交 基 小 波 ) 设 函 数 VEL2z(R), 1 41: 一 1. 令 
Palz) = 222g(2i—k), jkEZ, 
车 
i 潜流 
C1 ta nd ,Bm =| 
0, jl; 
(2) VfEL?(R ), 在 L?(R ) 范 数 收 仇 意义 下 成 立 
f(z2) = 2) apnalz), (5.4.4) 
站 = 一 co 
亦 即 
+M +N 
slim | -2 bis) = (5. 4. 5) 


则 称 {yyr}jxez 是 L*(R) 中 的 一 个 标准 直 交 基 , 称 yy 为 一 个 直 交 基 小 波 (orthogonal base 
wavelet) ,或 离散 基 小 波 (discrete base wavelet). 称 级 数 3 ci Yir(ZX) 为 离散 小 波 级 数 


jk=—o0 


(discrete wavelet series) , 称 


Cog = (fa) =| re paxT)dr, j,kEZ (5.4.6) 
为 离散 小 波 级 数 的 系数 (coefficients of discrete wavelet series). 
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2. 稳定 条 件 、 最 稳定 条 件 


定义 5.4.5( 稳 定 条 件 、 最 稳定 条 件 ) 若 函 数 JEL?(R ) 满 足 : 存在 常数 A,B,0 二 A 过 
B< 十 吕 , 使 得 VYwER ,有 


i 
A DIO SB aevER,; 


一 oo 


则 称 上 述 条 件 为 稳定 条 件 (stability condition); 若 0 一 A 一 B 一 十 c= , 则 称 为 最 稳定 条 件 . 
我 们 有 稳定 条 件 的 等 价 性 定理 . 
定理 5.4.7 y 的 稳定 条 件 等 价 于 : 存在 常数 A,B,0 一 AB 十 吕 , 使 得 


A | zl 四 魏 号 IW,f) 0, °) | Cn 委 如 | (R) 


对 每 个 fEL?(R ) 成 立 ,其 中 Ws( 有 由 (5. 4. 3) 式 给 出 . 
定理 5.4.8( 离 散 基 小 波 的 性 质 ) 设 y 是 一 个 满足 稳定 条 件 的 离散 基 小 波 , 则 它 是 一 
个 满足 容许 条 件 的 基 小 波 , 且 存在 常数 A,B,0 二 A 三 B 二 十 吕 , 使 得 


2 和 :6 2 
Aln2 < | Jo,, I L2G 二 Bln2. 
《0, 十 ce) 


(0,+0°) w 


| 2 


证 对 积分 | ， 糙 G2se)| do 作 变量 代 换 ,得 到 
| (2iw) | = SDE, 
(1,2) w We ih t 

人 wow, 得 
< 到 [Ce < 
将 上 式 在 [1.2] 上 对 w 积分 ， 得 到 

入 人 Jw) 这 交 
| 4 | -do a Sd, 


j=—o 


le a, < Bln2, 于 是 


Aln2 < | 本 二 人 du 二 Bln2. 
另 一 个 不 等 式 可 类 似 证 明 . 


即 Aln2 过 号 | 


52,2-HH1] 


3. 离散 小 波 变换 
定义 5.4.6( 离 散 小 波 变换 ) 设 离散 基 小 波 满足 稳定 条 件 ,对 于 函数 fE 2?(R ) , 称 
1 k , 
(Wf( 坟 各 )= | re paz) dr = (fh), jkEL 全 ;五 网 
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为 离散 小 波 变 换 (discrete wavelet transform) ,或 二 进 小 波 变换 (dyadic wavelet transform). 
与 (5.4.6) 式 相 比 较 ,离散 小 波 变 换 就 是 函数 FE 二 (R ) 按 照 {gj}j.: EZ 展开 成 离散 
| 二 
小 波 级 数 的 系数 . 在 (5. 4. 3) 式 (Wusr)(b,a) 一 CH 7 罗 中 , 令 


6 一 击 'a 一 入,jhkEZ ,做 适当 的 变换 后 ,就 可 得 到 定义 5.4.6 中 的 形式 . 


4. 离散 小 波 变换 的 反 演 公式 
小 波 变换 的 反 演 问题 与 Fourier 变换 的 反 演 同样 重要 . 离散 小 波 变 换 反 演 公 式 如 下 : 
定理 5.4.9 设 离散 基 小 波多 满足 稳定 条 件 , 对 于 函数 FE L2(R ) ,其 离散 小 波 变换 
QW (去 车]= | rw = 
满足 反 演 公式 


f(2)= 2) dfnlz), rER, (5. 4. 8) 


关中 夯 一方 及 人 三 | re Da(TI dj rk EZ Bar) 一 247(C2z 一 人 REZ， 
这 里 方 是 少 的 “对 偶 ”", 由 它们 的 Fourier 变换 确定 , 即 (BD'(w) 二 (0) 
2 | 邮 (o 十 2kz) | 
k=—00 
5.4.4 小 波 变换 应 用 概述 
小 波 变换 有 广泛 的 应 用 ,例如 在 多 分 辩 分 析 、 编 码 数据 压缩 、 信 噪 分 离 与 滤波 等 方面 . 这 
里 不 做 详细 介绍 ,只 给 出 以 下 简单 叙述 . 


1. 多 分 辨 分 析 

定义 5.4.7( 多 分 辨 分 析 ) ”一 个 闭 子 空间 序 列 {Vij}jez,'ViCL’(R ),jEZ ,满足 如 下 
条 件 : 

(DD VE -1 VIEZ; 


@2) Uv,=rL: cB), (Nv,= 0}; 
j€Z jE€Z 
(3) xCz)EVi Su(27) EV jEL; 
(4) u(xz)EVo SS u(r—k)EVo RELZ:; 
(5) g(x)EVo, s.t. {g(x 一 k):kEZ} 是 Vo 的 Riesz 基 , 亦 即 
Var EVosIl{a:k E ZICL, stiulz) = Pag (zr—h), 


kEZ 
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反之 ,VY {fai:kEZ}CU,A,B,0 二 A 二 B< 十 oo, 使 得 
A llulizw < 3 | ww | lulim, Vulxr) € Vo, 
AEZ 


则 称 {Vij}jez 为 多 分 辨 分 析 序 列 (multi-resolution analysis sequence) .并 称 5(z) 为 生成 子 


(generator). 


从 g(xz)EV。 出 发 ,构造 一 个 尺度 函数 (scale function)y(x)EVo ,使 得 {g(x 一 k))iez 是 


一 1/2 ? 
Vo 的 直 交 基 , 例 如 , 可 令 p(z) = 去 ([ 昂 |g' (w+ 2k7) 1!" | eco)] , 则 有 


V2T kEZ 
G1) EVo > {G(x— RELZ)— {par) = 2 gp2 ir Rj,kEZ} 
+ + + 
尺度 函数 Vs 的 直 交 基 信 的 直 交 基 


具体 地 ,对 于 给 定 的 多 分 辨 分 析 序 列 {Vj }jez, 取 生成 子 g(x) EV ,生成 一 个 尺度 函数 
g(z)EVo, 使 得 {g(x 一 k):k E€ Z} 是 Vo 的 直 交 基 . 于 是 坟 ?( 守 )EVicV 


V3 
令 
二 ( 纪 )= 避让 (5.4.9) 
及? 2 包 kP (2 4 
pie(z) =2 F921iz—k), j,kEZ, (5.4.10) 
其 中 
1 1 2 
hs (部 他 je Db) 间 ( 委 jzc Rk)dz. 全 .航天 和 
对 9p 取 Fourier 变换 ,得 到 
好 (2w) = Hlw) gy’ (w), (5. 4.12) 
其 中 
I 
H(w) = = hew, (5.4.13) 
w 记名 he 


有 HCw) EL [0,27]). 
我 们 称 {j jxez 为 频率 响应 (response of frequency), 称 及 (w) 为 {ha}rez 的 传递 函数 


(transfer function). 


定理 5.4.10 对 于 多 分 辨 分 析 序 列 {Vj}jez 的 生成 子 g(x) ,频率 响应 {he}rez 与 传递 画 
数 太 (w) ,满足 

(1) | 瓦 (Co) |? 十 | 瓦 (Co 十 zx) | 一 1; 

(2) 若 {hi}iez EL , 且 g'(w) 连 续 ,g'(0) 一 1, 则 五 (0) 一 1. 


5.4 小 波 分 析 


2. 多 分 辩 分 析 的 直 交 补 

在 确定 多 分 辨 分 析 序 列 {Vj}jez 之 后 ,我 们 定义 一 组 新 的 闭 子 空间 Wi ,JEZ, 使 得 
(图 5.4.1) 

VDW=Vi, jEZ, 

于 是 ,Wi 是 也 的 直 交 补 , 且 有 V;@@W; 名 Wj-1 旬 … 甸 Wj-mt1 二 Vj-m, 以 及 

四 Ww, EE 旋光 Ow, =L:(R"),JEZ; 国 Ww = L?(R"). 

直 交 补 {Wj}jez 具 有 如 下 的 性 质 . 

定理 5.4.11 对 于 直 交 补 {Wj}jez,; 有 

(1) u(r)EW, > u(xr—2k)EW,, j,kEZ; 

(2) u(x)EW; Su(27) EWj-1, JEZ; 

(3) Pw ul(z)™0,1j|=>+%, YuEL’(R"), 
这 里 Pwu 是 wuEL?(R") 在 空间 W; 上 的 直 交 投影 . 图 5.4.1 直 交 补 


做 多 分 辨 分 析 序 列 {Vj}jez 的 直 交 补 {Wj}jez, 在 直 交 补 中 ,同样 寻找 其 标准 直 交 系 , 进 
行 信号 分 析 时 ,将 信号 在 {V }jez 与 {Wj;}jez 中 进行 分 解 . 


3. 小 波 函 数 Y 

我 们 希望 从 尺度 函数 p 出 发 ,构造 一 个 小 波 函 数 VE W, ,使 得 对 于 每 个 jE2Z, 集 
{Ww:kEZ } 是 W 的 直 交 基 , 其 中 yi(x)=2 ?gy(27iz 一 k). 

由 9 出 发 , 令 


Jz) = Dgr par) 一 2 D>) gr 9(27—&k), (5.4.14) 
&EZ 


kEZ 


其 中 q_ii 取 自 gj (x)=2-2g(2-iz 一 k) ,j,kEZ , 即 

pin(T) 一 gr — Rs | 
且 gx 二 《yg-ix) 二 《(Y,22g(2x 一 k)). 如 此 得 到 的 由 (5.4.14) 式 决定 的 y, 称 为 小 波 
函数 . 


小 波 函 数 y 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 直 ( 革 = 性 gxp(z 一 各 ,其 中 gr = ( 却 /(),e-): 


[se £7) 式 上 9( 却 )- Beh 相 比 较 ,h 二 ( lL (sep).] 
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下 


(2) 多 (2w) 一 G(w)8 (w) ,其 中 GCo) 一 5 i I 
V2 kEZ 


(se 区 动武 多 (2o) 一 月 (w) 史 (w) 相 比较 ,月 (wo) 一方 DP) he-w. 
kEZ 


下 面 的 (图 5.4.2) 是 上 述 建立 过 程 的 图 解 ,可 以 直接 将 其 付 诸 应 用 . 
(13ez， 一 一 多 分 辨 分 析 序列 ， 生 成 子 


一 {grrez 是 {WV}jez 的 Riesz 基 
UL po- 二 ( 2 gw+2km0)) 7 ?ow) ) 
Ps 


(Jesz,p) 一 多 分 辨 分 析 序列 ， 尺度 了 数 | 


| ez 的 直 交 系 


(Coxsz, 克 oO) 一 一 {Vez 的 频率 响应 ， 变 换 函 数 


[| -= 9 (2o)=Ho)p (wo) 


r---] | 区 OP+IHO+OP=1L OF=l 


—— yD go) 


! 
-x 1 
mez gp 一 训 鹤 人 汪 
| 
1 


一 一 一 一 一 一 一 {threz 是 {Wjjez 的 直 交 系 


({gx}kez， G(m)) 一 {WYjez 的 频率 响应 ， 变 换 函数 


-一 | 7 Co-co)p (0) 


so 


FF- 1 IGCCOPHG@+oF=1 
1 
Ho)G(o)H+t Ho +m Go+r)=0 
G0)=e oO+T) 
gLhix 
1 
大 0) G(w) |] 西方 阵 


Ho+tn) Go+n) 


5.4.2 小 波 应 用 概述 


5.4 小 波 分 析 23) 


由 尺度 函数 g(xz) 得 到 的 小 波 函 数 wz) 与 相应 的 G(ow) ,满足 

(1) yEW, ©S HCWG() +HG+A G+) =0; 

(2) {ylzx 一 k)}rez 是 直 交 系 全 |GCo) | 十 |GCo 十 r) | 一 1; 

(3) {Ylz 一 k) rez 是 Wo 的 直 交 系 全 |GCo) | 十 |GCo 十 z) | 一 1 与 
H(w) G(w) + Hw+r) Glw+r) =0 


成 立 . 于 是 
(ftV jiezyg) > ({Vijiez’9) > ({Wi}ez:)). 
4. 信号 分 析 ,Mallat 算法 


对 于 随时 间 改变 的 信号 (1) ,下 面 做 信号 分 析 . 采用 上 面 图 5. 4. 2 中 的 记号 . 
设 eV ,J1EZ 为 固定 的 整数 . 令 


fD = A FD = Do pnalt)s (5.4.15) 
kEZ 
其 中 《pj Ph tim) = heam» CPI WI tlm) = Eh-2m» kmEZ. 
将 f(D 分 解 为 
f(D) 一 An FGD = Annfl) +Bnnfl), (5. 4.16) 
其 中 Annf l= ECn tm Ph tim(t) 具有 系数 
nd (5.4.17) 
RkEZ 
而 Bityf(D 二 沁 Dytim ntum(t) 有 系数 
Dyin = i (5.4.18) 
kEZ 


于 是 ,信号 在 多 分 辨 分 析 序 列 {Vj}jez 与 其 直 交 补 {Wj}jez 中 得 到 分 解 . 再 将 (5. 4. 17) 式 、 
(5. 4. 18) 式 用 新 记号 表示 为 
Gy 二 gums BG = DE 


kEZ 


Bin = Djinn: Bo; ES b3 Bi-2mC Ik 


kEZ 
得 到 Cnn=HG, ;Bn +1=GC,, ;其 中 五 EL Es [Gp] [8:-zmj 是 两 个 
无 穷 矩 阵 . 于 是 


J 
f=A,f D+ 2 BF), (5. 4.19) 
二 刀 
r= Ba Bitw= SD.vt):s (5. 4. 20) 
kEZ AEZ 
ei = Bc, Ba = 1 = ly (5.4. 21) 


(5. 4. 20) 式 与 (5.4. 21) 式 称 为 信号 f(7) 的 Mallat 分 解 公式 , 称 
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(1) Ajf 为 Fi 在 2 分 辩 率 之 下 的 连续 近似 (continuous approximation) ,是 f(1) 的 频 
率 在 2 一 之 下 的 部 分 ,Ci 为 F(D 在 2 分 辩 率 之 下 的 离散 近似 (discrete approximation) ; 

(2) Bj;f 为 Fi 在 2 分 辩 率 之 下 的 连续 细节 (continuous details) ,是 jz) 的 频率 在 2 一 
与 2 71! 之 间 部 分 ,D; 为 (7) 在 2; 分辨 率 之 下 的 离散 细节 (discrete details). 

车 设 有 H" ,G "分 别 是 五,G 在 空间 /的 共 思 算 子 ,或 说 昌 ",G* 分别 是 昌 ,G 的 共 红 变换 . 
于 是 ,一 个 信号 f(z) 可 以 被 分 解 为 不 同 的 频率 分 量 Aj ,D;f ,根据 问题 的 要 求 而 确定 高 频 
部 分 、 细 节 部 分 . 则 可 将 小 波 的 应 用 归纳 为 如 下 框图 (图 5. 4. 3): 


feV, ez 


RA fA-Anf +B ft) 


| A f= BC 1.mPtl, m(D) | B,, fA, ED + mtl, m(?) 
下 


Ch ZT homChti, nt TD gh-2mDiti,m 
mez mz 


GHC ntG* Dn 


C=H*CintG* Dn fh Jl 


5.4.3 小波 应 用 框图 (1) 


5. 编码 数据 压缩 
输入 信号 Fi) ,根据 物理 仪器 的 分 辨 率 (为 有 限 数 ) , 令 
f(D EV, (5.4.22) 
f(D) 一 An GD 十 2Chepne(b， 大 .下 2 
AEZ 


其 中 {Vj}jez 是 L*(R ) 中 的 多 分 辨 分 析 序 列 的 闭 子 空间 序列 ,V; CL?(R),jE2Z ,系数 
{Ch jssz 具 有 有 限 长 度 ( 即 有 限 项 ). 进而 ,为 复原 信号 ,只 需 用 递归 算法 
三 省 Dp 二 Ld 
根据 Mallat 算法 ,将 f(z) 分 解 为 不 同 的 频率 ( 即 放 入 不 同 的 频道 ). 
应 用 时 ,对 {hi}, {gx} 的 长 度 提 出 要 求 ,也 要 求 长 度 之 Nj ,于 是 , 当 Cj ,Dj 减 半 时 ， 


N 
CD 均 为 可 让 ,一 十 1,…,Js， 从 而 达到 数据 压缩 的 效果 . 我 们 归纳 为 如 下 框图 
(图 5. 4. 4). 


5.4 小 波 分 析 


妥 
TO4Or4a1O + 之 BO 


AsfF BE Car 0A) BD eo) 
t 
信号 频率 低 于 2 的 成 份 信号 频率 在 2 与 2 的 成 份 


CH=EC DGC, Fh, Jl 


低 通 滤波 器 作用 在 a={ay}， 得 到 Her(Ho) 二 总 从 2 
由 ?决定 
带 通 滤波 器 G 作 用 在 a={an}, 得 到 Ga=(Ga) 志 2 an 
由 w 决 定 
图 5.4.4 小 波 应 用 框图 (2) 


6. 信 品 分 离 与 滤波 

信 品 分 离 与 滤波 原理 ”将 信号 /(7) 分 解 为 低频 (频率 小 于 2 7 ) 成 分 与 频率 介 于 2 与 
2-%7 ?的 成 分 ,了 用 一 1 二 j 二 J ,每 个 频率 成 分 Aj, f(?) 与 对 (1) 又 分 解 成 具有 相同 频率 “ 程 
区 ”但 不 同位 相 的 成 分 


J2 
= Di 
kEZ kEZ 
分 析 “如果 尺度 函数 与 小 波 函数 的 能 量 分 别 集中 在 t=a 与 +=5 附近 , 则 


卫 
二 
AE2Z kEZ 
Ci gys4() 与 Di (7) 的 能 量 分 别 集中 在 1 二 2 (Ck 十 4) 与 1 二 Z(t 十 ) 附 近 . 由 此 可 见 , 时 
间 ( 空 间 ) 域 中 的 分 状 率 随 频率 的 大 小 而 调节 ,高 频 处 精密 ,低频 处 粗 疏 . 
由 Mallat 分 解 算法 ,得 到 
Cm = HC;, Dm = GC;, j = 万, 一. 
将 信号 (7) 按 照 图 5.4. 4 分解, 再 根据 一 定 的 先 验 知识 ,区 分 有 效 信号 与 噪声 ,将 与 噪声 相 
应 的 CsDisj 一 万 十 1,…,J 置 零 , 得 到 一 个 调整 后 的 新 序列 Ch yDi 一 万 十 1 
Js; 并 且 按照 


Gs = H" C+6" Ds =D 寺 Less 
最 后 得 到 去 掉 噪声 后 的 信号 
FH = fF = 2 Cy 
有 关 具 体 问题 的 小 波 方 法 ， 可 以 通过 实际 问题 去 熟悉 
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习题 $ 


1. 试 证 : S(R")CL?(R"),1<p<++o. 

2. 试 证 : er-” ES(R"). 

3. 试 证 : |zsarp(z)| 委 MYVp,pEN 全 |(1+|zr|: orp(7)|SMy,, VBPEN SO im_ Iz"p(7)|= 
0,VB,PEN". 

4. 将 Schwartz 分 布 的 各 种 运算 推广 到 E*(R") 与 D*(R"). 


5. 试 证 , 在 分 布 意义 下 ,SCR"),E*(R"),D"(R") 中 成 立 等 式 2 一 -2 


ror az 


6，YaE C~(R") wwE D*(R") ,证 明 等 式 (ad 一。 3 十 3eu 在 分 布 意义 下 成 立 . 


7. 试 证 包含 关系 D*(R") 恬 S*(R") 沪 E*(R"). 

8. 试 证 supp6 二 {0},，6EE*(R"). 

9. 设 /ELI(R ), 试 证 (各 是 R 上 的 偶 函数 , 当 且 仅 当 f(x) 是 R 上 的 偶 函数 ,并 证 明 [f( 一 *)] (8 和)= 
f'(—8. 

10. 试 证 定理 5. 2. 1、 定 理 5. 2.7 以 及 定理 5. 2. 8. 

11. 利用 定理 5.2.4, 证 明 (L' 《Law5]) ,十 ,a*， 用 uowp，f*g) 是 一 个 没有 单位 元 的 Banach 
代数 . 

12. 对 于 L*(R ) 的 Fourier 变换 ,证 明 相应 于 L'(R ) 上 Fourier 变换 的 性 质 . 

13. 对 于 L*(R")(1 二 p 二 2) 的 Fourier 变换 ,证 明 相 应 于 L?(R") 的 Fourier 变换 的 性 质 . 

14. 能 否 将 定义 L*(R")(1 二 p 二 2) 上 Fourier 变换 的 方法 推广 到 > 2? 为 什么 ? 

15. 证 明 Fourier 变换 的 惟一 性 定理 . 

16. 设 OCR" ,0:CR" 为 开 集 ,Ki1CR",K;CR" 为 紧 致 集 ,PED(CO X0,), 且 suppg€ KiXK:, 试 


证 :; YTED'*(QX0;), 成 立 [epee spdy = (west 


17. 设 DCR" ,0Q,CR" 为 开 集 , 若 fE DCO, X 0,), 试 证 积分 和 >) 75 ,y)Ajz 在 D(CQ,) 中 收敛 于 


cesar. 


18. 设 SEE*(R),TEE(R ), 定 义 SEE*(R ) 的 Laplace 变换 Ls(4) 二 (S(，。),e** ), 试 证 S* 丁 的 
Laplace 变换 Ls.r(A) 一 LsCA)。LT(CA). 

19. 设 SED'(CR"),pED(R"), 试 证 (S,p) 一 S* p 是 双 线性 映射 , 且 对 S 与 9 分 别 是 连续 的 . 

20. 计算 卷 积 : e- 1*1 xe-1*1; ee 关 er ，a>0; ze xe ，» a>0. 

21. 试 证 : 平移 算 子 m 与 卷 积 算 子 T* ,TE E*(R") 是 可 交换 的 , 即 

(TxS)=T*xnS, VSED'(R"); 

并 且 证 明 : T=6(z 一 h) * 工 . 

22. 试 证 卷 积 映射 (T,S) 一 Tx* S 是 双 线性 的 ,并 且 对 于 T,S 是 连续 的 . 

23. 试 证 : 将 S"(R") 嵌 入 D"(R"),S (RD) 一 D"(R") , 若 fES" (CR") 从 零 元 嵌 为 零 元 , 则 嵌入 映射 是 


单 射 . 


24. 
25. 


习题 5 


试 证 : L?(R")CS*(R"),1<p< 十 %%. 
在 定理 5.3.9(4) 中 用 到 了 两 个 分 布 的 Fourier 变换 的 乘积 TS .请 根据 定理 后 的 注 的 说 明 , 给 出 ;: 


对 于 TES'(R"),SE E*(R"), 乘 积 TS 的 定义 ; 试 证 : 在 定理 5. 3. 9(4) 的 假设 下 ,对 于 TE S* (R")， 
SEE' (R"),“(T'S',g)=(T',S'g),YV gES(R")” 有 意义 . 


26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


计算 乘积 z6 的 Fourier 变换 ,其 中 9 是 狄 拉 克 分 布 . 

试 证 定理 5. 3. 11. 

试 证 例 5.4.1、 例 5. 4.2、 例 5. 4. 3 中 的 函数 是 基 小 波 . 

对 于 Fourier 分 析 与 小 波 分 析 作 详细 的 比较 (包括 连续 的 与 离散 的 ). 

请 读者 给 出 一 个 具体 例子 ,使 用 小 波 分 析 方 法 来 分 析 一 个 信号 f(z) ,并 给 出 它 的 Mallat 算法 . 


数学 大 师 陈 省 身 曾 预言 : 将 来 的 数学 研究 对 象 ,必然 是 流 形 . 当今 数学 主流 之 一 “ 流 形 
上 的 分 析 ” 已 经 成 为 科学 领域 中 诸多 学 科 的 必要 基础 . 不 仅 数学 科学 ,而 且 物 理学 、 天 文学 、 
化 学 、 地 质 学 ,气象 学 ,生物 学 ,甚至 医学 、 社 会 学 、 人 文科 学 等 诸多 领域 的 研究 中 ,都 需要 关 
于 流 形 的 知识 . 

流 形 的 研究 中 蕴含 着 丰富 的 现代 数学 思维 方法 与 技巧 ,包含 了 大 量 的 现代 科技 发 展 的 
预见 与 需求 . 本 章 所 选 内 容 , 部 分 源 自 陈省身 先生 的 (微分 几何 讲义 > 

一 方面 , 流 形 上 微 积 分 的 起 点 是 经 典 微 积分 ,经 典 微 积分 在 几何 上 的 应 用 演变 成 “曲线 
论 " 与 “曲面 论 ”; 另 一 方面 , 流 形 上 的 微 积分 又 作为 微分 几何 的 基本 知识 , 牌 于 近代 应 用 数 
学 基础 中 的 重要 位 置 . 本 章 主 要 参考 文献 是 [3],[7],[9j,[15j],[16]. 


流 形 上 的 微 积分 
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6.1 基本 概念 


6.1 基本 概念 


微分 几何 的 创始 人 是 C. F. Gauss(1777 一 1855) ,他 引进 了 曲面 的 第 一 基本 形式 ,建立 
了 曲面 理论 ,奠定 了 曲面 的 “弯曲 ”几何 . B. Riemann(1826 一 1866) 则 把 Gauss 的 理论 推广 到 
n 维 空间 ,从 而 诞生 了 Riemann 几何 . Riemann 几何 的 重要 性 在 于 : 它 成 为 Einstein 广义 相 
对 论 的 理论 基础 ,因为 Enistein 把 引力 现象 解释 成 Riemann 空间 的 曲率 性 质 ,这 就 使 物理 
现象 有 了 数学 基础 ,而 数学 概念 也 有 了 现实 世界 的 支撑 . 进而 ,Yang-Mills 的 规范 场 论 更 是 
物理 与 数学 结合 的 典范 . 

目前 ,从 欧 氏 几何 到 非 欧 几何 ,从 投影 几何 、 仿 射 几何 、 微 分 几何 到 Riemann 几何 ,通过 
外 代数 、 外 微分 \ 流 形 、 曲 率 、 连 络 、 标 架 、 同 调 ,…… 直到 微分 拓扑 、 代 数 拓 扑 、 几 何 分 析 ,…… 
形成 了 严密 的 ,精湛 的 数学 框架 ,并 在 自然 科学 领域 中 获得 了 卓有成效 的 应 用 . 

本 章 只 能 介绍 流 形 上 的 微 积 分 ,作为 最 基础 的 知识 ,使 得 读者 达到 向 更 高 深 理 论 与 应 用 
前 进 的 起 点 ,提高 读者 的 数学 素养 与 自学 更 深层 次 知识 的 能 力 . 


6.1.1 微分 流 形 结构 


1. 微分 流 形 


基本 集合 取 为 了 一 (z 一 (zyz…yzn):zERJ 一 1,2,…,72}， 即 ma 维 欧 氏 空间 ; 
QSCR” 为 R" 中 的 开 集 ; f:Q 一 R 为 0 上 的 实 值 函数 .C(0Q) 夺 0C"(Q)=={f:Q0 一 R ,ff 是 Q 上 
的 连续 函数 }; C'(0)={f:Q>R ,9f EC(0),k=0,1,…… ,7} ,rEN; C” (0)={f:0>R, 
atf EC(Q), Vk=0,1,.…). 

首先 构建 Ts 型 拓扑 空间 (Hausdorff 空间 )(X,r) 上 的 流 形 结构 . 


定义 6.1.1( 拓 扑 流 形 .坐标 卡 、 图 册 ) 设 (X,r) 为 Hausdorff 拓扑 空间 , 若 YVpEX, 存 
在 开 邻 域 U。 Et,pEU， ,使 得 Us 与 R” 中 一 个 开 集 同 胚 , 则 称 义 为 一 个 m 维 拓扑 流 形 , 记 
X 一 M, 记 同 胚 映 射 为 pu, 三 p: Us 一 pP(Uy). 易 见 UsCX,p(U，)CR", 且 映射 p 是 双方 单 
值 \ 双 方 连续 的 于 是 ,qu, (Us)CR" 是 R” 中 的 开 集 .省 去 下 标 , 记 (U ,gu) 二 (U, gu, ), 称 
(U ,gu) 为 M 的 一 个 坐标 卡 (chart) , 称 A 二 {(U ,gu):UET) 为 图 册 (atlas). 


M 上 的 坐标 卡 (U ,gu) 如 图 6.1.1 所 示 . 
X=M 


FR” 


图 6.1.1 M 上 的 坐标 卡 


加 
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然而 ,对 一 个 点 pE M, 可 以 有 多 个 UEz, 使 得 对 于 每 个 U, 都 有 pEU, 故 pp 点 的 坐标 
卡 (U ,gu) 不 止 一 个 ,为 此 ,必须 定义 坐标 卡 的 “ 相 容 性 ”, 并 得 出 “ 相 容 条 件 ”. 

设 (U ,gu),(V ,gv) 为 流 形 M 的 两 个 坐标 卡 , 考 虑 以 下 两 种 情形 : 

(1) UNV= 二 任 一 点 PEU,pKV, 取 (U ,qu) 为 点 pEM 的 坐标 卡 ; 

(2) UNV 尖 名 二 任 一 点 pEUNV ,gu (UN 与 pv (UNnV) 均 为 R" 中 的 非 空 开 集 之 
gu(p)Egu(UNV) ,pyv(p)Egv(UNV) 应 当 满足 复合 条 件 : gv。go? |uwonm:mwCOnVv) 一 
gv (UV) 为 R" 到 R" 的 同 胚 映射 , 且 其 逆 映 射 (pvego? wonpn) :py UNVWD>gu (UNV) 
是 R" 到 R”" 的 同 胚 映射 > 令 F 三 py。qo' | wwnvw , 它 是 开 集 gu 《UNV) 到 开 集 py (UNV) 的 
同 胚 . 称 满足 (1) 或 (2) 的 两 个 坐标 卡 为 相 容 的 . 

设 F(z)=(f1(z), f(z) ,o,fn(2)) ER", VzE pu (UNV ,NN pup)= (gop), 
(gu (par, Cpu (pn) sss dm ). 令 忆 =(gu(p));,pEU ,j=1,2, ,mm. 

定义 6.1.2( 局 部 坐标 .M 上 的 局 部 坐标 系 ) ”对 于 任 一 pEU,qu(p)ER", 称 uj 一 
(gu(p))j(1 夸 j 三 m) 为 p 的 局 部 坐标 (local coordinates) , 称 

{WU dun): Wj = (gu (pj j= 1,2,. mm, (Ugu) EA} 
为 M 的 局 部 坐标 系 (local coordinate system) , 简 记 为 
{ww = (gu (pI: (Ugu) EA}, 
或 记 为 {(U ,wj)}. 


图 6.1.2 pEU 的 局 部 坐标 的 相 容 性 


对 于 pEU, 其 局 部 坐标 的 相 容 性 如 图 6. 1. 2 所 示 . 且 有 
VzE gu (UNV CR”=>YyEF()E pw UNVCR" 
之 F(z) = (fi(2) fe) 3 fi (2)) = (yg ys) = yyE R" 
y= F(z) yj fi(z) = f(zisz20 sm), j= 1,2,.,m 
> z= Fi(y) = (gi(y) ,ga(y) ,gn(y)) 


= = pi = le 
了 记 ,gt 都 是 连续 函数 ,上 且 有 关系 


6.1 基本 概念 动 


» = f= fn) = fig Nye Ym gm WY Yn) 1 一 1 2 ms 


= 8(y) = gyW yr Ym) = gj filzi 和 “oo faze sn) = 1,2,°° ms 
简 记 为 
人 一 万 (zw…zn) = (py ° WW (Bi Ds (zz ECU NN VV), 


2j = gy Yn) = (go? pr Vay) yi Yn) E pvU NV), 
上 述 表 示 可 写 为 
万 (8 (Cam Bm (Nya Yn)) = Yj, 
La 9Z2 9 sm) fm (Tl T2 Lm)) = js 
这 样 , 在 一 个 T; 型 拓扑 空间 (X,r) 上 ,就 有 了 局 部 坐标 系 
{G0 = (gu (p) Pi: (U,gu) € A), 
这 个 局 部 坐标 系 合理 且 有 意义 . 具有 满足 相 容 性 (1), (2) 的 图 册 A = 二 {(U,gu):UET) 的 
T 型 拓扑 空间 (M,7) 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 (1n-dimensional topological manifold) , 简 记 为 
(M,A ) ,并 简称 (M,A ) 为 m 维 流 形 (7n-dimensional manifold). 


定义 6.1.3( 坐 标 变换 函数 、 相 容 条 件 ) 称 由 (6.1.1) 式 确定 的 函数 fj (zi ,zo ,nm) 
与 gj (ys ys,"…，ym) (1 三 j 三 m) 为 满足 相 容 性 条 件 的 坐标 变换 函数 (coordinate 
transformation functions). 当 (M,A ) 为 m 维 拓扑 流 形 时 ,坐标 变换 函数 fj (zi ,Xz ,nm)， 
gi(y1rYas"sym) (1 二 三 m) 都 是 连续 函数 . 

车 两 个 坐标 卡 (U,qu),(V ,gv) 的 满足 相 容 性 条 件 (6.1.1) 的 坐标 变换 函数 万 ,gjEC CR")， 
rEN , 则 称 其 为 C" 相 容 的 (Ccompatible). 


定义 6.1.4(C" 微分 流 形 、 光 滑 流 形 ) 设 (M,A ) 是 m 维 流 形 ,A 二 {(U,gu)}) 是 M 上 
的 一 个 图 册 , 若 人 A 满足 

(1) B= 二 {U0) 是 流 形 M 的 一 个 开 覆 盖 (open covering) ; 

(2) 属于 A 一 {(U ,gu)} 的 任意 两 个 坐标 卡 是 C' 相 容 的 ; 

(3) A ={(U,gu)) 是 极 大 的 , 亦 即 ,对 于 M 的 任 一 坐标 卡 (DU,g5 ), 若 它 与 A 二 {(U,gu)} 

中 的 每 一 个 坐标 卡 都 是 Cr 相 容 的 , 必 有 (U,g5)EA， 
则 称 A 王 {(U,pu)} 是 M 上 的 一 个 Cr 微分 结构 (differential construction) . 

车 在 M 上 给 定 一 个 C" 微分 结构 A , 则 称 (M,A ) 是 一 个 C" 微分 流 形 (C-differential 
manifold) ,并 称 A 二 {(U, gu)) 为 微分 流 形 M 的 一 个 容许 坐标 卡 系 (permissible chart 
system). 

若 在 M 上 给 定 一 个 C” 微 分 结构 A , 则 称 (M ,A ) 为 光滑 流 形 (smooth manifold). 


例 6.1.1 M=R”. 
事实 上 , 取 U=M,qu 为 恒 同 映射 , 则 A 二 {(U ,gu)} 是 R” 的 一 个 坐标 覆盖 ,由 此 确定 
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R” 的 光滑 流 形 结构 , 称 为 R” 的 标准 微分 结构 . 


例 6.1.2 在 R 中 的 单位 圆周 Si 二 {(zi ,zs) ER :zi 十 如 二 1} 上 构造 一 个 一 维 光 滑 


流 形 M. 


解 对 于 S=({(zriyz)ER2:: 友 十 码 王 1), 记 zz 一 (zivzz)， 令 


Ui={(xi,7x2) ES ;zs>0}, Gu (CZ) 一 Z13 
Us={(z,72) ES! ,z=<0}, Wn (= 
Us={(z,73) ES! :x >0}, pus (Z) 一 Zz3 
Ui={(z1 ;272) ES! ;zx 一 0)， qu, (Z) 一 Zaz。 


显然 Ui ,Us ,Us ,Us 是 S! 中 的 开 集 ,因为 S: 作为 R* 的 子 集 , 可 以 考虑 子 拓扑 : 将 
UD = fir) € Hyas 0 


视 为 R* 中 的 开 集 


O= {(zi,7z:) € R’:zs > 0} 


与 S! 的 交 , 即 


Ui= {nrz) € Sr >0}=ONS, 


Us ,Us ,Us 类 似 得 到 . 则 有 SCUUU: UU UU,. 
我 们 证 明 ,A 一 {(Ui go ): j= 二 1,2,3,4} 给 出 S' 上 
的 一 维 光滑 流 形 结构 ,如 图 6. 1. 3 所 示 . 
事实 上 ,中间 U;== 多 ,Us 首 U, = 二 多 , 故 上 只 需 考虑 UU 站 
UG ,UNG AG UNU AG ,UNG AG. UU N 
Ui 一 ((zz)ES :zi<0,zs >0)} 为 例 . 因为 pu, (x) 二 
ZX1， qu, (ZX) 二 Xs， 故 由 
gu (D1) = {z E Ri;z= (0),—1<=<x 1), 
pu, (Us) 一 {z E Ri z= (0,7),—1<a < 1}, 
可 得 


wh 


图 6.1.3 S' 上 的 一 维 光滑 流 形 


gu, (Ui NUD)={z1;—1<x<0}CR!, pu, Ui NUD)= {zx :0<z<1)CRI. 


mo (UniUy 与 和 (UsmiU) 均 为 R: 中 的 非 空 开 集 ,并 且 


F = po, ° go [wy wnow: po Ui NU) > go, (Ui NU) 


为 同 胚 喘 射 ,使 得 


下 一 pu, “go | winvd {ms —1<a <OCR = {10m < CR, 


故 


2 = eis0) € po(Ui MN Uy = C08) € patUi MV). (Cx) 
下 面 来 确定 (6.1.1) 式 中 的 函数 . 记 z= (zi1,z2);,y 二 (yy1;y2); 则 


6.1 基本 概念 的) 


| = fi(zi,z2), 人 = 81(y1,y2)， 


ys 一 户 (ziyxz)， zz = g2 (12), 
由 (* ) 式 ,上 两 式 化 为 


te 0 


yz = fa(z1i,z2) = x2, zo 一 gz2(y1 yz) = 0; 


因此 


2 fi(z1,z2) f(x1,0) f(r) 1 一 zi， 1 有 之 吉之 轴 


Zl = gi(y1,y2) g1(0,72) g1(X2) /下 一下 Dri 
易 见 ,两 个 坐标 卡 (Ui ,gu ) ,(Us ,gu, ) 满 足 相 容 条 件 (6.1. 1) , 且 坐标 变换 函数 


wi f2(x1) V1l—zxi, 1 过, 殉 < 近 有 


与 
Zi 一 Si(zz) =— Vl—zxi, 0<zs<1 

都 是 C” 函数 , 故 为 C” 相 容 的 . 

其 余 三 种 情况 Ui 站 Us 关 多 ,Us 门 U; 关 名,U; 八 U, 关 多 可 类 似 讨 论 . 

由 以 上 证 明 , 可 知 S!={(zi ,zo) ER :xf 十 二 1} 上 赋予 A = 二 {U1 ,Us ,Us ,U), 就 使 得 
S! 成 为 R* 的 一 维 光滑 流 形 M 二 S'. 

注 在 同一 个 拓扑 流 形 上 ,可 以 有 不 同 的 微分 结构 . J. Milnor 在 1956 年 给 出 著名 的 
“Milnor 怪 球 ” 的 例子 ,说 明 在 同 胚 的 拓扑 流 形 上 存在 不 同 构 的 微分 流 形 结 构 ,因此 微分 结 
构 有 独立 于 拓扑 结构 的 意义 . 


2. 微分 流 形 上 映射 的 光滑 性 

1) 光滑 流 形 上 的 光滑 函数 

定义 6.1.5( 光 滑 流 形 上 的 光滑 函数 ) 设 (M,A ) 是 m 维 光滑 流 形 , f:M>RR 是 (Mt) 
上 的 实 值 函数 ,对 于 pEM, 若 (U ,qu)EA 是 包含 点 户 的 容许 坐标 卡 , 则 复合 函数 f。qo! 是 
开 集 gu(U)CR”" 上 的 实 值 函 数 f°gy' :gu(U) 一 RR ,如 图 6.1.4 所 示 . 


6.1.4 流 形 上 的 光滑 函数 
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于 是 ,如 果 gu(U)CR” 上 的 实 值 函数 
f° gp UR 
在 gu(U)CR” 中 的 点 gu(p)Egqu(U) 处 是 C” 的 , 则 称 流 形 (M,A ) 上 的 实 值 函数 f:M 一 RR 
在 点 gu(p) 是 C” 的 . 若 f:M> 民 在 (M,A ) 的 每 一 点 都 是 C” 的 , 则 称 流 形 (M,A ) 上 的 函 
数 f:M>R 在 (M,A ) 上 是 C” 的 . 


记 M 上 的 C” 函 数 的 全 体 为 C™ (MD 二 {f:f 是 M 上 的 无 穷 次 可 微 的 连续 函数 }. 于 是 ， 
流 形 (M,A ) 上 的 光滑 函数 可 表述 为 

f :MR 是 流 形 (M,A ) 上 光滑 函数 后 f*gv!:R”" 一 R 为 光滑 函数 

2) 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 


定义 6.1.6 (光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 ) 设 (M,A ) 与 (N,B ) 分 别 是 m 维 与 n 维 光滑 
流 形 ,f:M>N 是 (M,r) 到 (Nu) 的 连续 映射 若 对 于 点 p€EIM 与 点 f(p)EN, 分 别 存 在 从 
标 卡 (U,gu)EA 与 (V,Ww)EB ,使 得 映射 
pr "f° Go: puUCR" > IV) CR 
在 点 gu(p)Egqu(U) 是 C” 的 , 则 称 映 射 /:M>N 在 点 pEM 是 C” 的 ; 若 在 M 的 每 一 点 都 
是 C” 的 , 则 称 f:M>N 在 M 上 是 C” 的 ,或 称 f:M>N 是 流 形 (M,A ) 到 流 形 (N,B ) 的 光 
滑 映射 . 
注 (1) 光 滑 函 数 是 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 的 特例 ; (2) 映 射 的 光滑 性 与 光滑 流 形 的 
容许 坐标 卡 的 选取 无 关 . 
若 dimM 二 dimN, 且 f:M>N 是 拓扑 同 胚 , 当 f 与 1 都 是 光滑 映射 时 , 则 称 f :MN 
是 可 微 同 胚 (differentiable homeomorphism) ,并 称 两 流 形 (M,A ) 与 (N.,B ) 可 微 同 胚 ,也 称 
(M,A ) 与 (N,B ) 的 光滑 流 形 结构 是 同 构 的 (isomorphic). 
于 是 , 流 形 (M,A ) 到 流 形 CN,B ) 的 光滑 映射 可 表述 为 
f:M 一 N 是 流 形 (M,A ) 到 流 形 (N,B ) 的 光滑 映射 
全 加 太阳 :mW(U) 一 如 (V) 是 R" 到 R" 的 光滑 映射 


图 6.1.5 流 形 之 间 的 光滑 映射 
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3) 光滑 流 形 上 的 光滑 参数 曲线 


定义 6.1.7( 光 滑 流 形 上 的 光滑 参数 曲线 ) 取 (M,r) 一 ((&,b).r),zr 为 RI 上 的 通常 拓 
扑 ,(N,B ) 是 n 维 光滑 流 形 , 若 映射 f:(a,6) 习 N 是 (a,6) 到 NN 的 光滑 映射 , 则 称 映射 
f:(asb)>N 为 流 形 (N,B ) 上 的 光滑 (参数 ) 曲 线 (smooth(parameter)curve) ,如 图 6. 1. 6 所 示 . 


图 6.1.6 流 形 上 的 光滑 参数 曲线 


事实 上 , 视 (M,z) 一 ((a,b),r),z 为 RI 上 的 拓扑 , 亦 即 取 (M,A ) 为 一 维 流 形 ; 设 (N,B) 
是 n 维 光滑 流 形 ,N 的 坐标 卡 是 B = 二 {(V ,yy)}. 视 映射 f:M>N 的 定义 域 为 9= (a,5)CC 
M, 值 域 为 名 CN. 若 映射 f:(a,b) 一 N 是 9CM 到 NN 的 光滑 映射 , 则 映射 f; (a,5) 一 N 为 
N 上 的 一 条 光滑 曲线 . 

流 形 (N,B ) 上 的 光滑 曲线 可 表述 为 


CN,B) 上 的 曲线 f:(a,6) 一 NN 为 光滑 曲线 后 ref:iCa'0) 一 及 是 光滑 映射 


f:D/= (ab) CM 一 只 /一 入 8 一 加 oj:(ay pb) 一 及 " 
- 维 流 形 M 到 n 维 流 形 N 的 映射 EE -元 n 维 向 量 值 函数 
借助 于 局 部 坐标 系 ,可 以 定义 流 形 上 的 函数 、 流 形 之 间 映 射 以 及 流 形 上 的 曲线 ,并 且 定 
义 它们 的 光滑 性 . 
注 流 形 上 的 参数 曲线 是 流 形 间 光滑 映射 另 一 个 重要 特例 . 今后 我 们 对 f:(a,5) 一 NN 
与 光滑 曲线 不 加 区 别 , 统 一 记 为 7: (a,6) 一 NN. 


6.1.2 余 切 空间 、 切 空间 


三 维 欧 氏 空间 的 几何 直观 告诉 我 们 : 光滑 曲线 在 每 一 点 有 切线 ,光滑 曲面 在 每 一 点 有 
切 平面 . 切 平面 可 以 定义 为 光滑 曲面 上 过 一 个 点 的 每 一 条 光滑 曲线 的 切线 都 在 同一 平面 时 ， 
这 个 平面 就 是 该 点 的 切 平面 . 在 一 个 光滑 流 形 (M,A ),A 二 {(U,gu)} 上 , 当 如 何 推 广 这 些 
概念 呢 ? 本 节 来 解决 这 个 问题 . 

给 定 一 个 m 维 光 滑 流 形 (M.,A ),A 一 {(CU,epu)}. 


1. 基本 空间 C7 (MD 
集合 
SM = (fi UE Ry EC HO, pEUU Ez 
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表示 由 PE M 的 一 个 邻 域 U 寺 U， 到 R 的 C” 实 值 函数 FU 一 R 的 全 体 . 了 的 定义 域 就 是 U， 
用 通常 的 记号 ,9 了 =U. 
设 f,gECz(CM) , 且 3=U, 人 =V, 在 集合 CF (M) 上 定义 运算 如 下 : 


加 法 (fia (zr)=f(r)+g(r), VrEDNDY:; 
数 乘 (af) (x)=af(x), VrED, a€ER; 

于 是 ,(CF (MD) ,十 ,a* ) 成 为 实数 域 R 上 的 一 个 实 线 性 空间 ; 进而 ,还 可 定义 
乘法 (f* g(r)=f(r)g(r), YrE DNDG. 


注意 ,CF (MD) 中 的 函数 f:U 一 R 的 C” 光 滑 性 是 在 定义 6. 1.5 意义 下 的 . 


2. 函数 芽 空 间 名 


@ C7> OWD 中 的 等 价 关系 ~ ”对 于 f,g€ECF (MD ,车 3 点 pEM 的 邻 域 H,pE HCM,， 
使 得 fin 二 gln, 则 称 与 g 等 价 , 记 为 f~g. 

记 与 JE€ CF (M) 等 价 的 .CF (MD) 中 的 函数 的 全 体 为 [让 , 称 等 价 函 数 的 集合 [f=={g€ 
CF (MD) :g 一 了 用 为 流 形 M 在 点 pEM 的 C” 函数 芽 (germ). 

空间 CF (MM) 等 价 关系 一 的 意义 : 把 只 要 在 p 点 的 某 一 个 邻 域 也 中 相等 的 所 有 函数 视 
为 “一 个 ”, 若 f,gECF (MD), 且 fln= 二 gln, 则 称 为 二 者 “等 价 ”: f~g. 

@ 等 价 类 空间 ”定义 商 集合 =C? (CM)/~~ 三 {[ 有 ]:fECF (M)), 铭 为 C” 函 数 芽 集 . 

定义 函数 芽 集 多 =C7 (MD) /一 中 的 运算 : 

加 法 LflsLeljée® = Lt+Lel=Lfitel; 

数 乘 [fj]€, ER = a[fj]=[af], 
于 是 ,函数 芽 集 总 =CF (MD /一 成 为 实 线 性 空间 , 称 为 函数 芽 空间 (germ space). 显然 ， 
它 不 是 一 个 有 限 维 空间 . 
函数 芽 空间 镶 = 二 CY COM)/ 一 的 意义 : 售 空间 中 的 元 [由 都 是 等 价 类 , 称 为 函数 芽 , 每 个 
芽 [f]E 龟 中 有 无 穷 多 个 函数 gE[ 几 ,它们 在 PE M 的 一 个 邻 域 互 中 ,与 上 有 相同 的 值 . 
这 样 无 穷 多 个 g 中 ,只 要 抽出 一 个 作为 代表 ,相当 于 出 一 个 芽 [ 几 .如 此 划分 CF (MD) 中 的 
等 价 类 ,提供 了 按 等 价 类 研究 函数 性 质 的 一 个 重要 方法 . 


3. 参数 曲线 空间 工 ， 


流 形 (M,A ) 上 过 点 p€E M 的 参数 曲线 7:( 一 6,6) 一 M 对 于 点 jnEM, 若 存在 9 二 0, 使 
得 0e> 记 , 且 Y:( 一 9,0) 一 M 是 一 对 一 映射 , 则 称 映射 7: (一 96,6) 一 M 为 流 形 (M,A ) 上 过 
PEM 点 的 参数 曲线 . 记 (M,A ) 上 过 PE M 点 的 光滑 参数 曲线 的 全 体 为 

Ts = {7:( 一 6,0) 一 M,Y 是 C” 光滑 的 }， 

称 TP, 为 过 p 点 的 光滑 参数 曲线 集 .简称 参数 曲线 集 . 

在 Ts 中 定义 运算 

加 法 ity) = D+YD, ViE(—0,0); 

数 乘 (ay) (1) =ay(D) ,ViE(—6,6), xcER， 
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则 TI, 成 为 实 线性 空间 , 称 为 参数 曲线 空间 . 
参数 曲线 空间 Tv 的 意义 : 过 点 PE M 有 无 穷 多 条 光滑 参数 曲线 y ,将 它们 的 参数 限制 
在 上 E (一 9,9) 中 ( 须 存在 一 个 共同 的 6 二 0) ,并 且 使 得 参数 :一 0 对 应 于 点 p, 记 为 7Y(0)=p. 


4. 零 配 合子 空间 市 


函数 芽 [ 门 E 祝 与 参数 曲线 YET, 的 配合 定义 [f]E 合 与 YE Ty 的 配合 (《(Y,[f])》: 
对 于 [/]E 舍 与 YET,, 称 


《p57 一 开 语 轨 ,1€ (一 5,0) 《6.1.2) 


为 [f]E 龟 与 YET, 的 配合 ,如 图 6.1.7 所 示 . 显然 ,fy:( 一 8,0) 一 R 的 光滑 性 有 意义 . 


图 6.1.7 7 与 [/] 的 配合 


配合 的 意义 : 《47,[/])) 一 些 太 他 | 相当 于 导数 人 全 闪 在 1 一 0 的 值 , 亦 即 , 它 是 喘 


射 f°*yY 在 点 p(t 二 0) 的 切 矢量 . 
注意 ,配合 ((y,[ 刀 ?与 f 的 选择 无 关 ( 为 什么 ?). 于 是 ,可 以 定义 函数 芽 空间 合 的 子 集 
Sh={[f] €:((7,[f])))=0, V7YET,} CS， 
称 和 为 零 配合 集 . 
在 零 配合 集 人 C 久 中 ,定义 


[fh re [让 攻 = 以 趟 g (加 法 ) 
[ 门 E 了 ,eaER = V7YET,, aLfJj=[af]. ( 数 乘 ) 
则 上 述 运算 封闭 . 这 是 因为 
es _d(f+i+ge)ey 
LU]eys YE TR eb = 加 
dCF。7) d(g°7) 
dr 2 dr 1=0 


= ((y,[f]))+ (YLg))) =0 
沪 (7sLf 十 璋 水 三 0 直 [Lf 十 半生 
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d(af » 7) we 
dr :0 dt |=。 


=a((y,[f]))=0 
>a[f] Ej (af])) =0> alf] €j. 


[fJ] Ej,a€ER=> V7YET,, 有 ((7Y,aLf))) 


于 是 
$={[f]€R:((7,[f])) = 0,V7y ET,} 
是 总 的 实 线性 子 空间 , 称 地 为 名 的 零 配合 子 空间 . 
零 配 合子 空间 有 表征 定理 . 
定理 6.1.1 设 (M,A ) 为 m 维 光滑 流 形 ,你 为 C” 函 数 芽 空间 ,第 为 零 配 合子 空间 . 车 
[fjE 你 ; 则 [f]ES 当 且 仅 当 对 于 包含 pEIM 点 的 容许 坐标 卡 (U ,gu), 有 


fs = ls i 
9zxj gp) 
证 设 (U ,qu) 为 包含 p€EM 的 容许 坐标 卡 , 于 是 ,对 于 [EE 意 , 令 
f°* go (zi I i) = Pp) finn E grUY, 
另 一 方面 ,对 于 YET, ,7Y:( 一 6,6) 一 UCM, 记 其 关于 容许 坐标 卡 (U ,gu ) 的 坐标 表示 为 
(Cu YN Gy 2)5) = (T1290 Tn(t)) EE RE (一 90). 
于 是 ,对 此 [f]E 剑 与 YET, ,做 配合 


dCF。7) d(foe go °° pu° 7) d(F°。 gu ° 7) 
‘7,[71)) dt 1=0 dt 1=0 dt 1=0 
d(F(zx1(1),* ,zx (t))) “aF dz; (1) 
dt t=0 人 gp) dt Ee 
得 
和 
esever mt) -oo ver YE SV -o 
ja Ti | gp t t=0 
ont 
A 
gz Hp) gz Up) 


零 配合 子 空间 和 ={[ 门 ES 多 :((y,[ 门 ))=0,YV7yET,) 的 意义 : 零 配 合子 空间 证 中 的 
元 [ 门 , 恰 好 是 在 点 pEM 关于 局 部 坐标 的 偏 导 数 的 值 都 是 零 的 光滑 函数 芽 所 构成 的 线性 
子 空间 . 当 7y 与 7' 等 价 时 ,y~y 蕴含 一 元 函数 f° 与 f°*Y 在 t= 二 0 有 相同 导数 . 


5. 余 切 空间 T; = 全 /一 一 一 芽 空间 多 中 的 等 价 类 
定义 6.1.8( 余 切 空间 ) 设 褒 是 函数 芽 空间 ,十 是 其 零 配合 子 空间 ,定义 商 集 T; 二 谷 / 
一 ; 亦 即 ,定义 芽 空 间 您 中 的 元 的 等 价 关系 ~ : 对 于 [ 门 ,[Ls]E 太 ， 
[于 过 1] 合葬 一 攻关 区 
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在 上 述 等 价 关 系 之 下 , 记 与 [有 E 你 等 价 的 元 [g]€ 镶 全体 所 成 的 集合 为 
[71" = 1 € :La [hs 
因此 ,与 [有 E 意 等 价 的 [Lg]E[Lf]" ,满足 : VYET,， 
[gj € [Lf S&Lf— Lg) =0 © (7,L7])) = (7,Lg))), 
亦 即 [f],[gj€E 合 ,;[f]~~[Lgj 表 示 [f],Lgj 与 任 一 YET 的 配合 相等 . 
商 集 T2 = 你 /一 二 {[f* :[f] 人 你} 的 运算 结构 : 在 商 集 T;? 二 剑 / 一 上 定义 
加 法 Bee 过 园丁 Le 
数 乘 [ET acER = a[f]’ =[af]’*,， 
则 T2 二 你 /一 成 为 实 线性 空间 , 称 为 流 形 M 在 点 旋 EM 的 余 切 空间 (cotangent space). 余 切 
空间 T2 二 剑 / 一 中 的 元 [1 ET》 也 记 为 [了 "二 (df),, 称 为 流 形 M 在 点 pEM 的 余 切 矢 
量 (cotangent vector). 


6. 余 切 矢量 (CdP)， 的 一 个 公式 
对 于 流 形 M 上 任意 ; 个 光滑 函数 户 , 严 ,…, 记 EC (COM) ,以 及 R' 上 的 一 个 光滑 函数 
Fly ,yy ): RR—R, 
则 FF, 户 ,… ,了 ):R' 一 RR 是 在 点 ( 放 (p), 玉 (p),…, 扩 (pp)) ER 的 邻 域内 的 光滑 函数 . 
由 此 ,得 到 满足 f(gq) 三 FC 用 (gq) ,用 (gq),…,f(g)),gEU， 的 复合 函数 :MR， 
Pn EE COM F(fi ,fe ,sf ):R'—>R 


l T | 


flo Ftp PUD, ge, 
对 于 流 形 M 上 这 样 的 函数 了 :MR 的 余 切 矢量 (df), 二 [Lf]" 有 如 下 表示 公式 . 
定理 6.1.2 设 MM 为 m 维 光滑 流 形 ,对 于 任意 的 及,f*，…,f*ECFP(M), 对 于 R’ 上 的 
光滑 函数 下 (yy 7) :RS 一 及 , 邻 
oO FD fF) Fg) ED， 
则 fECF (MD), 且 成 立 公 式 
而 真一 (2 ] (dp (6.1.3) 


| Cf Op) Fp)) 


证 设 每 个 广 , 玉 ,…,fECF (MD) 的 定义 域 为 Ui(pEUi,1k 过 5), 则 了 的 定义 域 为 
v= U. 


于 是 ,对 于 gEU 三 站 U, 令 
fla) = ss gE Ds 


加 
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由 FEC”(R'), 故 JECF (CMD. 对 VYET, ,计算 


《7,[ 门 7 生计 ) dF(f’ 一 一 一 一 一 一 
z i z to 

上 网 本 :=0 

2 (六 op nD 

a ( (7 办 (Bnet) 2 
因此 

(7,[fj)) = ( (»,> 2 。。E| ) 

上 式 蕴含 

中 中 匀 [wa 四 
亦 即 

Ci 二 (gE ) sa 
定理 得 证 . 


图 6.1.8 给 出 了 定理 6.1.2 的 图 形 表示 . 


R 
图 6.1.8 定理 6.1.2 的 图 解 


由 以 上 定理 可 得 到 余 切 矢量 (df), 二 [fj* 的 重要 的 性 质 . 


定理 6.1.3 设 f,gECz(M),a,pER ,有 (df),==[f]* ET; ,(dg),=[gj* ET; , 则 
(dlaf +Bg)), = a(df), +BCdg),s 
Cd(f » g)), = (df)s g Cp) + (deg), fp). 


这 一 定理 的 证 明 由 微 积 分 中 的 基本 公式 得 到 ,因为 (df), 运算 实际 上 已 经 化 为 微 积分 
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中 的 求 导 运 算 . 
定理 6.1.4( 余 切 空间 T; 的 维 数 定理 ) 设 (M,A ) 为 m 维 光 滑 流 形 , 则 dimT; 一 7 


证 取 点 pEM 的 一 个 容许 坐标 卡 为 (U ,gu),YgEU, 其 局 部 坐标 (Gia ,ws，… ,un) 记 为 
(Ca (gq) ,an(dq)) 一 ((9r(q)) , (gu (gq)),) 
= ((e1° gu)(q) ,en ° gu) (gq)), (6, 1 
其 中 {el ,… ,en) 为 R” 中选 定 的 一 个 坐标 系 ,而 VYg€EUCM 二 qu(g) ER”. 
图 6.1.9 给 出 了 定理 6.1.4 的 图 形 表示 . 


U Pu(q) 
oa RB 


el @ 
6.1.9 定理 6.1.4 的 图 解 


例如 ,m= 二 3 时 ,有 gu(g) 二 (gu (9))iei 十 (qu (9))zes 十 (gu(9))3es, 此 式 右边 可 视 为 
gEU (gq) ER (gu(g))1, (gu(q))s, (gu (gq))s). 
一 般 地 , 记 
uw(g) = (gu(q))jej; = (ej;° gu)(g), j= 1,2,.° ,ms 
于 是 


(gu (1 (pu(q)),) = Da), ej = 3 “ gu) (gq). (6.1.5) 
注意 ,这 里 的 {el ,…,ew} 是 R" 中 取 定 的 一 个 业 标 系 ， 并 不 一 定 是 通常 使 用 的 标准 直 交 系 . 
由 于 流 形 的 光滑 性 , 知 在 (6.1.4) 式 中 ,wu EC7F (MD ,于 是 
wi ECM Lu EF LyJEF/~ (dy)=[wy]ET;, 
此 即 (dwj), 二 [wj]" ET;. 我 们 要 证 明 
{(du)»s 1 SjSm} (6. 1.6) 
是 T; 的 一 个 基 , 即 要 证 明 两 件 事 : 
@V(d 有 ,ET? ,都 可 由 (dwuj), (1 二 j 三 m) 线 性 表示 ; 
@ (duj), (1 三 j 生 mr) 是 线性 无 关 的 . 
首先 ,VY (df), ET; , 则 f*gpo' 是 定义 在 R" 中 某 个 开 集 V (gu (gq)EV) 上 的 光滑 函数 ， 
对 于 (zi ,X28 Xn) EVCR", 今 
P(r ™ ,Ru) = ff * Go (ZX1 se yy 
于 是 f(g)= 二 FQ ,wus，… ,ua). 利用 定理 6. 1. 2, 得 到 
9 
Wf = 祷 (多 weon 


所 以 (dP)， 是 (dw), (1 三 j 三 m) 的 线性 组 合 ,这 就 证 明了 @. 
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其 次 ,证 (dwj), (1 二 j 三 m) 是 线性 无 关 的 . 若 不 然 , 有 一 组 不 全 为 0 的 实数 w ,lj 二 m， 


使 得 

Si 一 0 之 Siwd (2 
i=1 j=1 

$2 VET, 普 合 《y, wcw]) 二 0 = 从 本 .L 获 

1， j=k, 

> 取 一 组 ET,,1<hk<m, 满 是 忆 oA4(0) 二 w(p) 十 t6y ,其 中 5 组 
XET,,1<h<<m, 实 际 上 是 取 的 通过 p 点 的 直线 ,它们 当然 是 “曲线 ”的 特例 ) 

3 eh Ee + 0 6 


过 ”在 (6.1.7) 式 中 , 令 y(1) 二 X44(7) , 便 得 到 
7=h€T, 闭合 lad 的 计生 
j=1 
由 此 得 到 &j 二 0,1<j 夺 m, 这 与 aj 不 全 为 0 矛盾 ,从 而 @ 成 立 , 即 (duj), (1 三 j 三 m) 线 性 无 
关 . 定理 得 证 . 
我 们 称 (6. 1.6) 式 决定 的 {(dwj), ,1 三 j 三 mr) 为 T 的 (关于 光滑 流 形 M 的 局 部 坐标 系 
{(U,w)) 的 ) 自 然 基 . 


Dads = 0, k= 1,2,%,m. 
j=1 


t=0 


7. 切 空间 T=T,/~ 一 一 参数 曲线 空间 Tv 中 的 等 价 类 
由 配合 的 定义 (6. 1.2) 式 ,对 于 [f]E 信 与 YET,, 称 
07,[f])) = 于 后 如 加 


为 [fjE 龟 与 YET, 的 配合 . 由 此 配合 ,可 定义 两 种 等 价 关系 
@ 在 名 中 一 [ 门 ,[ 四 Eg 
[的 一 [月 © 《7 [有 站 )) = (7,Lg])), VY ET,; (6.1.8) 
从 而 得 到 余 切 空 间 六 = 名 /一 ; 
加 在 下 中 一 一 刻 WEE 
r= 3 WBADY = EW YEA EL 
因 [ 门 "一 (djP)。 与 [由 的 选取 无 关 , 上 式 成 为 
Ya SS 人 dd VE Ts (6. 1.9) 
从 而 得 到 切 空间 T, ==T, /~. 
定义 6.1.9(T, 中 的 等 价 类 , 切 空 间 ) 设 T; 王 寓 /一 为 余 切 空间 ,我 们 定义 ， 
(1) 参数 曲线 空间 I, 一 {7:( 一 6,6) 一 M) 中 的 等 价 关 系 
在 流 形 M 上 过 点 户 EM 的 参数 曲线 空间 T， 中 ,定义 等 价 关系 一 : 
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YET IY SA NAA = CY Cd, VP ET. 
(2) 切 空 间 T= 二 T /~ 
在 T， 中 的 等 价 关系 (6.1.9) 化 为 
VEDI~Y HB (U7—Ysdf =0, VCdum ET. 
记 等 价 类 为 
[= ED ~ 
并 记 等 价 类 的 全 体 为 
T = Ty,/ ~= {[7J:7 € To). 

在 此 等 价 类 集 T, 二 {[Yj:YET，) 中 ,定义 加 法 与 数 乘 , 使 得 T, 二 {[Y]:YET,} 成 为 线性 

空间 , 称 T, 二 了 /一 为 流 形 M 在 点 pEM 的 切 空间 (tangent space). 


定理 6.1.5( 切 空间 的 性 质 ) 设 M 为 m 维 光滑 流 形 , 则 

(1) T= 二 {[Y]:YET,) 是 线性 空间 ; 

(2) T 是 余 切 空间 T》 的 对 偶 空间 , 亦 即 ,T， 是 T; 的 线性 泛 函 空间 (人 ) 二 T,, 且 
dimTy =m=dimT,; 

(3) 对 于 T， 中 的 每 个 元 [r]ET,, 可 以 定义 ([Y],(df),) 三 ((yY,(df),)), V7YEL[YJE 
TVtdaP ET 使 得 《LY],Cd)5) 是 了, 义 T3 上 的 双 绕 性 式 。 


证 (1) T, 二 {[7Yj:7YET,) 是 线性 空间 ,因为 
[zx],[]eT = [nj+[7] = [y+ yj, 
[YJ] € T,sa € R= a[y] = [or]， 
所 以 T, 构成 实 线 性 空间 . 
(2) 为 证 (T; )" = 二 T, , 取 光 滑 流 形 M 的 点 q EU 的 局 部 坐标 ,如 (6. 1.4) 式 
(ui(q) ,ss umn(q)) = ((gu(q))1 ,Gu(q))n) = ((e1° gu) (gq) , (em ° pu) (gq)). 
设 M 上 一 条 光滑 参数 曲线 YET 由 函数 j= 二 wj (DD) (1 志 j 过 mw) 给 出 ,p= 二 (ww (0))icj<wn 是 点 
p EM 的 局 部 坐标 . 故 由 定理 6.1.1 证 明 中 计算 (7y,[ 方 ?> 的 思路 ,以 及 定理 6.1.2, 可 推导 
如 下 : 
VEAE To VaPDsy€ 避 有 A (A) = Wn ta Dy 


= ([7],(df),) = 2%6;, 其 中 


ol j 
PE si) ; (学 ] (Ye 一 2 em 的 下 
gD) 1=0 We 


gu; dt di 


二 上 式 表明 系数 4 一 (太后 了 ， 恰 是 余 切 矢量 (d/),€ T; 关于 自然 基 
时 天 加 


全 :1 过 j 寺 m}) 三 {(dwj), :1 二 j 二 m) 的 分 量 
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二 ([], (df),) 一 了 a) 是 T; 到 数 域 R 的 线性 映射 , 亦 即 , T; 到 RR 的 映射 


和 


(dpPoET 一 ([ 轨 ,CdP)ER 是 一 个 线性 泛 函 , 当 (dPvET 给 定时 , 它 由 分 量 


和 时] Gs ° zx 
5 全 io dt 是 全 有 Ss 


完全 确定 ; 而 一 人 所 名】 Qj 过 mw) 则 由 (dE 全 确定 
Wp) 


字 ”V7YEL[YJET,, 可 确定 一 组 {5:1<j 全 m} ,也 就 确定 一 个 线性 泛 函 . 将 其 记 为 


d(u; ° 2 
co 


Zi 1&<j<m. 


二 {Fa() = 2o5 = 《LYJ,*…)): VY[Y] € T,}“Ts 是 T; 上 的 线性 泛 函 的 全 
j=1 
体 , 故 (T;)" =T, 得 证 . 
(3) 显然 . 定理 得 证 . 


定义 6.1.10( 切 矢量 ) 设 T, 二 {[y]:YET,) 为 流 形 (M,A ) 在 点 pEM 的 切 空间 . 切 
空间 T， 中 的 元 [Yj 称 为 过 点 p 的 切 矢量 (tangent vector). 


切 矢量 的 几何 意义 ”对 于 两 个 切 和 撩 量 [Yj],[Y]ET,, 若 7,Y ET 分 别 有 局 部 坐标 


YE TD0) 一 Ms wD) = Ga ysun(t)), 1E (一 0.0)， 
Y ED,:(—6,60)—M: (WD) = CD yt)), 1t€E (—6,0), 
则 [~[7IS ( 蝇 ) .=( 竖 ] ,1<j<m. 故 [7 与 
i jw dt Ji~o 


[Y J 等 价 是 指 两 条 光滑 参数 曲线 7,Y ET 在 点 PE M 有 相同 
的 切 矢 量 , 如 图 6. 1. 10 所 示 . 因此 , 流 形 M 在 点 p 的 切 和 失 量 恰 
好 是 在 点 p 的 有 相同 切 和 失 量 的 参数 曲线 的 全 体 所 成 的 集合 . 
根据 以 上 讨论 , 记 闵 =X 一 [ 妆 , 则 定理 6.1. 5(3) 给 出 图 攻 二 区， 荐 天 二 
[7 = dh = [NE Ts (df € TY 
是 双 线 性 式 . 
下 面 的 定义 给 出 此 双 线 性 式 的 意义 . 


定义 6.1.11( 光 滑 函 数 的 微分 ) 光滑 流 形 (M,A) 在 点 户 EM 的 切 空 间 T， 中 的 元 
[Xj]; 即 过 点 p 的 切 矢 量 , 记 为 义 一 XX 一 [Yj],XET,; 余 切 空间 T; 中 的 元 [ 门 *, 即 过 点 旋 
的 余 切 矢量 , 记 为 (df), 一 [fj". 把 (df), ET; 称 为 1ECF(M) 在 点 pp 的 微分 
(differential) ,并 且 把 双 线 性 式 

r= dD KE Ty MUD EE 
称 为 函数 沿 切 矢量 XX 的 方向 导数 (directional derivative). 


pa 


6.1 基本 概念 


若 微 分 (df), 二 0, 则 称 点 p 是 函数 了 的 临界 点 (eritical point). 


定理 6.1.6 方向 导数 有 如 下 性 质 : VXET,,f,g€C7 (M),a,BER , 则 
(1) X(af +Bg)=aXf+BXg; 
(2) X(f* g)=f(p)Xgt+g(p) Xf. 

于 是 ,XX 二 处 ,:CY (M) 一 RR 是 CP (M) 上 的 实 函 数 . 


证 由 定理 6.1.2 与 定理 6.1.3, 就 可 得 到 此 定理 的 结论 . 
注 将 切 和 撩 量 X==X, ET 看 作 算 子 (方向 导数 算 子 ) ,定理 6.1.6 说 明 ,XET, 是 Cy (MD 
上 的 线性 算 子 . 


8. T2 与 T, 的 自然 基 
考虑 VX=X,=[7ET ,VCdPET;, 式 XfF=(X,(CdP)v) 是 双 线 性 式 . 于 是 ,由 光 
滑 流 形 (M,A ) 的 局 部 坐标 系 (w(g):1<jm}),g€U,CM,， 
(tw (gq) sung)) = (Cpu (qi (Gu(g)),) = (Ce1° gu)(q) ,se ° gu)(q)), 
得 到 T; 的 自然 基 { (dw)，:1 志 jm) ,然后 取 光 滑 参 数 曲 线 ET, ,1 二 km, 满 足 
ls， 六 三 入 
ta Dstt hy = By = | [dS 
0，j 关 上 k， 
参见 定理 6. 1.4 证 明 的 第 二 步 , 取 ww oA4(2) 二 wj(p) 十 ts ,其 中 6 如 (6.1.11) 式 定义 ,所 以 
{[44j],1 志 km} CT 是 自然 基 { (duwj) :1 过 jm} CT 的 对 偶 基 . 
再 来 进一步 理解 满足 (6. 1. 11) 式 的 切 和 撩 量 [XA]ET,,1 二 km. 由 于 定理 6. 1. 5(3)， 
将 式 
[7J,Cdf),) 67df))), VrEeE[LryJjET,, V(df ,ET 
取 为 《[ 四 ,CdP) ?= aj, 其 中 


j=1 


(< ° | < (Ea [ee 2 ) ， . 
us 和 Wl ,Jt 一 0 
) 


另 一 方面 ,Cd 一 3 Bi 5 Caw, 其 中 站】 - (KS 1 = 
于 是 ,利用 (6. 1.1D) 趟 ,有 
(XJ, (df),) = (mp 为 (下) se) (¥), S22), 


BR 
所 以 , 切 和 撩 量 [XA4]ET ,1 二 km, 对 于 由 函数 芽 [ 由 产生 的 [有 ==(df), 的 “作用 ”, 实 际 上 是 


仿生 分 竺 子 Du] 一 [元 的 作用 ; (DGdpo) 一 [ 引 ] 一 [区 到 >] ,于 是 ,6. 1.11) 式 
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可 写成 
矢志 
( 郊 ia) 一 个 一 (6.1.12) 
us |» 0， 了 天 及 


对 光滑 流 形 (M,A ) ,定义 余 切 空间 Ty 与 切 空 间 T, 之 后 , 设 T; 的 自然 基 为 
Wowdpal ein Ts 
则 其 对 偶 基 ( 即 T, 的 自然 基 ) 为 


9 
bz 
9. T, 与 T; 中 的 元 的 表示 
通常 ,用 自然 基 表示 


双 9 。 
VXET,>X= 5， 其 中 = 各,X 一 [7 
= J 


ij 


p 


1<j<m}c Ds 


Va€ET;=>a= (df),= Si 其 中 ww = a: 
k=1 
当 T; 有 另 一 组 局 部 坐标 系 
1 本 六 
时 ,XX 与 a 分 别 表示 为 


~ 9 Sa Ne 
VXET,> X= DE, 其 中 = 全,X 二 [7]; 
j=1 i 


Va€ T; > a (dD, = Sadi, 其 中 a 一 3. 
k=1 大 
不 难 推出 如 下 变换 关系 : 


忆 元 让 
一 2585， 一 20 乡下 
Uk pr 


ur 
其 中 
= EN (6.1.14) 
正好 给 出 坐标 变换 gy 。gu' 的 Jacobi 矩阵 中 的 元 . 
再 次 强调 ,我 们 用 {(U ,wj)}) 表 示 光 滑 流 形 (M,A ) 的 一 个 局 部 坐标 系 . 


10. 光滑 流 形 之 间 的 余 切 空间 与 切 空间 


前 几 节 中 ,研究 光滑 流 形 (M,A ) 上 一 点 p€ M 的 余 切 空间 、 切 空间 ,现在 转向 整个 流 形 
(M,A ), VpEM 的 余 切 空间 与 切 空间 的 全 体 . 


6.1 基本 概念 


1) 光滑 流 形 之 间 映 射 下 :M-~N 的 微分 


定义 6.1.12( 光 滑 流 形 之 间 的 映射 下 的 微分 ) 设 (M,A ) 与 (N,B ) 分 别 为 m 维 与 n 
维 光 滑 流 形 ,F:M-~N 为 光滑 映射 ,pEM, 像 点 g 二 FF(p)E€N. 记 余 切 空间 为 T2(M) 与 
Ts(N). 定义 映射 F* :Ts(N) 一 TI(M),pEM,gEN, 满 足 
pA I = "Fs ADE TN)s 
称 F* :TYCON) 一 人 COM) 为 映射 下 :M-~N 的 微分 . 


注 Y(CdAETCON) 二 FC((df),)=d(f°F)ETICMD, 亦 即 ,F* 把 Ti(N) 中 的 微分 
(df), 映 到 TT; (CM) 中 的 微分 d(f° 下 ), 由 下 :MM 一 N,(df), ET?(N) 知 道 ,fEC?(N), 故 
f°F:M>R 为 M 上 的 C” 函 数 ,d(f*FF) 当 然 有 意义 ,因此 定义 映射 

F* :TeCN) — Ti(M) 
为 下 :MN 的 微分 是 有 意义 的 . 微分 F* 也 称 为 映射 下 :MN 的 余 切 映射 . 

2) 光滑 流 形 之 间 映 射 下 :M>N 的 切 映射 

定义 6. 1. 13( 光 滑 流 形 之 间 的 映射 下 的 切 映射 ) 设 (M,A ) 与 (N,B ) 分 别 为 m 维 与 nn 
维 光滑 流 形 ,F:M-~>N 为 光滑 映射 ,pEM, 像 点 g 二 F(p) EN. 记 余 切 空间 为 T;(M) 与 
TeCN). 设 F :TY CN) 一 TCM) 是 定义 6.1.12 中 的 下 :MN 的 微分 记 映 射 

F,:T,M) = (TSCM)’ = TN) = (TYCON))’ 
为 F* ;TY*CN) 一 TI)(M) 的 共 罗 f 映 射 , 亦 即 
(FX,a) = (X,F'a), XET,M,aE€ETHAN), 
微分 F* ;TS(CN) 一 TI(M) 的 共 f 映 射 下 . :T,(M) 一 T,(N) 称 为 由 映射 下 :MN 诱导 的 切 
映射 ,简称 为 映射 下 :MN 的 切 映射 . 
注 ”此 概念 的 理解 如 下 . 
(1) 映射 下 :MN 二 微分 F* :Ti(N) 一 T;(M) 满 足 
有 
由于 (TCMD)2 = CM), (TECN)D* Tj(N), 于 是 ,对 于 FY TSCN) 一 TCM)， 
F*((df),) 二 (d(f°F)),,，V (df),€ Ts(N), 作 用 的 关系 为 


F:M—N 


f:F:M—>R 


(d(f°F)), € T» (M) 


f:N—>R<—f€CN) 


(dys € Tz CN) 


F* :T: (N) = T; (M) F*((df)) € Ti CO 
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(2) 下 的 微分 F* :TSCN) 一 TCM) 二 下 的 切 映射 下 . :TCM 一 T CN) ,满足 
(Pe a= (KP; XE TN se BOD 
根据 (1),F* :TCN) 一 TIOMD) , 故 F :YaET ON 一 FreceT COM) ,因而 
VXET,M,VFa€E TIM)= (X,F‘a) ER 
有 意义 ; 于 是 ,可 以 定义 左边 的 算 子 F.:T,(M) 一 T,(N): VXET,(M), 每 个 F.X 视 为 
T,(N) 中 的 元 . 
对 于 (TjCN))* = 二 TS(N) 中 的 元 a€E TS (N),《F.X,a) 有 定义 ,而 且 属 于 R ,于 是 ,让 
《FF,XX,a) 与 《4X,F*a) 相 等 ,就 定义 了 切 映射 F.:T,(M) 一 T,(N). 
为 什么 称 下 ,为 :MN 的 切 映射 呢 ? 请 读者 自己 与 高 等 数学 中 的 函数 相 切 的 概念 相 
比较 . 
图 6.1.11 给 出 了 切 空间 与 切 映射 的 一 个 简单 的 图 解 . 


GOVT (TN)=TH0D) 
F. 


图 6.1.11 切 映射 、 切 空间 


最 后 来 求 F" :TOCN) 一 人 COM) 与 FTCGOM 一 T CN) 在 自然 基 之 下 的 变换 矩阵 . 

设 PEM 的 开 邻 域 中 的 局 部 坐标 为 (ww )i<i<w* 像 点 1(p) 二 gE N 的 开 邻 域 中 的 局 部 坐 
标 为 (we)i<k<** 假 设 由 此 构成 立 CM) 中 的 自然 基 {(du :1 所) 和 与 Ty(N) 中 的 自然 基 
{(dw) :1 志 k<n} ,于 是 ,F:M>N 在 p€EM 点 的 开 邻 域 中 可 表示 为 

v= Fi(usun), lk<n, 
而 F* ;TSCN) 一 TCMD) 在 TC(N) 中 的 自然 基 { (dvi) :1 委 R 委 四 上 的 作用 可 记 为 
F* ((dvi)s) = d((v; ° F),) 一 (于 dis, k= 1,n. 

p 


j=1 i 


此 式 表 明 ,F* 将 T;(N) 中 的 自然 基 {(dvi) :1 二 kn} 变换 到 Ti(MD) 中 的 自然 基 { (duj) :1 三 
jm 之 间 的 变换 Jacobi 短 阵 是 [ ( 叶 )] 。 . 


同 理 ,相应 的 切 映射 下。 Te 让 _ 上 的 作用 是 


1<j< 


x 入流 9  。 二 DR 
(F. (站 )-am) (到 :Fedo)) 3 (Go os) 


6.1 基本 概念 


此 即 


9 “(9F, 9 和 
F. (起 ) 站 (二 | 兹 : 了 1,2,° ,7m. 


因此 , 切 贞 射 :TCMD 一 T,CN) 将 TCMD 中 的 自然 基 { -| 变换 到 了 ,CN) 中 的 自然 


基 { 75 | ,的 变换 Jacobi 算 阵 是 [[( 50] ] 


11. 切 矢量 场 


6.1.1 节 与 6.1.2 节 中 ,我 们 在 T 型 拓扑 空间 (M,r) 上 建立 了 C” 微分 流 形 (M,r,A )， 
流 形 上 的 余 切 空 间 Ti(M) 与 切 空间 T,(M). 
定理 6.1.6 告诉 我 们 , 切 矢量 X, ET， 是 定义 在 CF CM) 上 的 实 函 数 , 即 
Xs: C2(M) 一 人. 
如 果 对 于 流 形 M 上 的 每 一 点 如 EM, 指 定 M 在 点 的 一 个 切 矢量 X,, 则 称 
X= {X,:p EM) 
是 流 形 M 上 的 切 矢量 场 . 
车 fEC™(MD), 令 (X 有 )(p)= 二 Xf , 则 Xf 是 流 形 M 上 的 实 函 数 . 


定义 6.1.14( 光 滑 切 矢量 场 ) 设 X 二 {X,:pEM}) 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 拓 量 场 ， 
若 对 于 任意 的 fEC™(M), 仍 有 XfEC”(M), 则 称 久 是 流 形 M 上 的 光滑 切 矢量 场 . 若 切 
矢量 场 XX 一 {X,:pEM) 中 的 每 个 切 矢 量 都 是 光滑 的 , 则 其 为 光滑 切 矢 量 场 . 于 是 ,光滑 切 矢 
量 场 X 二 {X,:pEM}) 是 C”(M) 到 C”(M) 的 一 个 算 子 . 其 性 质 如 下 : 

(1) X(af+Bg)=a(Xf)+B(Xg); 

(2) X(f» g)=f* (Xg)+g* (Xf), 
其 中 f,g€EC”(M),a,BER. 


引 理 6.1.1 设 X 二 {X,:pEM)}) 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 失 量 场 , 则 对 M 的 任 一 个 
非 空 开 子 集 U,X 在 U 上 的 限制 X|u 是 开 子 流 形 U 上 的 光滑 切 矢 量 场 . 


证 只 需 证 明 , VfEC™(U),Xlvf 仍然 是 U 上 的 光滑 函数 . 
(1) 任 取 一 点 pEU, 则 存在 点 p 的 坐标 域 V,pEV ,使 得 V 是 紧 致 的 , 且 VCU. 于 是 ， 
在 流 形 M 上 存在 光滑 函数 h:M>R ,使 得 


1， pE€EV, 
© 0o<h<1; ©@ h(g)= 
0 pE¥EV. 


其 证 明 方法 与 局 部 紧 拓 扑 空间 的 Urysohn 引 理 证 法 类 似 . 


加 
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了 ED hlads EEU, 
(2) 令 F(z)= 则 由 了 与 的 光滑 性 ,得 到 FEC™ (MD ,Flv 一 


0， 世代 和 ， 
flv. 由 假设 ,X 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 矢量 场 , 故 XFEC™(M). 进而 ,由 
(Xlvf Nx) = XIvf (x) = (XN Nz2), VETV， 
因此 ,函数 XIluf 在 gEU 光滑 , 亦 即 ,Xluf 是 U 上 的 光滑 函数 . 
光滑 切 矢 量 场 有 如 下 坐标 表示 : 


定理 6.1.7 光滑 流 形 M 上 的 切 矢量 场 XX 一 {X，:pEM) 是 光滑 切 矢 量 场 , 当 且 仅 当 对 
于 任 一 点 pEM, 存 在 点 p 的 局 部 坐标 系 {(U ,uy)} ,使 得 X 限制 在 U 上 ,可 表示 成 


2 a 
着 用 二 5 BY 
其 中 名 (1 三 jm) 是 U 上 的 光滑 函数 . 


定义 6.1. 15(Poisson 括号 积 ) 设 X,Y 是 光滑 流 形 M 上 的 两 个 光滑 切 矢 量 场 ,它们 的 
Poisson 括号 积 (简称 Poisson 括号 ) 定 义 为 
[XT] = XY — YX 
亦 即 ,[X,Yj 是 作用 在 C”(M) 上 的 算 子 ,满足 
[X,Y] = XO — BR): 


定理 6. 1. 8(Poisson 括号 的 性 质 ) 设 义 ,Y,Z 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 , 则 对 
于 jgEC”(M)， 

(1) [X,YJ(af+Bg)=aLX,YJ]f+BLX,YJg, apER ， 

2) LE YJCF ge)=7° LX;Y gtg * LXZJ 记 

(3) [X,YJ]=—[Y,X]; 

(4) [X+Y,2]=[X,2]+[Y,2]; 

(5) [fX,gY]=f° (Xg)Y—g* (Yf)X+f°* gLX,Y]; 

(6) LX,[LY,2J]+[Y,L2Z, Xj]+[Z,LX,Y]]=0. 


证 只 证 (5) ,其 余 留 作 习题 . 取 hEC” (MD), 则 由 定义 ,有 
[fX,gYJh= (fX)((gY)h) — (gY) (fFX)R) 
=f*X(g* Yh)—g*Y(f* Xh) 
=f* (Xe Yh)+f sg XYh)— ge (YIf)(Xh)—g* f*Y(Xh) 
=(f(Xg) .YY—g(Yf). X+f. gLX,YDh. 
定理 6. 1.9(Poisson 括号 的 局 部 坐标 表示 ) ”对 于 光滑 流 形 (M,A), 设 {(U,wuj)}) 为 
(M,A ) 的 一 个 局 部 坐标 系 , 并 设 
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为 两 个 切 矢 量 场 X 与 了 的 局 部 坐标 表示 . 则 
a 9 
[XJlo 一 [XlovYlo] 一 六 ( 喧 - 芒 ] 


j=1 k=1 ur ux J9u; 
， 、 六 二 | 直 辣 ， 裕 了 Pe 
证 直接 计算 X ,得 5 Oy 请 读者 自行 验证 . 
Ou Du; Qu 0, jk, 


定义 6.1. 16( 奇 点 ) 设 (M,.A ) 是 光滑 流 形 ,XX 是 (M,A ) 上 的 光滑 切 矢 量 场 , 若 在 点 
PEM 有 X, 二 0, 则 称 点 p 是 切 矢 量 场 XX 的 一 个 奇 点 (singular point). 


光滑 流 形 M 的 光滑 切 矢量 场 X 的 奇 点 性 质 是 很 复杂 的 ,但 光滑 切 矢量 场 X 的 非 奇 点 
的 性 质 比 较 简 单 , 也 很 重要 . 下 面 叙述 但 不 加 以 证 明 地 给 出 非 奇 点 的 局 部 坐标 系 的 简化 
定理 . 


定理 6.1.10 设 M 是 光滑 流 形 ,X 是 (M,A ) 上 的 光滑 切 失 量 场 , 若 在 点 pEM 有 
Xy 天 0, 则 存在 点 户 的 一 个 局 部 坐标 系 {(W ,aa)} ,使 得 X|w 一 有- 


12. 建立 光滑 流 形 之 间 的 映射 的 微分 ( 余 切 矢量 ) 与 切 映 射流 程 图 
光滑 流 形 M 与 N 之 间 的 光滑 映射 F:M>N 
y 
下 :M-~N 的 微分 一 一 F* :TY CON) 一 人 7(CM) ,定义 为 
F*((df))=d(f°F), (df)E TN) 
y 
F:M-~N 的 切 映 射 一 一 下 , :TCM 一 TOCN),( 由 下" :TY CON) 一 六 COM) 诱导 ) 定 义 为 
《(PFXia) = (XsFa); X=X, ET,(MW,aE TN) 
这 些 结 果 在 研究 流 形 上 的 微 积 分 时 要 用 到 . 


6.1.3 子 流 形 


1. R" 中 的 反 函 数 存在 定理 


在 经 典 微 积分 中 大 家 都 很 熟悉 的 一 个 结果 : 若 函 数 在 一 点 的 导数 大 于 零 , 则 函数 在 该 
点 的 一 个 邻 域内 是 递增 的 , 亦 即 ,一 点 的 微分 的 性 质 能 决定 函数 在 该 点 的 一 个 邻 域内 的 性 
质 . 在 流 形 的 情形 ,是 否 也 有 类 似 的 性 质 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 

首先 来 回顾 一 个 经 典 定理 . 


定理 6. 1. 11(R" 中 的 反 函 数 存在 性 定理 ) 设 凤 CR" 为 开 集 ,f:W—>R" 是 W 到 有 "的 
光滑 映射 若 对 zuE 色 ,有 det[( 沁 ] ] 六 0, 则 看 在 am 的 令 域 UCW, 使 得 V 一 J(U) 是 


A 
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f(zo) 在 R" 中 的 邻 域 , 且 三 在 V 上 有 光滑 的 反 函 数 g 一 广 !:V 一 U. 


以 * 流 形 "的 语言 上述 定理 可 理解 为 映射 /:W 一 R" 的 Jacobi 矩阵 [{ 2 蕊 ]] 恰 是 了 的 


= 由 
Aus | ta hs 


det[ (3 上 ] 0 说 明 线 性 映射 满足 如 下 关系 : 


Tk 


切 喘 射 /. : TCR) 一 ToCR 在 自然 基 | 之 下 的 矩阵 ,因此 行列 式 


fu:TAWCR)>TR) ©O 让 :Ro 一 R" 
+ + 
TA(WCR’)ATR" T(R’)~R’ 

亦 即 ,f, 是 R" 到 R" 的 同 构 . 

继而 ,g= 二 "1:V>U 是 f:W 一 fA(W)SR" 的 反 函 数 ,是 指 g。f=I:U>U 与 fg 一 T:V 一 
V ,而 且 了 与 g 都 是 光滑 映射 . 所 以 ,f 限制 在 U 上 ,给 出 了 从 U 到 V 上 的 可 微 同 胚 . 

反 函 数 存 在 定理 的 意义 ”如 果 f:W 一 R” 的 切 映射 f.:T,(R”") 一 T,(R”) 在 一 点 pEW 
是 一 个 同 构 映射 , 则 f 在 点 p 的 一 个 邻 域 UCW 中 是 可 微 同 胚 . 

重要 的 是 , 切 映射 下 . :T,(M) 一 T,(N) 在 点 EM 的 性 质 , 可 以 决定 映射 :MN 在 
点 pPEM 的 一 个 邻 域内 的 性 质 . 


2. 流 形 之 间 切 映射 的 性 质 

我 们 有 定理 6.1.11 的 推广 . 

定理 6.1.12 设 (M,A) 与 (N,B ) 是 两 个 nn 维 光滑 流 形 ,f:M->N 是 光滑 映射 如果 
在 一 点 pEM, 切 映射 1 :TCM) 一 Trm (N) 是 拓扑 同 构 映射 , 则 存在 点 pp 在 M 中 的 邻 域 
U, 使 得 f(U) 二 WCN 是 点 f(p)EN 的 一 个 邻 域 ,并 且 f|u:U>W 是 可 微 同 胚 . 

证 由 了:M>N 是 光滑 映射 , 故 可 分 别 取 点 p 在 M 中 的 局 部 坐标 卡 (U6 ,p) 与 点 g= 
f(p) 在 NN 中 的 局 部 坐标 卡 (Vo,y) ,使 得 f(Uo)CVo, 并 且 

f=y%° f° 0G: opU) > YYVo) CR 

是 光滑 映射 ,显然 f 在 点 p(p) 的 Jacobi 行列 式 不 为 零 , 于 是 ,由 定理 6. 1. 11, 分 别 存在 点 
g(p) 与 点 Wg) 在 R" 中 的 邻 域 UCp(Us) 与 YCp(Vs) ,使 得 f|5 :UV 是 可 微 同 胚 . 

令 U=g71(D),V=y71V), 则 U,V 分 别 是 点 p,q 在 M,N 中 的 邻 域 ,并 且 , 映 射 了 = 
由 '。f*p:U>V 是 可 微 同 胚 . 定理 得 证 . 

注 上述 定理 中 的 两 个 流 形 (M,A ),CN.B ) 具 有 相同 的 维 数 , 则 “ 切 映射 了 ,在 一 点 同 
构 ” 等 价 于 “了 , 在 该 点 是 单一 的 ”， 当 (M.A ) 是 m 维 光滑 流 形 、(N,B ) 是 nn 维 光滑 流 形 时 ， 
定理 显然 成 立 . 车 f:M>N 是 光滑 映射 ,并 且 切 映射 f. 在 点 p EM 是 单一 映射 时 , 称 切 映 
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射 f, 在 点 p 是 非 退化 的 . 

当 切 映射 f, 是 非 退 化 时 ,必定 有 mm 三 n, 且 了 的 Jacobi 和 矩阵 在 点 pEM 的 秩 等 于 m.( 作 
为 习题 ) 

定理 6.1.13 设 (M,A ) 为 m 维 光 滑 流 形 ,(N,B ) 为 n 维 光 滑 流 形 ,m 二 n, 且 f:M>N 
是 光滑 映射 .如果 切 映射 ,在 点 pEM 是 非 退化 的 , 则 存在 点 p 的 局 部 坐标 系 {(U ,uj)) 与 
点 g 二 f(p)EN 的 局 部 坐标 系 {(V ,vi)} ,使 得 f(U)CV, 并 且 映 射 flu 可 用 局 部 坐标 表示 
为 : 对 于 任意 TEU, 有 


vi(f(z))=uwu(zr), 1 < 
6, 1..15) 
Ee 


v(f(zx)) = 0,， 观 十 1 过 5 委 示 


证 明 从 略 . 

注 这 个 定理 的 意义 在 于 , 当 切 映射 f. 在 点 p€ M 非 退 化 时 , 必 能 取得 点 p 的 局 部 坐 
标 系 {(U ,wu)), 且 有 wj(p) 二 0, 使 得 映射 f:M>N 下 的 像 g= 二 f(p) 的 局 部 坐标 系 的 后 n 一 m 
个 坐标 为 零 , 亦 即 

fu un) 一 (yuny0… 0)， 

或 可 理解 为 : 当 f :MN 的 切 映 射 非 退 化 时 ,M 就 被 映 为 N 的 wm 维 子 空间 ,保持 其 后 "一 
m 个 坐标 为 零 . 

图 6.1.12 给 出 了 定理 6.1. 13 的 图 形 表示 . 


图 6.1.12 定理 6.1.13 的 图 解 


3. 嵌入 于 流 形 、 淄 入 子 流 形 

定义 6.1.17( 髋 入 子 流 形 、 温 入 子 流 形 ) 设 (M,A ),(N,B ) 是 两 个 光滑 流 形 , 若 有 光滑 映 
射 p:M>N, 使 得 (1) p:M>N 是 单一 的 ; (2) V pEM, 切 映射 pg,:T,(M) 习 T,_wp (N) 都 是 
非 退 化 的 , 则 称 (M,g) 三 p(M) 是 N 的 内 入 光滑 子 流 形 , 称 gq 为 M 到 NN 的 肉 入 映射 . 

若 映 射 p:M-~N 只 满足 条 件 (1). 则 称 M 为 N 的 浸入 子 流 形 ,并 称 映射 p 为 一 个 浸入 映射 . 


浸入 映射 只 是 在 局 部 上 是 单一 的 ,但 不 能 保证 大 范围 单一 : 浸入 子 流 形 与 嵌入 子 流 形 
的 区 别 在 于 : 像 集 PCM) 是 否 有 自 交 点 . 
例 6. 1.3( 开 子 流 形 ) 设 C(N,B ) 是 n 维 光滑 流 形 .UCN 为 开 子 集 . 将 N 的 光滑 流 形 
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结构 限制 在 U 上 ,所 得 到 的 U 上 的 光滑 结构 ,成 为 与 N 的 维 数 相同 的 光滑 流 形 . 

令 I:U 一 NN 为 恒 同 映射 , 则 ICU)=(U,D) 为 N 的 一 个 嵌入 子 流 形 , 称 为 N 的 开 子 
流 形 . 

例如 ,R"CR"*'! 及 恒 同 映射 1:R" 一 R""' 给 出 了 R"1! 的 一 个 维 开 子 流 形 R". 它 也 是 一 
个 嵌 人 子 流 形 . 

例 6.1.4( 闭 子 流 形 ) 设 (N,B ) 是 nn 维 光滑 流 形 ,(M,A ) 是 m 维 光滑 流 形 ,p:M>N 
是 光滑 映射 ,于 是 ,p(MD) 是 N 的 一 个 光滑 子 流 形 . 如 果 

(1) p(MDCN 是 NN 的 闭 子 集 ; 

(2) VgE yp(M) ,存在 一 个 局 部 坐标 系 {(V,w)} ,使 得 PCM) 站 V 是 由 方程 ww+i 一 … 一 
vw, 二 0 确定 , 则 称 gCMD) 三 (M,q) 是 NN 的 一 个 闭 子 流 形 . 

例如 ,单位 球面 SCR" 及 恒 同 映射 T:S" 一 R 给 出 及 的 一 个 n 维 闭 子 流 形 S", 它 
也 是 一 个 嵌 人 子 流 形 . 


例 6.1.5( 浸 入 子 流 形 ) 令 F: Ri 一 R2: 为 映射 f(1) {zees( 及) ,sin2 人 : 地) :型 
f(R )CR2: 是 R: 的 浸 和 信子 流 形 ( 图 6.1. 13(a) ) ,但 却 不 是 嵌入 的 . 


图 6.1.13 例 6.1.5、 例 6.1.6 


例 6.1.6( 嵌 入 子 流 形 ) 令 g:R' 一 R’ 为 映射 


g(t) 一 (zees( 2arctant 十 3 ‘sin2( 2arctant 十 让 ， 


区 
则 g(R ) 是 R? 的 嵌入 子 流 形 ( 图 6. 1. 13(b)). 当 t 一 0 时 ,g(0) 一 (0,0) ,而 当 t 一 士 cc 时 ， 
g(t)>(0,0). 
( 襄 wsinn]， 1 委 上 < 十 co， 
例 6.1.7( 嵌 入 子 流 形 ) 令 F(CiD) 一 f(D ES 其 中 Fi) 在 区 间 
(0,z+T2), —eox<pE—1,. 


tE[ 一 1,1] 中 是 连接 点 (zx,y) 二 (3,0) 与 点 (x,y) 二 (0,1) 的 一 条 光滑 曲线 ; 当 t>~ 十 ce 时 , 曲 
线 无 限 靠近 它 自己 在 +:E€[ 一 3, 一 1j] 之 间 的 部 分 (图 6.1.14(a)). 则 F(R ) 二 (R ,FF) 是 RR 到 
R? 的 嵌入 子 流 形 . 

例 6.1.8( 环 面 ) 环 面 到 =SXSI (图 6.1.14(b)) 可 视 为 平面 上 一 个 单位 正方 形 的 两 
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组 对 边 “ 分 别 等 同 起 来 "得 到 的 二 维 流 形 . 亦 即 , 环 面 的 点 用 一 对 有 序 实数 (z,y) 表 示 , 其 中 
zyER ,zx、y 都 是 模 1 的 实数 . 


B 2 
4 2 
起 7 了 


(b) 
图 6.1.14 例 6.1.7、 例 6.1.8 


也 可 以 用 映射 表示 . 取 两 个 实数 a,6b, 使 得 a:6b 是 无 理 数 . 考虑 映射 9:R!' 一 了 T?， 
9(1) = (zsy) = (atmodl ,btmod1). 
显然 ,(R ,pg)CT? 是 T? 的 嵌入 子 流 形 ,并 且 像 集 gp(R )CT? 是 T? 中 处 处 稠密 的 子 集 . 当 
a:b 为 有理数 时 ,p(R )CT 给 出 环 面 是 T? 的 一 个 浸入 子 流 形 . 


4. 正则 子 流 形 

对 于 光滑 流 形 (N,B ) 的 嵌 和 人 子 流 形 PCM) ,要 求 pg:M>N 是 单一 映射 ,因此 可 以 视 子 
流 形 PCM) 的 结构 与 COM,A ) 的 结构 一 致 ,使 得 pg:M>g(MD) 是 微分 同 胚 . 然而 ,PCM) 又 是 N 
的 子 集 ,因此 又 可 得 到 一 个 子 拓扑 结构 ,这 个 结构 与 pg(M) 从 M 得 到 的 结构 可 能 相同 ,也 可 
能 不 同 . 一 般 来 说 ,后 者 这 个 结构 比 前 者 要 细 . 

定义 6.1.18( 正 则 子 流 形 ) 设 (M,A ),(N,B ) 是 两 个 光滑 流 形 , 若 光 滑 映射 pg: MN 
是 M 到 gp(M) 的 同 胚 映射 , 则 称 p(IM) 一 (M,qg)CN 是 N 的 正则 子 流 形 ,并 称 p:M-~N 为 
正则 账 入 映射 . 


定理 6. 1.14( 正 则 子 流 形 的 特征 性 质 ) 设 (M,A ) 为 m 维 光滑 流 形 ,(N,B ) 为 nn 维 光 
滑 流 形 , 则 (M,p) 是 N 的 正则 子 流 形 , 当 且 仅 当 (M,g)CN 是 NN 的 一 个 开 子 流 形 的 闭 子 
流 形 . 

证 充分 性 ”只 要 证 明 N 的 闭 子 流 形 (M,p) 必 定 是 正则 子 流 形 即 可 . 

设 (M,P)CN 是 闭 子 流 形 , 任 取 一 点 PE M, 由 定义 ,必定 存在 点 g=p(z) 在 N 中 的 坐 
标 系 {(V,w)} ,使 得 PCM) 门 V 由 方程 

vi 二 "二 v= 二 0 (6.1.16) 

确定 . 进而 ,由 9? 的 连续 性 ,存在 之 的 局 部 坐标 系 {(U ,wj)}) ,使 得 g(U)CV. 于 是 ,不 妨 假设 
w(p)=0(1<j<m) ,vq)=00mt+1<kESn) , 且 V 一 (ou):|w | ,0>0. 因此 ， 
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pg Co WNYV. 
下 面 只 要 证 明 gg ':p(M)CN>M 也 是 连续 映射 . 为 此 ,也 只 要 证 明 : 可 取 适 当 小 的 
全 二 0, 使 得 gCMD 作 Vi 在 9g 之 下 的 像 成 立 pg (pCMD 几 V1)CU, 其 中 Vi 待定 . 


v=pi(U dn), lSI<m, 
由 (6.1.15) 式 ,映射 p|o 的 局 部 坐标 可 表示 为 | 因此 
vi =0， m++1<k<n, 


39 gm | 天 0. 于 是 , 据 定理 6.1.11, 存 在 人 ,0 二 5, 二 6, 使 得 西数 组 (gy，…,p,) 有 反 


5 
函数 
w= Va) | 了 | 天 2 

取 本 =={ Corse yvn ovmti 0): |v | 过 人 01), 则 pCMD 八 Vi 的 逆 像 集 po CCOMmV) 落 在 
U 中 ,这 就 说 明 po :连续 . 充分 性 得 证 . 

必要 性 设 (M,p) 是 N 的 正则 子 流 形 , 我 们 证 明 : 存在 N 的 一 个 开 子 流 形 WCN ,使 
得 (M,g) 是 W 中 的 闭 子 流 形 . 

事实 上 , 设 p€EM, 则 对 点 p 的 任 一 邻 域 UCM, 必 存在 点 g==g(p) 在 N 中 的 一 个 邻 域 
V ,使 得 g(U)= 二 pg(MD 几 V. 于 是 ,由 定理 6. 1. 13 ,存在 点 p 的 局 部 坐标 系 {(Ui,wu)) 与 g 的 
局 部 坐标 系 {(Vi ,vi)) ,使 得 pCU1)CVi ,并 且 p|u 可 用 局 部 坐标 表示 为 

Ps sm) = Cs sm 0 ,0). C6 17 

不 失 一 般 , 可 设 U1CU, 故 可 取 ViCV, 因 此 ,gp(U1)==g(M) 几 Vi. 再 由 (6.1.17) 式 可 知 ， 
pCMD 几 Vi 是 由 方程 


Wa 二 = (6.1.18) 

定义 的 . 

现在 来 构造 开 子 流 形 WCN. 对 每 一 点 9 二 pg(p)Eq(M), 如 上 构成 Vs 二 Vi, 它 是 点 gq 
在 N 中 的 坐标 域 ,使 得 (6. 1.18) 式 成 立 . 令 w= Uv 显然 ,W 是 N 的 包含 pCMD) 的 开 
子 流 形 . 

最 后 ,只 要 证 明 pCMD 作 为 N 的 拓扑 子 空间 是 W 中 的 相对 闭 子 集 , 亦 即 证 明 W 站 gCM) 一 
9(M) ,其 中 pCM) 是 集合 PCM) 在 N 中 的 闭 包 . 

事实 上 , 任 取 sEWNgOMWD , 据 W= UV, 存在 dqEp(M) ,使 得 sEV,, 由 (6.1.17) 式 
知 ,pCMD 由 V, 是 V, 中 的 一 个 m 维 坐标 面 , 故 gCMD 站 V, 是 V, 中 的 一 个 相对 闭 子 集 . 

因 sEVneOCnpGw, 即 * 属 于 GO MyVs 在 V 中 的 相对 闭 包 , 故 sSEgWD 人 NV, 从 
而 ,WnepCMCepCM. 所 以 有 WNgCMD) 王 pC(M). 这 就 证 明了 (M,q) 是 N 的 开 子 流 形 W 
中 的 闭 子 流 形 . 

推论 ， 子 流 形 (M,9p) 是 光滑 流 形 (N,B ) 的 正则 子 流 形 , 当 且 仅 当 : 对 于 每 一 点 PE M， 
存在 点 q 二 pg(p) 在 NN 中 的 局 部 坐标 系 {(V ,vi)),vi(gq) 二 0, 使 得 gCMD mV 是 由 vi 一 … 一 
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v, 王 0 确定 的 . 

定理 6.1.15 设 (M,q) 为 光滑 流 形 (N,B ) 的 子 流 形 , 若 (M,A ) 是 紧 致 的 , 则 pg:M—>N 
是 正则 谈 入 映射 . 

证 因 wpCM) 作 为 N 的 拓扑 子 空间 是 T, 型 的 ,而 g:M>g(M)CN 是 紧 致 空间 M 到 
T, 型 空间 p(M) 的 一 对 一 连续 映射 ,所 以 g:M>p(M)CN 是 一 个 同 胚 , 亦 即 CM,p) 是 N 的 
正则 子 流 形 . 

下 面 再 给 出 正则 子 流 形 的 一 个 性 质 . 

定理 6.1.16 设 (M,A ) 为 m 维 紧 致 光滑 流 形 , 则 存在 正 整 数 n, 以 及 M 到 R" 的 光滑 
映射 p:M-~R" ,使 得 (M,p) 是 R" 的 正则 子 流 形 . 


S。Frobenius 定理 

回顾 定理 6. 1. 10, 是 将 光滑 流 形 M 的 一 个 光滑 切 矢 量 场 X 的 局 部 坐标 系 简化 的 定理 . 

局 部 坐标 系 的 简化 定理 ” 设 (M, A ) 是 光滑 流 形 ,X 是 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 , 若 在 点 
pEM 有 XX, 关 0, 则 存在 点 p 的 一 个 局 部 坐标 系 {(W ,tw,)) ,使 得 X|w 一 -2 


现在 的 问题 是 : 光滑 流 形 (M,A ) 上 有 :个 光滑 切 矢量 场 X，,…,X,, 它 们 在 一 个 邻 域 U 
内 处 处 线性 无 关 , 那 么 ,是 否 在 U 中 的 每 一 点 p, 存 在 局 部 坐标 系 {(W ,rw )) ,使 得 Xi |w = 
,1<j<s, 同 时 简化 ? 

我 们 有 下 面 的 结论 . 

定理 6.1.17 设 (M,A ) 是 光滑 流 形 ,X1,…,X, 是 M 上 的 s 个 在 邻 域 U 内 处 处 线性 无 
关 的 光滑 切 矢量 场 .在 U 的 每 一 点 户 , 存 在 局 部 坐标 系 {(W ,tu)), 使 得 Xi|v 一 到 ,1<j< 
s， 当 且 仅 当 

[Xj,Xi:]=0, 1<j,k<s. 

还 有 比较 弱 的 Frobenius 条 件 . 

定义 6.1.19(s 维 切 子 空间 场 ) 设 (M,A ) 为 光滑 流 形 , 对 于 每 一 个 bpEM, 指 定 切 空间 
T 的 s 维 子 空间 L:(p), 即 L’ 是 M 上 s 维 切 子 空间 场 . 若 YVpEM, 在 p 的 一 个 邻 域 上 存在 
s 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 矢量 场 X，,…,X, ,使 得 VgEU, 子 空间 L(g) 是 由 矢量 X1(g),…， 
义 ,(g) 张 成 的 , 则 称 L’ 是 光滑 的 s 维 切 子 空 间 场 ,或 称 L’ 是 光滑 流 形 M 上 的 维 光滑 分 布 ， 
记 为 L':|o 二 {Xi1,*…,X,}. 

定义 6.1.20(Frobenius 条 件 ) 设 (M,A ) 为 光滑 流 形 ,L’ 是 M 上 s 维 切 子 空间 场 . 若 
在 任意 坐标 域 口 上 , 当 L: 由 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 矢 量 场 Xi,…,X, 张 成 时 ,[Xi, Xi]， 
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1 三 j,k 三 s 都 可 以 表示 成 Xi 的 线性 组 合 , 则 称 了: 满足 Frobenius 条 件 . 
下 面 的 Frobenius 定理 给 出 了 天 | 一 {X ,已 } 能 否 简化 为 声 | co-[ 知 全 让 | 的 结论 


定理 6.1.18 设 (M,A ) 是 光滑 流 形 ,L* 是 定义 在 M 的 一 个 开 集 U 上 的 光滑 的 8 维 切 
子 空间 场 , 则 对 于 任 一 点 pEU, 存 在 点 p 的 局 部 华 标 系 {(W,tw,)) ,WCU, 使 得 L'|u 一 
人 有 有 当 且 仅 当 忆 满足 Frobenius 条 件 ， 

ws, 


gw ” 

本 章 的 6.4. 2 节 中 将 看 到 ,“ 子 流 形 ” 在 “ 流 形 上 的 积分 ”中 起 重要 中 用 ,为 此 ,我 们 将 其 
重要 概念 做 一 个 小 结 . 

光滑 流 形 的 子 流 形 分 为 以 下 几 种 : 
广 正则 子 流 形 
嵌入 子 流 形 
一 浸入 子 流 形 

子 流 形 设 (M,A ) 是 m 维 光滑 流 形 ,NCM 是 M 的 一 个 子 集 , 若 对 于 任 一 PE N, 存 
在 p 在 M 中 的 坐标 卡 (U ,qu), 使 得 gu (CNNU)==(R))gu(0), 则 称 N 是 M 的 k 维 光 滑 子 
流 形 , 简 称 子 流 形 ; 

正则 子 流 形 车 NN 为 M 的 k 维 光滑 子 流 形 , 映 射 8:N 一 B(N),B(N)CM, 是 同 胚 映 
射 , 则 称 C(N,@) 是 M 的 正则 子 流 形 ,并 称 @ 为 光滑 流 形 N 到 M 中 的 正则 嵌入 映射 ; 

髓 入 子 流 形 设 NN 为 M 的 & 维 光滑 子 流 形 , 若 存在 N 到 M 的 一 个 找 入 映射 , 则 称 N 
是 M 的 嵌入 子 流 形 ,h(N)CM ; 

嵌入 映射 、 称 映射 nh:N 一 M 为 N 到 M 的 嵌入 映射 , 若 

Q@h:N 一 M 是 光滑 一 一 映射 ,pEN 二 g= 二 h(p)EM, 其 微分 

h* :TY (M) 一 全 CN) 


二 上 正则 息 入 子 流 形 
于 将 形 


满足 
h* (df)) = df °F), (df), € Ti (MW, 
其 切 映 射 n. :T,(N) 一 T, (MD 满足 
(h.Xsa) = (Xsh'a), XET,N),a€ TM; 

加 :T,(N) 一 T,(M) ,在 VpEN 是 非 退化 的 . 

浸入 子 流 形 设 N 为 M 的 & 维 光滑 子 流 形 , 若 存在 N 到 M 的 一 个 浸入 映射 , 则 称 N 
是 M 的 漫 入 子 流 形 ,h(N)CM; 

浸入 映射 、 称 映射 4:N 一 M 为 N 到 M 的 浸入 映射 , 若 仅 仅 满足 上 述 四, 亦 即 , 对 于 
hh:N 一 M 是 光滑 映射 (但 非 一 一 的 )， 

h* :TY (M) 一 Ti (N) 

为 其 微分 ,而 


6.2 外 代数 


h.:T,(N)— TM) 
为 其 切 映射 。 车 切 映射 nh. :T,(N) 一 T,(MD) 在 VpEN 是 非 退 化 的 , 则 称 h:N 一 M 为 浸入 
映射 . 
正则 亦 入 子 流 形 若 NN 为 M 的 & 维 光滑 舱 入 子 流 形 , 且 嵌入 映射 i:N 一 M 是 N 到 
h(N) 的 同 胚 映射 , 则 称 N 为 M 的 正则 嵌入 子 流 形 . 


6.2 外 代数 


6.2.1 (r,s) 型 张 量 、(x,s) 型 张 量 空间 


在 第 2 章 中 ,我 们 介绍 了 数 域 F (实数 域 或 复数 域 ) 上 的 n 维 线性 空间 V,m 维 线性 空间 
W 及 其 对 偶 空间 V” ,W*"(V,W 上 的 线性 泛 函 空 间 ) 的 张 量 积 . 对 于 v* EV* =L(V,F)， 
w" EW' 二 L(W,F ), 定 义 v' 与 w" 的 张 量 积 vw"@w* : VXW 一 F 为 
vw Vw) = vv ww = vv) (Www) vEV WEW; 
定义 张 量 积 空间 
V'OW" =spantvw Bw:vEV', w EW'}. (6.2.1) 
Vf,gEV"' OW" ,aEFR ,在 运算 
(Fr 十 g)(Czy) = f(x,y) + gry), (ry) EVXW; 
Cap)(Czyy) =af(rsy), (zy) EVXW 
之 下 ,V" @W' 成 为 数 域 RK 上 的 线性 空间 . 
若 9 {a ,as，…,as} 是 nn 维 线性 空间 V 的 基 , 则 一 {o ,1<j 二 nn} 是 V' 的 关于 基 9 的 对 
偶 基 ,满足 
aj(a) 一 0，1 委 ji 去 1 (6. 2.2) 
相应 地 , 验 {51 ,5s。，,… ,bm) 是 m 维 线性 空间 W 的 基 , 吧 二 {bx ,1 过 km}) 是 Wr" 的 关于 基 好 
的 对 偶 基 ,满足 
bi(bi) =6, lj,k<m. 人 .六 入 


于 是 ,对 于 张 量 积 运 算 

:vw EVXW' >v@wELVXWF), 
由 于 它 的 双 线 性 性 , 故 
vOw = > (ou CD ® ob), 


因此 , {a 四 外 ,1<j<n,1<k<<m) 是 V*@W' 的 基 , 而 V*@W' 是 F 上 的 nXm 维 线性 
空间 ,并 且 

VOW* = L(VXW;F). (6.2.4) 
进而 ,有 


D 
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1， (Gk)= (1,s), 
(a; Obivar Bb) = 06. = 
0， (Gk) 关 (1,s)， 


故 {aj@b4:1 志 jn,1 二 km} 是 VOW 的 基 , (a) 四 外 :1<j 二 nn,1 二 km} 是 V*W'* 的 
基 , 并 且 它 们 互 为 对 偶 基 ; 于 是 V* OW* 一 (VO@W)" .以 这 些 知 识 为 基础 ,我 们 研究 (7,s) 
型 张 量 与 (r,s) 型 张 量 空间 . 


1. (r,s) 型 张 量 
定义 6. 2. 1( 张 量 及 其 反 变 阶 数 、 协 变 阶 数 ) ” 作 两 个 张 量 积 空间 VO…COV 与 
人 汪汪 


位 加 …@W 的 张 量 积 
SE 


Vi=V@O*…@VOV'O.L… OV', (6.2.5) 


其 中 的 元 ZEV' 二 VO…@VOV" 四 …G@V" 称 为 (r,s) 型 张 量 ,r 称 为 x 的 反 变 阶 数 ,s 称 为 
RE TE oe TOM 


Zz 的 协 变 阶 数 . 特别 地 ,约定 V3 二 FF. 
Vi 一 VO…@V 中 的 元 称 为 r 阶 反 变 张 量 (六 order inverse variant tensor); 人 W 一 V 中 的 
元 称 为 反 变 张 量 ( 即 1 阶 反 变 张 量 ); 
二 V' @…@OV' 中 的 元 称 为 s 阶 协 变 张 量 (=order covariant tensor); V3 二 V* 中 的 元 
YD, 
称 为 协 变 张 量 ( 即 1 阶 协 变 张 量 ). 


我 们 有 下 面 结论 : 
(1) dimw 一 7 
(2) Vi L(V’ XXV' XVX…XV5F )， 


r 5 
因此 ,(r,s) 型 张 量 zxEV 一 VQ@…QVGQV 四 …@Y 是 定义 在 积 线性 空间 
多 5 


VX“XV'XVXxV 


5 


上 的 下 值 ~ 十 * 重 线性 函数 (x 十 ; 重 线性 泛 函 ). 
(3) 对 于 维 线性 空间 V 的 基 由 {aj,1j 三 n) ,对 偶 空间 V* 的 对 偶 基 为 %f 二 {a) ， 
1<j<<n), 则 张 量 空间 一 VQ@…Q@VGV …QV”* 的 基 是 


r 5 
ER 
而 (~,s) 型 张 量 zEV 可 惟一 地 表示 为 


6.2 外 代数 


z= DO) ® DO), 

并 且 有 
i = x(a sa a sa) = (a Ba Bar® -Oar ,zr). 

记 住 Einstein 和 式 约定 : 将 和 式 

z= DAO) OO) 

Sih kh Sn 
简 记 为 
z= a@ Oa)® (aD OB), (6.2.6) 

或 二 动 流 ， 


2.(r,s) 型 张 量 空间 
定义 6.2.2((”,*) 型 张 量 空间 及 其 上 的 运算 ) 记 (r,s*) 型 张 量 的 全 体 为 
ve =VO@… OVOV'O.… OV'. 


同类 型 的 张 量 可 以 做 加 法 . 数 乘 , 即 任 取 z,yEVr, aEF , 若 


z= ny Oa) (ar Oar), 
y= WRB Oa) a Oa), 
则 
zty = mht) OB" Oa), (6.2.7) 
wa OD) O aD Oa ), (6. 2. 8) 
从 而 V’ 一 VO…@VOV" @…@V "成 为 EF 上 的 线性 空间 , 称 为 (r,s) 型 张 量 线性 空间 ,简称 


oz = (ary 
- 


5 


更 
(r,s) 型 张 量 空 间 . 
在 V 上 可 定义 张 量 积 运算 如 下 : 
定义 6.2.3( 张 量 积 ) 设 zEVE 为 (ri,si) 型 张 量 ,yEVE 为 (rz,sz) 型 张 量 , 则 xX 与 y 
的 张 量 积 定义 为 
TO yU si V1 ts, ) 
=X(V 村 yO i A 9 sn tr SDH 9 Ut ). (6. 2.9) 
在 基 取 定 后 ,zxC9y 的 分 量 是 工 与 y 的 分 量 之 积 , 即 
(CI EO 一 ae C6. 2. 10) 
eg 


5 4 


张 量 积 运算 适合 分 配 律 与 结合 律 . 
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定义 6.2.4((r,0) 型 与 (0,s) 型 张 量 空间 ) ”空间 T'(V) 寺 Vs 一 VC9…COV 是 一 个 (r,0) 
型 张 量 空间 ,加 法 、 数 乘 可 如 下 定义 : 
设 z,yET'(V), 且 在 选 定 的 坐标 下 ,有 
TT 三 四 © a ), 于 三 yr(a® gi @® a,), 


zy = (zhi) aj)s 
oz 一 (az ) (a %% Oa, ). 
同 理 , 可 定义 (0,s) 型 张 量 空间 T'(V* ) 二 (V* )* 一 V* 的 …@OV"' ,及 其 中 的 运算 . 
5 
下 面 是 (r,0) 型 张 量 空间 与 (0,r) 型 张 量 空间 的 对 偶 性 定理 . 
定理 6.2.1 (xr,0) 型 张 量 空间 Tr(V) 与 (0,r) 型 张 量 空间 T'(V' ) 是 彼此 对 偶 的 , 亦 即 
(TV)) 一 TV ), 且 dimT(V) 一 dimnT(V ) 一 和 
定义 6.2.5( 张 量 空间 中 的 配合 ) ”在 张 量 空间 Tr(V) 与 Tr(V” ) 的 元 之 间 ,定义 配 合 
(WOO = (Om) VEV UEV' SIkSn. 


“配合 ?是 张 量 空间 T"(V) 中 的 元 ww 的 …@v, 对 T"(V" ) 中 的 元 vr 的 …@wvi 的 作用 . 


3. 张 量 空间 T"(V) 上 的 自 同 态 s€E Xr) ,rr 次 置换 群 了 7) 
回顾 1. 2 节 中 定义 的 置换 群 : 对 于 7 个 元 的 集合 S=={1,2,…,r), 称 S 到 自身 的 一 一 映 
射 o:S 习 S 为 一 个 置换 ,使 得 
jE€ES>0o)) ES. 
记 S 上 所 有 置换 所 成 的 集 为 
Sr) = {oso{l ,2 7} = {c(1),o(2)，…oGr)))， 


-| 六 ) 
"lo a sw ld 
显然 ,Xr) 中 有 x! 个 元 . 


定义 3r) 中 的 元 的 运算 o,r€E Xr) 过 tro 为 两 个 置换 的 复合 , 即 
(Cr。a)(s) 一 r(ao(s))， VsE 3S. 
于 是 ,在 复合 运算 reo 之 下 ,(Xr),。) 成 为 一 个 群 ,其 单位 元 为 cls) 二 s,s€E S, 并 且 有 o€ (7) 志 
SE 


记 o 为 


2 … 


VoEA7) ,车 o= 
Cv Le ol2) = ot) 


S ,再 作 乘 积 


] -于 于 i. 做 0) ol ,并 让 4 与 跑 遍 


6.2 外 代数 
五 (go(j) —o(k)) =+(21)(31)%((n— 1)1), (6.2.11) 
1<k<j<r 
若 此 积 为 正 数 , 则 称 o 为 偶 置换 , 若 此 积 为 负数 , 则 称 o 为 奇 置换 . 
将 置换 概念 用 于 张 量 空 间 , 由 于 
o{l,2,°%,7} = {0(1),0(2) ,007)} = (jsjarnsjr}, ljivjar"sj; Er, 
VoE r) 决 定 了 张 量 空间 T'(V) 的 一 个 自 同 态 o: TV) 一 六 (V). 
对 于 xzET'(V)=Vi 二 VO…@V ,定义 
r 
oxV ss )) = rv Vn), VEV'. 《6, 2 129 


注 1 〈6.2.12) 式 的 意义 是 : 因 T(V) 是 TCV* ) 的 对 偶 空 间 ,(T CV)* = 二 TOV * ), 故 
YriET(V)=i= Ta td 0 四 ww) 
> rv ) EF, Vw,v) ET(V'). 
因此 ,YocESr,c:TCIV 一 TV) 将 zET'(V) 映 为 or ET'(V), 满 足 
(orz)(vr yr ) 一 0CZCO Or )) = zxVAy en) VEV'. 
注 2 自 同 态 o:T"(V) 一 T'(V) 满 足 
oz 十 y) 一 aCz) 十 co(y); olar) = ac(x),a EF. 


定理 6.2.2 若 XET'(V), z= 二 v1 的 …@0v,, 则 
ar 一 Url OOvurin, VoE€E A7), 
其 中 o ' 是 go 的 北 元 . 


4. T"(V) 张 量 空间 中 的 对 称 反 变 张 量 \ 反 对 称 反 变 张 量 


定义 6.2.6( 对 称 反 变 张 量 、 反 对 称 反 变 张 量 ) 设 xET"(V), 若 对 于 任意 的 o€ 7)， 
都 有 
0r 一 T， 《6.2.137 
则 称 工 是 对 称 的 阶 反 变 张 量 (symmetric ~-order inverse variant tensor); 若 对 于 任意 的 
0oE Xr), 都 有 
or = (sgno)* Zz, (6.2.14) 
则 称 zx 是 反对 称 的 阶 反 变 张 量 (skew-symmetric r-order inverse variant tensor); 其 中 sgno 
表示 置换 Go 的 符号 , 即 


定理 6.2.3 车 zETr(V), 则 
(1) 工 是 对 称 反 变 张 量 , 当 且 仅 当 工 的 分 量 关 于 各 指标 是 对 称 的 ; 
(2) 工 是 反对 称 反 变 张 量 , 当 且 仅 当 工 的 分 量 关 于 各 指标 是 反对 称 的 . 


由 
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证 设 V 的 基 为 {al,….a,},V 的 对 偶 基 为 {a ，… ,ax ). 
(1) 当 工 是 对 称 反 变 张 量 时 ,对 任意 o€ 3r), 有 
Tra a = Lan po ai) 一 OZ (da 5 


二 


= Dao (qj se sa ), 


反之 亦 然 . 

(2) 当 之 是 对 称 反 变 张 量 时 ,对 任意 o€ 3r), 有 

Ea sai) = x(a sa ) = (sgno) ox ap ssay ) 
= (sgho) (Ci = (SEno) * wD Wanay 30 sa )'s 

反之 亦 然 . 定理 得 证 . 

T"(V) 中 对 称 x 阶 反 变 张 量 的 全 体 . 记 为 P"(V); T'(V) 中 反对 称 x 阶 反 变 张 量 的 全 
体 , 记 为 A"(V). 

由 于 置换 o€ r) 是 T"(V) 上 的 自 同 态 ,所 以 对 称 张 量 的 和 仍然 是 对 称 的 ,反对 称 张 量 
的 和 仍然 是 反对 称 的 , 故 P"CV),A"(V) 都 是 T'(V) 的 线性 子 空间 . 


定义 6.2.7( 对 称 化 算 子 、 反 对 称 化 算 子 ) 对 于 任意 zET'(V), 令 


S,(z) = Doz, A(z) = 1 5) Ggno) oz. C6, 2 15% 
TEan 7 En) 

则 S,(z),A,(zx)ET'(V) ,并且 S,,A,:T" (V) 一 T(V). 于 是 算 子 S,,A, 都 是 T'(V) 上 的 自 
同 态 , 称 S, 为 T"(V) 上 的 7 阶 反 变 张 量 的 对 称 化 算 子 (symmetric operator of r-order inverse 
variant tensor), 而 称 A, 为 T"(V) 上 的 阶 反 变 张 量 的 反对 称 化 算 子 (skew-symmetric 


operator of r-order inverse variant tensor). 
定理 6.2.4 P’(V)=S,(T’(V)), A'(V)=A,(T’(V)). 


证 首先 证 明 , 张 量 zET'(V) 对 称 化 的 结果 是 对 称 张 量 ,而 zE T'(V) 反 对 称 化 的 结 
果 是 反对 称 张 量 . 因为 YVzET'(V),YV rE Xr), 有 
r(S,(z))= BF > relz)) = S,(2), 


TERn) 


r(A,CzD) 一 二 Csgno) + r(olz)) 


“oE 7) 


= (sgnr)。 二 天 (sgn(r。a))。(r。o)(z) = (sgn7)* A,(z). 
rt 


“o€EI7) 
STICPV ACE IICNe. 
其 次 证 明 ,对称 张 量 在 对 称 算 子 作用 下 不 变 , 反 对 称 张 量 在 反对 称 算 子 作 用 下 不 变 ( 证 
明 留 作 练 习 ). 因此 ,P"(V)CS,(P"(V)),A'(V)CA,(A'(V)). 
最 后 得 到 
PrCV) = ST(VW), AV) = ATVW). (6. 2.16) 


6.2 外 代数 动 


以 上 讨论 全 部 可 用 于 协 变 张 量 . 

TV” ) 中 对 称 ~ 阶 协 变 张 量 的 全 体 , 记 为 PC(V”  ); T(V” ) 中 反对 称 阶 协 变 张 量 的 
全 体 , 记 为 A'(V* ). 

反对 称 + 阶 反 变 张 量 空间 A"(V) 也 称 为 V 上 的 7 次 外 矢量 空间 ,其 中 的 元 也 称 为 + 次 
外 矢量 ,约定 A*(V)=F ,A!'(V)=V. 

反对 称 r 阶 协 变 张 量 空间 A"(V” ) 也 称 为 V 上 的 次 外 形式 空间 ,其 中 的 元 也 称 为 次 
外 形式 ,约定 A'(V* )=F ,A!(V* )=V"*. 

反对 称 张 量 在 外 微分 形式 的 研究 中 占有 极其 重要 的 地 位 . 其 重要 性 在 于 : 反对 称 张 量 
可 以 定义 外 积 运算 与 外 微分 形式 . 

外 微分 形式 是 由 E. Cartan 发 展 起 来 的 ,这 使 得 微 积 分 发 展 到 一 个 新 的 阶段 ,使 数学 研 
究 达 到 一 个 新 的 高 度 . 


6.2.2 张 量 代数 


1. 张 量 空间 T(CV)=V1 的 分 层 和 
设 六 COV) 一 Wi 一 VG…QY, 考 虑 一 种 特殊 的 和 


r 


T(V) = DTOV), (C62..179 
r=>0 
称 为 分 层 和 (graded sum) ,其 元 素 zxET(V) 可 表示 为 直 和 形式 
z= Dr, zx €E TV), (6.2.18) 


r>0 


并 且 和 式 中 除 有 限 多 项 外 ,其 余 各 项 都 是 零 . 
在 分 层 和 T(V) 中 ,可 定义 元 素 的 加 法 十 与 数 乘 a， ,使 得 (TC(V), 十 ,a，) 成 为 一 个 线 
性 空间 (但 它 是 无 穷 维 线性 空间 ). 


2. TIV) = TV) 中 的 乘法 , 张 量 代数 (T(V), 十 ,a @) 


张 量 积 ( 即 张 量 的 乘法 ) 可 以 扩大 到 分 层 和 空间 (T(V), 十 ,a*) 一 (3rw，， dy | 


中 进行 .对 于 xz,y € TIV) = 2)T'(V)， 


r=0 


@ 若 XET'(WV),yE Tr(V) ,ni 之 0,r: 之 0, 则 定义 


TO yw Up ) = zxVi vn ) 。 yi ee ;Vr to hs 
在 取 定 基 之 后 .x@y 的 分 量 是 x 与 y 的 分 量 之 积 ,有 
(OWI = Te Yin nt (6. 2.19) 


显然 有 XE Ti(V),y€E Tr (V) 过 > xz@yE Tat%(V) ,运算 封闭 性 显然 成 立 . 
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回 若 z= Dz,,y 一 Dy,, 因 两 者 均 为 有 限 和 , 则 可 定义 


7>0 720 


:@y= (Ds)]@ (DB»). (6. 2.20) 
按 分 配 律 计算 . 
定义 6.2.8( 张 量 代数 ) 张 量 空间 T(V) 在 运算 十 ,a。， ,四 之 下 成 为 一 个 “代数 ”， 
记 为 


(TIV) ,+,e ®) = (Zr,+e.,®), 


r=0 
称 为 线性 空间 V 上 的 张 量 代数 (tensor algebra on linear space V) ,也 称 为 分 层 代 数 (graded 
algebra) . 


同 理 ,可 定义 张 量 空间 V* 上 的 张 量 代数 (TCV* ), 十 ,o 。 | 3 pe ,@}. 
注意 到 ,分 层 和 T(V) = 2)T'(V) = 2)Vi 与 分 层 和 TOV*)= BT(V')= 2 Vi 


关于 运算 加 构成“ 代数”, 但 是 TCV) ,TrCV") 关于 运算 加 却 不 能 构成 * 代 数 ", 因 为 运算 加 
不 封闭 . 下面 引 进 “ 外 积 ”, 使 之 成 为 一 个 外 代数 . 


3. 外 积 
1) 反对 称 阶 反 变 张 量 空间 A"(V) 中 的 外 积 运 算 


定义 6.2.9( 外 积 运 算 ) 设 SEA(V), yEA'(V), 令 
?7 Aim(é£@® 7)， 


其 中 Ai 是 反对 称 化 算 子 ,AL(6) 一 上 了 ) (sgno) 。o8, 则 827 是 一 个 上 十 1 次 外 矢量 , 称 
* oc€E Tr) 
S27 二 Arti(EC9) 为 8 与 7 的 外 积 (outer product). 


定理 6.2.5 外 积 有 如 下 运算 规则 : 对 于 和 ,名 EA(VV) ,yh: 罗 EA'(V) 与 5YENM(V), 有 
(1) 结合 律 (#35=&7?(7?6); 

(2) 分 配 律 (& 十)?y=& ?7 名?y， 7(h 十 入 ) 二 E911 十 7723 

(3) 反 交 换 律 ?7 二 (一 1)*y?8. 


证 首先 ,由 张 量 积 的 线性 性 质 与 反对 称 化 算 子 的 线性 性 质 , 分 配 律 显然 成 立 . 
其 次 证 反 交换 律 .对 于 次 外 矢量 EE A (V) ,1 次 外 矢量 JE A'(V), 由 637 一 A+ (S97D E 
A*t!'(V) 是 反对 称 张 量 ,所 以 对 于 任意 置换 rE Xk 十 1) ,有 rt(&?y) 二 sgnr*，(&3y). 取 
1 AR k+l … k+l 
=(,, RH 1 站 
则 sgnr 一 (一 1)5 ,所 以 V 从 ,WEV” ,得 到 


6.2 外 代数 


E?7(CT AH) 一 (一 DE? (vi PD 


= 
= 在 i | sgno * o(€ © WD (Vip se vietn ) 
“cE TAD 
— DD)* + * # < 
i 疝 六 i 1 2 sgno * €(vVnaD) ss Vor ) * NUorktl) 9 Vor(ktD) ) 
“cETEHD 
me 
二 六 sgno* Nv VD ) * EV yc ) 
“soE TIED 
— 1)* s Po » 
于 在 三 1 2 sgno* on Ev sr DO 
“GE 到 人 人 


一 (— DA OO sv) 一 (一 1 中 (办 so i) 
最 后 证 明 结合 律 . 对 于 &€ AS(V) ,7EA'V),5E ASCV) , 取 
vr PY SURFL 9 9 URH 9 UR+LHL URLHh Cy s 
则 
((é€27) ?0 (UY UR UR 9 UR URHHL 9 >URHLHh ) 


= Aurm( (7) @ oO) vr RE 


1 
(十 十 从 2 (sgna) 


“gE TkHIHh) 


“oo((€27) © OU OR VRE 9 UR UR 9 9 URE ) 


息 1 i i ee a 
en MET TA Ene (€277) vay 9 Uo) UoR+D 9 Uk ) 


» 6(VapHtD °° oe ) 


1 i 四 
= i MT DT en Sve se en) 
。 了 VerkHD 9 9 Uaekt) ) * GUorkttl) 9 °° 9 VanekttHh) ) 
1 


7 硬 要 再 可 本 。 mt ,sea sgntT °。 €(Vnr) ss Url ) 


CUerkHD 9 VorktD) ) * SUHHD °° Uaere(ktiHh) ) 


= Aimmn (©® 7@ OO UY UR UR 9 UR URFLHL 9 9 URL ) 


(€7(776)) vr ses UR SURE 9 URHL 9 URHHL 9 9 UR ) 


= Ar (CO (726)) vr UF VRE 9 UR URHLHL 9 UR ) 


二 Ll 
= TFT en 


ET 


“0(€@® I oF so so hh UR ) 
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= 二 Lseno EVD "Ua ) 
有 (735) (vary 有 Re etHHD ) 
站 5 
是 RTD FT en i DT en we oo) 
时 VertHD etD )。 GCVeathHD 9 sortHHD ) 
和 1 . » 
ETD TRY“ RF DT en sgnr vicp sees tian) 


“gE THT TE TAHD 
. 1CuereHD VartD ) ° GUoectttD) 9 9 Uorrckttth) ) 
= Atnum lt @® 7® OUT TUE UR URHLHL 9 9 URHLHh ) » 
故 
(6?7) 2 一 ACEG 7@ 5) = €?(7?0). 
定理 6.2.6 外 积 有 如 下 性 质 : 
(1) 车 67EV 一 Al(V) , 则 
6 上 一 0， é€?y 一 一 7 疏 . 

一 般 地 , 若 一 个 外 积 多 项 式 含有 两 个 以 上 相同 的 一 次 因子 , 则 该 式 必 为 0. 

(2) 设 {e1，"…,en) 是 V 的 一 个 基 , 则 
~ A-(es ee © ei ), lilyii en 
是 A'(V) 的 基 ,r 三 n. 注意 到 ,上 式 只 有 当 计 ,…*,i, 互 不 相同 时 才 不 为 0. 当 rr 记 nn 时 ,上 式 必 
为 0. 

(3) A"(V)={0}, Yr>n. 

(4) Vr<n, 在 A'(V) 的 基 {ej?…?e; ,1 二 放 1 过 …<j, 人 <n) 之 下 ,VEE A'(V), 都 有 表示 
式 本 一 列 2 Eli a 了 


1<i <"<i<n 


Ts) s 


证 只 要 证 明 { 1 ;1 用 三 …< 之 j, 全 n} 中 ， 共有 ["]- a 个 线性 无 关 的 外 
矢量 .分 以 下 三 步 : 证 6 ?…?e; 的 求 值 公式 . 任 取 vi ,… ,vr EV* , 则 


» 。 。 
ey (vi ) 一 7 2 sene . (ej Voy) ) ej Von) 》 


(By ws (es 
(ev ) oo (ejov ) 
三 本 | 全 (6. 2. 21) 


r! 


Corp Wm ee gd 


上 式 就 是 oj ?…?e; 的 求 值 公式 ,特别 地 ,有 


6.2 外 代数 27) 


人 让 detLte。 ,eh )] 一 方 好 次 (6. 2.22) 
其 中 
1， 1 过 一 < 之 放 二 (fh,…,k,) 是 { 志 ,…,jr} 的 偶 置 换 ， 
器 演 王 1 一 1，1 委 六 二 … 去 大 委 m 人 是 (全 ,省 }》 的 奇 置 换 ， 
0， ”其 他 
称 为 广义 Kronecker 符号 . 


@ 由 四 得 el ?…?e, 天 0. 
图 当 r<n 时 ,车 {ej ?3?ei ,1 记过 …<j,<n) 线 性 相关 , 则 3 er…*rEF 不 全 为 0, 使 
ore ?…?e;, 一 0. 设 其 中 一 个 不 为 0 的 常数 为 轨 斑 入 天 0,1 委 六 二 …… 一 记 委 0 


1 <"<j,Sn 
加 入 与 之 相 补 的 坐标 指标 为 &，…,k,,, 使 得 {，… 六 ;如 ，…,k,-.} En), 并 用 
en 0， 外 乘 上 式 ,得 

i 0 一 土 oia mr el?…?e, 一 0; 


因 e1?…?e, 隆 0, 只 有 a 二 0, 这 与 其 不 为 0 矛盾 故 {ej,?…?6j ,1 过 1 二 … 过 j, 过 nn) 线性 


无 关 . 于 是 得 到 {ej ?…?e; ,1< 放 二 …<<j,<n} 是 ArV) 的 基 ,wCV) 是 人 一 
吕 


= 
线性 空间 . 

至 此 ,(1),(2),(4) 都 可 由 @@,@,@ 得 到 . 

设 r 次 外 矢量 & 的 分 量 的 坐标 表示 为 $4 二 名 …irej 的 …@ej;,， 因为 反对 称 化 算 子 的 线 
性 性 , 故 

£=Aé=e "Ae OO) = He??e, 

由 (2) 知 ,Vr 之 n 过 Ar(V)={0}. 此 即 (3). 定理 得 证 . 

2) 反对 称 - 阶 协 变 张 量 空间 A"(V” ) 中 的 外 积 运算 

对 于 4"(V” ) ,外 积 运算 的 定义 也 由 定义 6. 2.8 给 出 ,并 且 可 类 似 得 到 以 下 定理 . 


定理 6.2.7 外 积 有 如 下 运算 规则 : 对 于 6,& ,EAM(V'),y npEA(V") 与 6€ 
A*(V'), 有 

(1) 结合 律 。 (&?y)?c 一 (735); 

(2) 分 配 律 (各 十 名)?7 一 避 ?7 十 名?7， £7(m 二 mm) 一 和 ?7 + és 

(3) 反 交 换 律 6?7 二 (一 1)*y?é. 


定理 6.2.8 外 积 有 如 下 性 质 : 
(1) 车 6 EW 一 AI(V”), 则 
£1 =0, 6?7 =— 7 
一 般 地 , 若 一 个 外 积 多 项 式 含有 两 个 以 上 的 相同 的 一 次 因子 , 则 该 式 必 为 0. 
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(2) 设 {ef ,…ser } 是 的 一 个 基 , 则 
全 ?6 = Alei OOei), lSi,ir Sn 
是 A'(V*) 的 基 ,r<n. 注意 到 ,上 式 只 有 刻 ,…,ii 互 不 相同 时 才 不 为 0. 当 r>n 时 ,上 式 必 
为 0. 
(3) A'(V')={0}, Vr>n. 
(4) Vr<n, 在 A'(V') 的 基 { 外 ?…?e@) ,1 过 …<j, 人 <n) 之 下 ,对 于 VnEA'(V*) 都 
有 表示 9 一 r 2) Sh eh ?Tn. 


1<h <"<h en 
定理 6. 2. 8 的 证 明 可 仿照 定理 6. 2.6 的 证 明 给 出 . 
6.2.3 Grassmann 代数 


设 nn 维 线性 空间 V 及 其 对 偶 空间 V* 的 基 分 别 为 {el ,… ,es) 与 {e? ，*… ,ex ). 


1. 外 矢量 空间 ACV) ,外 形式 空间 AC(V* ) Grassmann 代数 (外 代数 ) 
定义 6.2. 10( 外 矢量 空间 和 A(V)) 记 1 次 外 矢量 空间 A'(V)(r 二 0,1,…,n) 的 分 层 和 为 
A(CV) = >)Ar(V)， (6.2.23) 
r=0 
则 ACV) 是 2" 维 线性 空间 . 对 于 &,n9E A(V), 有 8 一 D6 ,5 E AV) 与 y= Dm, € 
As(V). 定义 外 积 837 二 》 $27, 则 (CACV) ,十 ,a*,?) 成 为 一 个 外 代数 (Grassmann 代数 ) , 称 
r,s=0 

为 线性 空间 V 上 的 外 矢量 空间 (outer vector space) ,其 中 的 元 称 为 外 矢量 (outer vector). 

A(V) 的 基 为 

luli m1 


(6. 2.24) 
i 


外 形式 空间 ?(?*) 可 类 似 定义 . 
定义 6.2.11( 外 形式 空间 A(V* )) ”对 偶 空间 V" 上 的 外 代数 A(V* ) 一 区 [a 
r=0 
称 为 线性 空间 V 上 的 外 形式 空间 (outer form space) ,其 中 的 元 称 为 外 形式 (outer form). 
A(V" ) 的 基 为 
le :lj<n; 7 :li 


(6. 2.25) 
| 


6.2 外 代数 


2. 空间 A"(V) 与 空间 A"(V” ) 中 元 的 配合 
定义 6.2.12(A"(V) 与 A'(V* ) 中 元 的 配合 ) 空间 Ar(V) 与 A'(V* ) 是 彼此 对 偶 的 ,对 
于 vi?…?v,EA (V) 与 vi ?…?v, EAr(V  ), 定 义 配 合 
《um?…3?u VT Tew ) = det[ (vw, ,wp )]. C0, 2.206) 
注意 到 ,A'(V) 的 基 为 {6 ?…?6, :1< 有 1 过 …<j,<n} ,A'(V'* ) 的 基 为 {ej ?…?ej :1 六 
二 … 过 j, 二 nn), 则 关于 基 的 配合 为 


asiPess Po et Desdek 
一 det[ le; ,ei )] 
1， {Ris ,kr} = (jis fr} 
二 
尖 Weir yk) FF (Tis i) 
因此 这 两 组 基 恰 巧 是 彼此 对 偶 的 . 


3. 两 个 光滑 流 形 V 与 W 的 外 形式 空间 之 间 的 映射 
回顾 6.1.1 节 ,对 于 了 :CFP (V) 一 CF CW) ,相应 地 可 类 似 定义 T,(V),T,(V*); Ty (V)， 
TOV'); TAW),TAW*); T? (W),T? (W"*), 并 且 有 以 下 关系 : 
光滑 流 形 V 与 W 之 间 的 光滑 映射 F:V 一 W 


y 
F:V 一 W 的 微分 一 一 F* :T; ( 克 ) 一 人 (CCV) 
F*((df))=d(f°F), (df)ET? (W) 
y 


F:V 一 W 的 切 映 射 一 一 F. :TV) 一 TOW) 
(pal=(E, Fu, KET MI, aeTw) 
现在 对 于 两 个 -~ 次 外 形式 空间 A"(W*) 与 A'(V*), 可 定义 线性 映射 G:V 一 W 的 一 个 诱 
导 映 射 G* :A (W") 一 A'(V'*) 如 下 . 设 妃 ,…,v,EV 与 BEAC(W ) ,定义 G" 为 满足 等 式 
Ge gd) Eg(G(v) ,Gv,)) (6; 2 .277 
的 映射 . 则 G* 是 线性 的 , 且 与 外 积 运 算 ? 可 交换 . 于 是 ,线性 算 子 G* 是 外 代数 AC(W"*) 到 外 
代数 A(V *) 的 同 态 . 
定理 6.2.9 设 G:V>W 是 光滑 线性 映射 , 则 由 (6.2.27) 式 定义 的 线性 算 子 G*: 
A"(W*) 一 A'(V*) 与 外 积 运算 ?是 可 交换 的 , 亦 即 ,对 于 任意 的 gE A '(W"*) 与 EA'(W*), 有 
G'(g WwW) = (Gq) ?GY). 


4. 外 积 的 几 个 重要 性 质 
定理 6.2.10 舌 量 v,…,v,EV 线性 相关 , 当 且 仅 当 vi?*…?wv, 一 0. 
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证 必要 性 车 奴 ,…,v,EV 线性 相关 ,可 设 wv 二 aivi 十 … 十 a,-1v,-1;, 故 


mi?…?u 7?(aiul 十 … 十 ar-iw-i) 


显然 为 0. 
充分 性 ” 反 证 ,车 v, ,… ,wv 线性 无 关 , 则 可 将 它 扩充 为 V 的 基 {m ,ywr ,urn ，… ,un)， 


因为 它们 线性 无 关 , 从 而 由?…?u ?wy42?…344 关 0, 所 以 v1?…?3v, 关 0, 这 与 ww?…?v, 二 0 矛 
盾 . 定理 得 证 . 

定理 6.2.11(Cartan 引 理 ) 
> wi?ws 二 0, 若 4，… sv, 线性 无 关 , 则 wi 可 表示 成 线性 组 合 tw 二 >)awvjs1 过 kr, 且 
k=1 j=1 


设 四 or EVywis"… ,Ww EV 是 V 中 的 两 组 元 ,使 得 


Uy = dns 


证 因为 wv,… ,wv 线性 无 关 , 可 将 其 扩充 成 V 的 基 {vi,… ,vsvrri，… ,vs) ,可 设 


we 一 ytdy 中 SM k=1,2,,r, 
j=1 


j=rtl 


代入 六 wy 一 0, 得 到 
k=1 
0= i 让 人 Si 
koj=1 大 


=1i=r+1 


= > (ay — aj ve Tv; 二 Dy 2D) ouuk?ui。 
1&k<j<1 k=1i=rtl 
由 于 {vi?vj ve?wj sur?uj:1 志 j 之 kn} 是 A:(V) 的 一 个 基 , 因 此 上 式 给 出 


由 一 0 一 0 与 站 一 0， 


此 即 w 一 > auoj (CR 一 1,2,……r) 与 ar = aj. 
j=1 


定理 6.2.12 设 凯 ,…,v,EV 线性 无 关 ,ww 是 V 上 的 s 次 外 失 量 , 则 存在 办,，…， 
几 EAT1(V) ,使 得 名 二 》) vi?Yi, 当 且 仅 当 4?…?v, ?iw 二 0. 

k=1 

定理 6.2.13 设 由 ,wwWEV,1IjSk, 是 空间 V 中 的 两 组 元 , 若 {vj ,wj ,1<j<<k}CC 


kk [3 
V 是 线性 无 关 的 ,并 且 viTwj= DD DR), 则 Vy,tw)EV 都 是 V1,… vistwi,"… stwi 的 线 
j=1 


性 组 合 , 且 它 们 也 是 线性 无 关 的 . 
注 ”外 积 与 行列 式 有 密切 关系 . 由 (6. 2. 21) 式 ,有 


» 。 〖 。 +» 
ST Ca sD )= TT sgno* (es, UD ee 《本 Von 》 
“ETD 


j=1 
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‘0 
es UT 》 C6, si 
rl 


CB) (8 sor 9 


MS* 


进而 , 设 名 ,… ,ve EV, 且 wi,…,ws EV 是 前 者 的 线性 组 合 , 亦 即 wj 一 toa, 则 
Bp=1 


wi?° ?rw = det[i# Jv?.%?v,, (6. 2. 28) 


因此 ,外 矢量 ru?…?rex 与 v1?…?v 只 相差 一 个 行列 式 作 为 数量 因子 . 
6.3 外 微分 
6.3.1 张 量 从 .矢量 从 


1. (r,s) 型 张 量 空间 T5(C2) 
6. 2 节 中 定义 了 (r,s) 型 张 量 空间 ,V! 一 VO…@VOV" @…@V*'. 本 节 将 张 量 理论 用 


rr 日 


外 


于 光滑 流 形 . 
给 定 m 维 光滑 流 形 M 三 (M.A ), 取 PEM, 将 V,W 分 别 取 作 点 p 的 切 空间 T 与 余 切 空 
间 有 .于 是 ,在 流 形 M 的 每 一 点 PE M, 有 一 个 (r,s) 型 张 量 空 间 T:(p)==T,@…@T,@ 


r 


TO…@T; , 它 是 一 个 m"*' 维 线性 空间 . 由 此 将 构造 几 个 重要 的 空间 . 
人 


5 
V 为 实数 域 民 上 的 m 维 线性 空间 ,{e1 ,…,e,}) 为 V 的 一 个 基 ; 于 是 
y= (yyn) EVoOR"; 
GL(V) 为 V 上 的 线性 自 同 构 群 ; 于 是 
GL(VOGL (mR) “> M, = {A = [a Jnxm :det[anj #0}, 
且 AEGL(m;R ) 对 yEV 的 作用 记 为 
yA= (ysyn) * Lan], detLanj A 0;, 

这 里 。 是 矩阵 的 乘法 ; 

VV 为 V 上 的 (r,s) 型 张 量 空间 一 的 VC 六 四 …G@V” ,W 的 基 为 

en Oe Ber OB, ljokeg mlSa<r,1<Be;; 

人 为 具有 局 部 坐标 系 {(U ,wj)) 的 、m 维 光滑 流 形 M 在 点 p EM 的 余 切 空间 ,其 自然 基 

与 对 偶 基 ( 即 切 空间 T, 的 自然 基 ) 分 别 为 


{(du)psl 才 km}CTD 与 { 


机 
gus 


Ri <i<m}c 加 
坑 
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TI(p) 为 点 的 (rs) 型 张 量 空间 ,TI(p) 一 T@…@T,@T @…@T; ,Ti(p) 的 基 为 


入 5 


(* ),®™® (Rw),® dm B® dm) "| 
l<jokp<m, la<r, 1<P<s 


2. (r,s) 型 张 量 从 T' 寺 T’(M) 


和 谷 


T=TMW = To)， 


PEM 


其 中 T7(p) 二 T,@…@T,@T; @-…@T: 为 (r,s) 型 张 量 空间 ,这 里 *【 人”" 称 为 隔离 并 . 我 们 


要 在 Tr 上 引进 拓扑 结构 ,使 六 成 为 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 ,也 要 引进 Tr 上 的 C” 微 分 
结构 ,使 其 成 为 一 个 光滑 流 形 , 并 且 证 明 六 微分 同 胚 于 一 个 积 流 形 MXR*. 把 T! 称 为 流 形 
M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 . 
1) T+ 上 的 拓扑 结构 ”对 于 实数 域 RR 上 的 m 维 光 滑 流 形 M , 设 {(U ,wj)) 为 一 个 局 部 坐 
标 系 , 取 m 维 线性 空间 V( 实 际 上 就 可 视 V 为 R) ,{e ,…',en} 为 V 的 一 组 基 . 
定义 映射 
:UXV: = Tp), (6. 3.1) 


peEU 


满足 VC(p,y)EUXV’ 二 gu(p,y)ETi(p) ,使 得 gu(p,y) 关 于 Ti(p) 的 基 
IE ®- .@( 玉 ) @ dm), OO (du) 1<jh <m) 


的 表示 
pp) = ), OO (Fr), dn), Cdn), ) 
与 yEV 关于 基 
BO OLO"OL, 1<ioh<n 
的 表示 


y= WO OO"Oa) 


相同 . 显然 ,(p,y) he 2). 
取 M 的 一 个 开 覆 盖 {U,W,…}) ,并 且 相 应 于 每 一 个 局 部 坐标 ,都 定义 (6. 3. 1) 式 中 的 映 
射 , 于 是 得 到 
{gu Pr 《6. 3,2) 
把 诸如 UXV: 的 各 开 子 集 在 gu 下 的 象 的 全 体 所 成 的 集合 作为 T 的 拓扑 基 ( 不 难 验证 ,所 
得 到 的 集合 满足 拓扑 基 的 条 件 ). 于 是 ,这 样 确定 了 T: 的 拓扑 ,使 得 T; 成 为 具有 可 数 基 的 
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Hausdorff 空间 ,并 且 每 一 个 由 (6. 3. 1) 式 定义 的 映射 都 是 拓扑 同 胚 . 
2) T+ 上 的 C” 微 分 流 形 结构 ”对 于 任 一 固定 点 pEU, 由 (6. 3.1) 式 中 的 qu, 定义 一 个 
映射 gu,s :Vi 一 Ti(p) ,满足 
Yop(y) = pu(pry), yEV'. 
显然 ,gu,s 是 V’ 到 Tr(p) 的 线性 同 构 ( 即 线性 、 双 方 单 值 、 双 方 连续 ). 
对 于 {UD,W,…} 中 的 UNW 去 ,上 且 pEUNW, 则 由 
V 一 -Ti (p) 一 > V’, 
po [a 
定义 映射 
gow (p) = gr ° pop: Vi > Vr, C6. 3..3) 
则 gow 是 Vi 到 Vi 的 自 同 构 , 从 而 gow (p)EGL(V?) ,并 满足 
yy EV pu(py) = pw psy ); 
而 且 可 推 得 
Vysy EV gop) = pw (pry) SO puply) = pwsly’) 


Oy = Hh py) Sy = y* gow(p), 
这 最 后 一 步 是 因为 guw(p)EGL(V'). 这 里 y 三 yy EU ,y 三 yw EW. 
从 另 一 个 观点 看 映射 guw ,得 到 
guw: UN W— GL(VD). 6, 各 
事实 上 ,由 ws:UXV 一 局 Tco) 定 义 一 个 新 映射 t= 使 术 gga 
Vi 一 Ti(p), 因 此 ( 见 图 6. 3.1) 
guw (p) = pop ° quip: VI > Vi’. 


(p.WEUXV 


oO epEUNW 
(a c) 


guAp- 9R Pup: VW 


6.3.1 映射 guw(p) 
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亦 即 图 6. 3. 2 中 的 表示 . 


peUNW, yE 玫 | 一 |(p. WeUxXW 


qu: UX 让 U TY(p) 
< pEU 


Pu(p, WD)=9u. ry) 
(an 


TO) 


6.3.2 Tr 上 的 C™ 微 分 流 形 结构 


于 是 ,有 
PEUNWAG YY EV, (pW,psy) EUXV: 
> gu(pyy) = pw (pry) Sy =y* gow(p). 《6, 3 5 
我 们 需要 证 明 以 下 两 点 : 


(1) guw 是 光滑 映射 

guw 的 光滑 性 证 明 较 为 复杂 ,这 里 仅 对 =1,s==1 情形 加 以 证 明 . 

设 M 关于 局 部 坐标 系 {(U ,wj)}) 的 自然 基 为 {1 ,… ,us),M 关于 局 部 坐标 系 {(W ,wj)} 
的 自然 基 为 {tw ，… ,ro), 切 空间 Ty 与 余 切 空 间 T; 的 基 分 别 为 


9 
Ez 
9 
{a |, 


设 y,y EVi, 用 分 量 表示 为 y==yi ej@ex ,yy 一 (y ie;@er ,因此 


gu(p, 一 (元 J 加 (du),, 


| <i<m)c Ts 


， <i<m}c lm 


wo) = G04( 却 - | @ (dw ),. 
于 是 ,在 UNW 上 ,自然 基 之 间 有 以 下 关系 : 


a 
du = 了 edu， 
TO 
1<j,k<m; 
9 _9w _9 
3 ”au au， 


而 坐标 变换 的 Jacobi 算 阵 为 Jov 一 [[ 3 ] ] ,并 且 可 以 得 到 (2 一 xi[( 环 ]][[( 税 )]， 
亦 即 


(y* gow ( 轧 ) 这 = xy[( 嘴 ]][( 澡 外] (6. 3.6) 
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事实 上 ,yEVi 的 坐标 应 记 为 (2), 则 (6.3.6) 式 表明 ， 
guw(p) 用 Cm? 二 m*”Xm* 阶 非 退化 方 阵 表示 ,恰好 是 Jacobi 方 阵 Juw 与 它 的 逆 方 阵 Jw 
的 张 量 积 Juw@J 越 , 即 

So = Juw (@)] Jow. 

由 于 Jow 与 J 克 二 Jwu 在 UN W 上 都 是 光滑 的 ,因此 guw 也 是 光滑 的 . 

(2) T 成 为 一 个 光滑 流 形 

由 {or(UXYVY3? ,gw (WXV’),…} 构 成 空间 T! 的 坐标 开 覆 盖 , 并 且 是 C” 相 容 的 , 故 在 
每 个 坐标 域 w(UXYV9D 上 的 点 (2,y) 的 坐标 为 (ui (2) ,商人 之 十 ) ,其 中 是 流 形 M 的 坐标 域 
U 上 的 局 部 坐标 ,yw'… 慷 是 yEV: 关于 基 ej, 3…@ej,@er 的 …@ex ,1<j。 ,kom 的 分 量 . 

当 U 门 W 关 多 时 ,由 于 guw 二 Jow 的 J 世 , 故 

gow = Jow Ow:UNW> GLV) 

是 光滑 的 ,关系 式 (6.3.5) 说 明 , Tr 由 {gu (UXV?) ,gw (WXV'),…}) 构 成 的 坐标 开 覆 盖 是 
C= 相 容 的 ,因此 ,T 成 为 一 个 光滑 流 形 . 

于 是 ,其 上 的 C” 微 分 流 形 结构 为 

A={(U,g)} = {gu(U XVD), he gow}, 

其 中 guw 由 (6. 3. 3) 式 或 (6. 3.4) 式 确定 ,h:GL(V) 习 Rr 是 GL(V’) 到 Rr 的 拓扑 同 构 ， 
dimGL(V’)= (mt)?. 


定义 6.3.1((x,s) 型 张 量 从 、 从 投影 ,纤维 ) ”隔离 并 人 TT 圭 T’(M) 二 Urrco) 在 C0” 微分 
p 
流 形 结构 人 A 一 {(U,gu)} 三 {gu (UXV'), heguw) 之 下 成 为 一 个 光滑 流 形 , 称 为 流 形 M 上 的 
(r,s) 型 张 量 从 (tensor bundle). 
Tr 上 的 自然 投影 :Tr 一 M 把 点 的 (r,s) 型 张 量 空 间 
1 入 三 六 久 ee OT,OT; a OT 


[ 5 
中 的 元 映射 到 点 pEM, 则 x:Tr 一 M 是 光滑 满 映 射 , 称 为 从 投影 ,也 称 为 自然 投影 ; T’(p) 
称 为 (r,s) 张 量 从 T!’ 在 点 pEM 上 的 纤维 (fibre). 


将 光滑 流 形 M 及 其 上 的 张 量 从 看 成 一 体 ,恰似 
人 的 头 盖 及 发 从 ,而 纤维 就 相当 一 根 头发 丝 ,如 rrp) 


图 6. 3. 3 所 示 . 二 
当 考虑 两 个 光滑 流 形 M,N 之 间 的 光滑 映射 时 ， 
就 可 定义 一 般 的 “(r,s) 矢量 从 ”, 而 (7,s) 张 量 从 是 SR 


(r,s) 矢 量 从 的 特例 . 张 量 从 .矢量 丛 在 定义 流 形 的 
“ 连 络 ”时 ,成 为 “规范 场 理 论 ” 的 重要 数学 基础 ,这 里 


图 6.3.3 张 量 从 
就 不 介绍 了 . 
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3. 切 从 , 余 切 从 


定义 6.3.2( 切 从 、 余 切 从 ) 在 (r,s) 张 量 从 了 二 TiCOMD) 一 TiCp) 中 , 令 1 一 1,s 一 0， 
Pp 
就 得 到 流 形 M 上 的 (1.,0) 型 张 量 从 一 一 切 从 (tangent bundle), 亦 即 , 切 从 表示 为 
TW=TIMW =U Ti9)=UT,; 
pEM pEM 
车 令 r 二 0,s 二 1, 就 得 到 流 形 M 上 的 (0,1) 型 张 量 从 一 一 余 切 从 (cotangent bundle), 亦 即 , 余 
切 从 表示 为 


TW=TM=U T=UT. 


PEM PEM 


4. 外 矢量 从 ,外 形式 从 


取 V=T,,V* 二 7T? ,按照 张 量 从 的 做 法 ,可 以 在 光滑 流 形 M 上 构造 外 矢量 丛 与 外 形式 
从 .我 们 以 构造 外 形式 从 为 例 . 


定义 6.3.3( 外 形式 从 ) ”建立 外 形式 从 A(M" ) 的 框图 如 下 . 
r 阶 协 变 张 量 空 间 T"(T;) 反对 称 7 阶 协 变 张 量 空 间 A (T; ) 三 A,(T"(T; )》 


TT )=T; @“OT; 反对 称 化 2 


r 次 外 形式 空间 ,定义 外 积 &A” 


"次 外 形式 从 A'(M* )= 【A CT;) 一 隔离 并 
|— 2m 分 层 和 一 一 
A(M’ )= bp A'(M'’ )= > Uaer;) 点 外 形式 代数 A(T; ) 二 bp VET 


也 部 并 一 | 
外 形式 从 ACM” )= Uacr; ,=U( 3 NT )】 


从 以 上 构建 “从 ”与 “代数 ”的 过 程 看 到 ,“ 从 ”是 在 流 形 上 构建 “隔离 并 ”“ 代 数 ” 是 在 给 定 
点 处 构建 “分 层 和 ”. 
外 矢量 从 A(M) 的 构造 与 以 上 外 形式 从 ACM"* ) 的 构造 步骤 类 似 , 请 读者 自行 完成 . 


5. 光滑 截面 
1) 张 量 从 的 光滑 截面 


(r,s) 型 光滑 张 量 场 


定义 6.3.4( 张 量 从 :的 光滑 截面 对 张 量 从 六 二 三 (M) 一 Uricp), 设 giM>T: 
p 
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是 光滑 映射 , 若 5:M-~~T 与 从 投影 x+:T' 一 MM 的 复合 x°g 是 恒 同 映射 , 亦 即 r"g 一 TI:M 一 
M, 则 称 g 是 张 量 从 T' 的 一 个 光滑 截面 (smooth section) ,或 称 g 是 M 上 的 (r,s) 型 光滑 张 
量 场 (tensor field). 

图 6. 3.4 中 ,虚线 椭 球 形 是 流 形 M, 从 流 形 M 上 出 发 的 细 曲 线 是 纤维 T(p), 粗 曲线 所 
围 的 是 光滑 截面 f ,图 6. 3.4 整体 就 是 一 个 张 量 从 T'. 
Y=TH(M) 实际 上 ,g 在 Ti(p) 上 的 像 点 就 是 g(p), 像 集 
g(M) 就 是 光滑 截面 ,有 

gD ET = Trp): 
EM 


2) 切 从 T(M) 的 光滑 截面 一 一 切 矢量 场 


定义 6.3.5( 切 从 T(M) 的 光滑 截面 ) 对 于 由 
图 6.3.4 张 量 从 的 光滑 截面 在 点 pEM 的 切 空 间 T, 构成 的 切 从 TT(M) 三 


Tp) 


THD 二 [T,, 设 g:MTCM) 是 光滑 映射 . 若 
p 
8:M>T(M) 与 公投 影 x:T(M) 一 M 的 复合 r*g 是 恒 同 映射 , 亦 即 r"g 一 T:M 一 M, 则 称 
5(CM) 是 切 丛 TCM) 的 一 个 光滑 截面 , 切 丛 的 光滑 截面 就 是 M 的 切 矢 量 场 . 

请 读者 回顾 6. 1. 1 节 中 定义 的 切 矢量 场 , 并 进行 比较 . 


定义 6.3.6( 光 滑 切 矢量 场 ) 设 X 一 {X， :phEM} 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 矢量 场 , 若 
对 于 任意 的 fEC™”(M), 仍 有 XfEC™(M), 则 称 X 是 流 形 M 上 的 光滑 切 矢量 场 . 


于 是 ,光滑 切 和 失 量 场 X=={X,:pEM}) 是 C”(M) 到 C” COM) 的 一 个 算 子 . 其 性 质 如 下 : 
Vf,gEC”(M),a,BER ,有 

(1) X(af+Bg)=a(Xf)+B(Xg); 

(2) XCF 8g)=f° (XEg)+g* (XN). 

3) 余 切 从 T*(M) 的 光滑 截面 一 一 一 次 微分 式 


定义 6.3.7( 余 切 从 T*(M) 的 光滑 截面 ) 对 于 由 在 点 pEM 的 余 切 空 间 T; 构成 的 余 
功 从 T*(MD)= 二 TY(M)= Wb: , 设 g:M>T*(M) 是 光滑 映射 . 若 映 射 g:M>T*(IM) 与 公投 
p 
影 x:T*(M) 一 M 的 复合 r*g 是 恒 同 映射 , 亦 即 r"g 一 T:M 一 M, 则 称 g(M) 是 余 切 从 
TCM) 的 一 个 光滑 截面 , 余 切 丛 的 光滑 截面 就 是 M 的 一 次 微分 式 . 
6.3.2 外 微分 式 的 外 微分 


我 们 从 m 维 光滑 流 形 M 反 CM,A ) 开 始 . 


加 
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1. M 上 的 外 微分 式 空间 ACMD 
1) M 上 的 * 次 外 微分 式 ,r 次 外 微分 式 空间 A"(M) 
定义 6.3.3 给 出 了 M 上 次 外 形式 从 ACM- ) 一 A CT; ), 它 是 M 上 的 一 种 张 量 从 记 
AMM) = MM’ Ji 
为 ArCM'* ) 的 光滑 截面 的 全 体 所 成 的 空间 , 称 ArCM) 为 M 上 的 + 次 外 微分 式 空间 ,其 中 的 
元 称 为 M 上 的 次 外 微分 式 (M 上 的 次 外 微分 式 ,就 是 光滑 的 反对 称 -~ 阶 协 变 张 量 场 ). 
2) M 上 的 外 微分 式 ,外 微分 式 空间 ACMD) 


定义 6.3.3 给 出 了 M 上 的 外 形式 从 A(M* ,= ac ,=-U( >》 ArcTs )], 它 是 

M 上 的 一 种 张 量 从 . 记 
A(M) = T(A(M')) 

为 A(M"* ) 的 光滑 截面 的 全 体 所 成 的 空间 . 称 ACMD 为 M 上 的 外 微分 式 空 间 , 其 中 的 元 称 为 
M 上 的 外 微分 式 (M 上 的 外 微分 式 ,就 是 光滑 的 反对 称 协 变 张 量 场 ). 

注 1 A"(M") 是 ~ 次 外 微分 式 丛 , 亦 即 ,未 作 分 层 和 , 故 记 号 为 &"CM) 王 PCA"CM")). 

注 2 ACM") 是 外 微分 式 从 ,已 经 作 过 分 层 和 ,没有 *r 次 ”, 故 记号 为 A(MD 二 TCACM")). 

3) 外 微分 式 空间 A(M) 的 构成 


点 的 7 次 外 形式 空间 点 了 的 外 形式 空间 


\ 


大 全 一 一 分 层 和 一 一 人 (全 和 2 让 
了 下 


隔离 并 | 隔离 并 
r 次 外 形式 从 外 形式 从 
A CM )= 忆 AT ) ACM- )= acr; ;= 凡 > A'CT;) 
8:M 一 A (M" ) | 光滑 截面 x。g 二 I 8:M> 人 人 (M" ) | 光滑 截面 x。g 二 I 
r 次 外 微分 式 空 间 外 微分 式 空 间 
ArCM)=TCACM' )) A(M)=r(AM' )) 


m 1 
| 一 ~ >) A'M)=A(M)=-! 


6.3 外 微分 
从 上 面 的 交换 图 看 到 
A(M) = SAD = Sr (M*)) = Sr( Us ,| 
r= [m4 PEM 
也 有 
AGO = ra y= 7(U acri)]=r| (Sacer )]) 
PEM PEM \ r=0 
= 证 下 LU Me 中] = Sr(U Ni )]. 
r=0 \ pEM r=0 pEM 


下 面 要 用 到 两 个 空间 的 基 . 
(1) 点 pp 的 7 次 外 形式 空间 A"(T; ) 三 A,(T"(T; )) 的 基 为 
(dun, )» 和 dam 7 lhs"skh ms 


对 + 作 分 层 直 和 》)A"CTS ) ,得 到 外 代数 | As 中 
(2) 点 p 的 7 次 外 矢量 空间 A"(T,) 志 A,(T"(T,)) 的 基 为 
> 9 ， 、 
(a } ji ), 1 ji jm 


对 作 分 层 直 和 六 Ar(T,) ,得 到 外 代数 FAT ,Ha 9]. 


4) 外 微分 式 空间 ACM) 中 外 微分 式 w € ACM) 一 > 1A'CMD) 的 表示 
r=0 


每 个 w € A(M) = 六 ArCwD ,可 惟一 地 表示 为 


中 一 邓 十 由 十 … 十 om 一 Sk, 
其 中 orEArCM) 为 次 外 微分 式 ,rE {0,1,…,m}). 
5) 外 微分 式 空间 ACM) 中 的 外 积 运 算 
现在 将 外 积 运算 ?推广 到 外 微分 式 空间 
A(M) = 六 Ar = Pro )) = | UU wr )]. 


r=0 0 \pEM 


我 们 有 


wE A(M) = Baaw =oe raw=r(U Mier ))]， 0<j<m, 


pEM 


亦 即 ,w 是 点 p EM 的 反对 称 ; 次 协 变 张 量 空 间 Ai(T;) (0 二 j 志 mm) 形 成 的 从 
UU NT;), oij<n 


pEM 


的 光滑 截面 r( U ACT )] ,0 委 j 委 mm. 因此 w:M 一 Ug; ),0 志 jj 二 mr, 所 以 w(p)€ 
pEM p 
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Ai(Tz ) 是 一 个 反对 称 j 次 协 变 张 量 , 亦 即 j 次 外 形式 . 


于 是 ,wi ,ws EA(M) 二 >) A"(M) 表 示 对 任意 点 phEM, 都 有 


Fer 


a(p) E MNT), wp) E MTI), 0ZIj,kSm, 
故 wu(pXws(p) 作 为 两 个 外 形式 ww (p),w(p) 的 外 积 有 意义 .因此 ,可 定义 w ?ws 为 
(wi?w2)(p) 三 o1 (pws(p) ,并 且 wy?ws€ACM). 于 是 


(sa0w = 2)A MW, +,a 1] 


r=0 


成 为 一 个 分 层 代数 (graded algebra), 亦 即 , A(M) 是 一 系列 线性 空间 A"(M) 的 分 层 和 


A(MD 王 >) A"(M). 外 积 ? 作 为 空间 上 的 运算 ,给 出 
A 

AT(M)， rs 志 m, 

?A CM x A: (MW ~ A (M) = | 


{0}， r+s>m. 
6) +r 次 外 矢量 从 A"CM) 与 -次 外 形式 从 A"(M" ) 的 配合 
r 次 外 矢量 从 A"CM) 一 arcr 与 r 次 外 形式 从 A'(M" )= Ug; ) 是 对 偶 从 ,于 
Pp p! 
是 ,在 流 形 M 的 同一 点 pEM 上 的 纤维 之 间 的 配合 ,是 从 A"(T,) 与 A'(T; ) 的 配合 诱导 来 
9 9 了 pr 
的 . 因此 ,空间 A"(T,) 的 基 全 wa ] as ,jm 与 空间 A'(T; ) 的 基 


(dun )p。?…?(dus )p ,1 二 hi ，… ,kr 过 m, 应 满足 配合 关系 


“ 0 
(二 让 nl Er dm ), ?7dus, ),) 二 时 六， 


而 且 w(p)EA"(Ts ) 在 局 部 坐标 系 {(U,w)) 下 的 表示 为 wi (dun ?2?duu ) 分量 ws。 


可 表示 成 
= 二 (下) ),)- 


2. 外 微分 式 空间 ACM) 上 的 外 微分 运算 及 其 性 质 

本 小 节 中 ,将 在 外 微分 式 空间 (A(MD ,十 ,a* ,A ,?) 上 定义 一 种 运算 , 称 为 外 微分 ,由 
于 外 微分 的 引入 ,使 得 ACM) 中 又 增加 了 一 种 运算 ,成 为 (ACM) ,十 ,a* ,A ,?,d). 

1) 外 微分 的 定义 

定义 6.3.8( 外 微分 ) 设 M 是 m 维 光滑 流 形 ,A(M) 是 M 上 的 外 微分 式 空间 , 若 存在 
映射 d:ACM) 一 ACMD) ,满足 

(1) dCA"COMD)CAT+ICMD); 

(2) 车 ww EA(MD, 则 dCol 十 op) 一 do 十 do ; 
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(3) 若 w 是 7 次 外 微分 式 , 则 d(wi?os) 一 (dowi)?os 十 (一 1D)7roi?dos; 
(4) 若是 M 上 的 光滑 函数 , 即 fEA"'(MD 一 C” (MD), 则 df 恰 是 三 在 经 典 意义 下 的 微分 ; 
(5) 车 wEA' (MD), 则 dCdw) 一 0， 
则 称 映 射 d:A(M) 一 A(M) 为 外 微分 式 空 间 A(M) 上 的 外 微分 ,所 确定 的 映射 d 称 为 外 微分 
算 子 (outward differential operator). 对 于 wEA(M), 记 w 的 外 微分 为 dw. 


2) 外 微分 的 存在 性 
下 述 定理 给 出 外 微分 在 外 微分 式 空 间 (A(CMD ,十 ,a* ,tr,?) 上 的 存在 性 . 


定理 6. 3.1( 存 在 性 定理 ) 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , 则 存在 惟一 的 映射 
d:A(MW — A(MW, 
满足 定义 6. 3.8 中 所 述 外 微分 的 条 件 (1) 一 (5). 


证 下 面 先 定义 d:A(CM) 一 ACMD) ,并 证 明 它 满足 (1) 一 (5). 因此 ,外 微分 算 子 d 存在 . 
Q@ 首先 指出 ,要 定义 的 d 显然 是 一 个 局 部 线性 算 子 , 亦 即 
ww E AC(M), wi lv = w |vu, UEr= do 防 = dw; | 


w EAM, wu =olw, UW Er dw |vo) |onw = d(w lw) |unw. 
@ 其 次 证 明 所 定义 的 “外 微分 算 子 d" 是 惟一 的 . 具体 证 明 过 程 如 下 . 
设 wEACMD, 则 37(0rm),wEA'(M) 二 wlu=a，: du ?3…?duu ， a€EA'(M) 是 U 
Er 上 的 光滑 函数 二 定义 


do 一 da。 dun ?*"* ?du ) 三 da Pdur ?Tdus, (x*) 
其 中 
aa wa aa aa 
da Br 3 Ep 了 du 十 … 十 Ba dum 9 (x*%) 


WE 
(x ) 式 与 ( xx ) 式 伟 (4). 这 是 因为 由 a€A'(M)==C™” (MD) 与 (xx ) 式 知 da€ A!(M)， 
而 AL(CM) 的 基 为 {du ,… ,du ) ,因此 有 
a ey a 
da = je du = 2 Fd 


Ee 一 次 微分 的 表示 
故 (4) 成 立 , 反 之 亦 然 . 又 由 (x* ) 式 与 (xx ) 式 知 (2) 显 然 成 立 ; 并 且 YVaER 有 dCaw) 一 cdw， 
故 所 定义 的 d 是 线性 算 子 . 下 面 , 利 用 wEA(CM) 的 局 部 坐标 表示 来 验证 (1),(3),(5). 
验证 (1) 由 于 wEA-(OM) , o=a 。 da ?Tdus, aEA'(M)==C™(M) ,根据 (*x ) 式 ， 


m 元 光滑 函数 a 的 微分 为 da 一 了 dw, 因此 , 按 ( < ) 式 与 (x*x ) 式 中 的 定义 ,对 于 


woEACOM) , 设 w 一 wa。 du ?dz : 则 有 
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dw= dCa 。 deadaeu T= dur? ?du 


9 9 
大 (六 du 二 二 du J ?ede 


= Da qu ?Cdus, ?e037du, ) 十 … 2 ?3.7du, ) 
du r Qunm . 
个 


du ?Cduu ?…2?duu ) 共 十 1 项 ,形成 dus,?…?dusn 项 
六 
于 是 ,了 dw? (du 3.…9dui_ ) EE ATICMD) ,j 关 hh ,…,h ,其余 各 项 类 似 , 故 符合 (1). 
eh 


验证 (3) 车 w=a dus ?…?du EA(MD) ,ws 一 b*dwj,?…?duj EA'(M), 则 按 外 积 
定义 ,有 
wi ?ws = (ae du ?ee ?du ) ?CO du ?7du ) 
= Cae b) Cdun ?eTdus Tdu, ?7 dw, )» 
其 中 a。5EC™ CM) , 故 按 (* ) 式 中 的 定义 ,有 
dlwi?w2)= d{(ae dus ?ee ?du )?(6» du ?7 ?du )} 
= d{(a*» Odun ?Tdus ?du ?*** ?du )} 
= {b(da) +a(db) } dun ?Tdur ?du 2 ?da ) 
= (bda) ?duu?…?duu ?dz ?7du, ) 
+ Ca(db) Ydun ?Ydus, ?de ?*** ?du ) 
= ((da) ?dun ?ee*?dus, ) ?Cb ?du 2 ?do ) 
+ (— D’(a ?dun ?ee ?du ) (Cdb) ?du ?e+ ?du ) 


= doi?w; 十 (— 1)'wi?dw,, 


故 符合 (3). 
验证 (5) 车 w= 二 fEA' (CM) 二 C™(MD), 则 了 是 M 上 的 光滑 函数 ,f 在 U 上 的 限制 ,由 
(xx ) 式 ,有 
df= > Maw = 
dcdf)= b> zw] 5 - 卫 忆 元 和 (dwrdw) 
Sv 六 
过 可 ( Ba dir + Dera, jauzdw 


6.3 外 微分 3) 


最 后 一 步 是 因为 JEC™(M) 蕴 合 j 六 -一 了 , 故 括号 中 的 两 个 求 和 式 
UU UsoUj 
a 3 of 
之 ee dus?du: ， 总 Em du ?du; 


实际 上 是 相等 的 ,d(df) 二 0, 从 而 对 wEA"(M) ,有 dw 二 0, 即 (5) 成 立 . 
由 d(w|v) |onw 二 d(w|onw)| 二 d(w|w)|onw, 知 (* ) 式 与 ( xx ) 式 定义 的 微分 算 子 
d:ACOM > A(MW) 
在 UNW 上 是 一 致 的 , 亦 即 ,d 在 光滑 流 形 M 上 是 有 定义 的 、 惟 一 确定 的 . 
对 于 wEA (MD ,w=f* du??du,, fEC™ (COM 
全 do 一 dCF .da3?…3?dur) = df ?dia?°?du, = df ?du ?7du,) 
> d(dw) = d{df ?d(diu?…?du,))} 
= d(df) ?Cdi?:?du,) 一 (一 1D)1dF ?d{ (dw? ?du,)} 
=07(du??du,)—(—1)'df?0=0 
一 步 是 因为 d(du) 二 d(1， dw) 二 d(1)?dwu 二 0. 这 就 证 明了 VYw€EA'(M) 有 dw==0. 
定理 得 证 . 
下 面 给 出 例子 , 取 M 二 R 的 特殊 情况 来 解释 一 下 外 微分 的 意义 . 
例 6.3.1 M=R. 
在 M=R: 时 , 取 局 部 坐标 {ww ,xs sis) sia 二 X ,ws 二 ysus 二 ,得 到 m 二 3 维 光滑 流 形 . 
(1) 点 p 的 余 切 空间 T= 多 /~~={[f]*:[fJ€E} 
自然 基 为 {(dus),,1<k3) 二 {(du),,(duz),，《dus)，), 亦 即 
{(dz)p, (dy),, (dz),} = {dz ,dy,dz}, 
在 点 p 的 微分 为 FEC2 (RY) 二 (df),ET; , 亦 即 


(df), = Dar du), = aldz 十 azdy + asdz. 


其 中 m= = 并， as=9te cr (R'). 
人 y - 
(2) 点 p 的 切 空间 T,==(Ty)* 


9 9 9 9 
| 二 | ,1<j<31={ 过 -| 全 头 
对 偶 基 为 {3 | ,1<j<3)= {51,5 | ,3 |,}' 亦 即 
9 9 9 9 9 9 
局 ay| ,az }= 人 


点 p 的 切 和 撩 量 [Yj 二 X, ET,, 亦 即 
3 
B) 
之 5 元 | 


d(y°7) 
dt 


9 9 9 
Sg 


< ,一 dse7 ,7 一 (7) 为 过 点 请 的 光滑 曲线 . 


其 中 与 


:二 
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(3) 点 bp 的 r 阶 协 变 张 量 空间 T"(T; ) 二 (Ty )@…QT; ,0<r<3. 
(4) 点 2 的 r 次 外 形式 空间 A'(T; ) 寺 A,(T"(T; )),0<r<3 
基 为 {Cdun )。?…?(dus ) :1 二 ，…,k, 二 3} ,具体 写 为 

@ A(T; ) 的 基 为 {1}; 

@ A'(T; ) 的 基 为 {dui ,dus ,dus}); 

@ WT ) 的 基 为 {di ?dus ,dus?dus ,dus ?din); 

@ A 和 (TY ) 的 基 为 {dui?dus?dus). 


(5) rr 次 外 形式 从 A"((R:)* ) 一 Ua ),0<7<3; 
pER: 


(U Ari)]}. 


六 PER3 


3 3 
(6) 外 形式 从 (r 次 外 形式 从 的 分 层 和 )A(R’)== >)Ar((R3)  ) 一 >) 


3 
(7) 外 微分 式 空间 (外 形式 从 的 光滑 截面 空间 )A(R’)=T(A(R’))=T| 》) Ugo: )] 


r=0 PER3 

A(R?) 的 基 { (dws )。?…?(dus )p:1 二 ky ，,…,k, 过 3} 成 为 
{{1},{dz,dy,dz},{dz ?dy,dy?dz,dz?dz}, (dz ?dy?dz}}. 
于 是 ,YwEA(R’), 可 以 定义 一 个 外 微分 运算 d:A(R’) 一 A(R’). 
定义 一 次 外 微分 式 为 
Pdz+Qdy+Rdz, 

其 中 P,Q,REA’(R’) 二 C7 (R’), 则 wEA'(R’) > dw€E A!(R’). 

定义 二 次 外 微分 式 为 
Pdz ?dy 十 Qdy?dz 十 Rdz?dz， 

其 中 P,Q,REA"CR:), 则 w€EA'(R’) 二 doEA2z(CR3). 

定义 三 次 外 微分 式 为 
Pdz ?dy?dz， 

其 中 PEA"CR3), 则 wEAI(CR3) 二 dw€A’(R’); vwE A(R’)=dw€ A’(R’). 
不 难 验 证 ,上 面 定 义 的 外 微分 式 与 外 微分 满足 
© dA MMICATM), r=0,1,2,3; 
© ww EACM) = d(w tw)= dw dw,; 
@ ww 是 7 次 外 微分 式 过 d(wi?w2) 二 (dow)?ws 二 (一 1)"wi?dwz; 
@ ff 是 M 上 的 光滑 函数 ,fE A"(M) => df 恰 是 了 在 经 典 意义 下 的 微分 ; 
© wEA'(M) = d(dw)=0; 
© dz ?dz 一 0, dz ?dy=—dy?dzx, dy?dz=—dz?dy, dz?dz 一 一 dz ?dz. 
例 6.3.2 外 微分 式 空间 A(R*) 上 的 外 微分 的 计算 . 


3 
Vw €E A(R’)= T(A((R)')) = wp) € A((R)*) 一 Dre 


r=0 


6.3 外 微分 299 
wo=w to two, ww €E A'((R’)'), 
(1) ww EN (RD):) > w=/fEC (CR ) = 


j= 0,1,2,3. 
du? = (df), = 


= Pdzr++ Qdy+ Rdz E 3 dz+ (3 | dy 十 [ 共 ] dc， 
其 中 [于 ].( 世 ) 人 | EA (R’)=C7 (RD), 则 ww EA CR) 一 dw EA'(R') = 


一 (dp (下 ) az+ GL) ao 到] Eapa ee 

从 而 得 到 光滑 函数 f/E Ar (R;) 的 外 微分 dfE A:(Rs) 关 于 基 疝 量 (dz,dyvdz) 的 系数 
是 gradff. 

(2) wt EAR ) > wi =adz1 


|bdy 十 cdz 之 
do 一 dadz 十 bdy 十 cdz) = da ?dz db ?dy 二 dc ?dz 
站 芳 a fa5 aa 
一 (类 3 jdy?a: 十 (EE 基 jaezdz (天 一 ; <]dz ?dy， 
其 中 aocEA"(R), 则 wEAICR:) 二 dwEA:(CR) 之 
do 


rot(asb,c)» (dy?dz,dz?dzx ,dx ?dy) 
从 而 得 到 一 ' 


次 外 微分 式 wi 二 (a,b,c) EA'(R’) 的 外 微分 dw! € A?* (Rs) 关 于 基 向 量 
(dy?dz,dz?dz ,dz ?dy) 的 系数 是 rot(a,b,c) 
(3) Ww: EA (RD)') = w=ady?dz+bdz?dzr+cdr ?dy > 
dw:= d(ady?d= 十 bdz?dz 十 cdz ?dy) 
一 da ?dy?dz 十 d6 ?dz?dz 十 dc?dz ?dy 


9 9a. ap ab ab 
( 闫 di 人 dy + Bde ]7dy?ds | (Wer + Pdy+ de jrds?dz 
十 (总 + 革 Bey as jraz ?dy 


dzr ?dy?dz 十 Ddy?dz?dz 十 Deds ?dz ?dy 
Pa 
a 
元 4 ?dy?dz 


ab 9 

区 dy?dz ?dz a dz ?dz?dy 
9a 

元 dz ?dy?dz 一 (人 


1) Paz ?dy?dz 
一 慰 十 吕 二 下 ja ?dy?dz, 
其 中 a,6,cEA' (RS), 则 ww? She > dwEA:(R3) = 
dw’ = 医 + 总 ee ja ?dy?dz = div(a,b,c) (dz ?dy?dz) 
从 而 得 到 二 


(A. 
9z 


二 次 外 微分 式 w Rb ,Cc) EA?(R’) 的 外 微分 为 dv? € A3(R’) 关 于 基 向 量 
(dz ?dy?dz) 的 系数 是 div(a,b,c). 
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(4) ENCR)' ) > w=adr ?dy?dz > 其 中 a€A?(R’) > wf EA:(R') > du =0. 


3. 外 微分 式 空间 ACM) 上 的 外 微分 的 性 质 


定理 6.3.2(Poincare 引 理 ) 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , 则 对 任意 外 微分 式 wEA(CM) ,其 
二 次 外 微分 w= 二 d(dw) 都 有 d:w 二 0. 


证 因为 外 微分 算 子 d 是 线性 的 , 故 只 要 对 wEA(CM) 是 单项 式 的 情形 加 以 证 明 . 由 于 
外 微分 算 子 的 局 部 性 ,只 需 假设 w==a(dw?dus?…?du,). 于 是 ,dw 二 da ?du?dus?…?du,, 故 
得 到 dw 二 d(da ?dua?dus?…?du,) ,利用 外 微分 的 定义 中 的 (3),w 是 7 次 外 微分 式 蕴 含 d(w? 
oo) 一 (doi)o 十 (一 1D)roi?dow ,与 (5) 得 到 wEA'(M) 二 > d(dw) 二 0, 故 

dw = d(da) ?di ?dus ?3?du,) — da ?d(C(diu) ?.…?du, 十 … 一 0， 

定理 得 证 . 

由 定理 6.3.2, 立 即 可 以 得 到 经 典 微 积 分 中 的 关于 场 论 的 基本 公 

rot(gradf) =0, div(rot(a,b,c))=0 


定理 6.3.3 设 w 是 光滑 流 形 M 上 的 一 次 外 微分 式 ,X,Y 是 M 上 的 光滑 切 矢量 场 , 则 


(XIY,dw) = X(Y,w) 一 Y(X,o) 一 (LX,Y],w)， 
其 中 [X,Y] 二 XY 一 YX :C”(M) 一 C™(M) 为 Poisson 括号 d 


A(N) A(N) 
[XR = HV — VR, FE CEM, . 
j 村 
定理 6.3.4 设 F:M->N 是 光滑 流 形 M 到 NN 的 光滑 映射 ， 
则 由 下 诱导 的 线性 映射 400 一 人 一 400) 
F*.: A(N)— A(M) 图 6.3.5 交换 图 


是 外 微分 式 空间 A(N) 到 外 微分 式 空间 ACM) 的 光滑 映射 , 且 
下 * 与 外 微分 算 子 d 是 可 交换 的 ,F* ed 二 de*F* :A(N) 一 A(M), 亦 即 交 换 图 6. 3. 5 成 立 , 这 
里 映射 FP" 的 定义 见 (6.2.27) 式 . 
例 6.3.3 设 w==zydzr 十 zdy 一 yzdz, 光 滑 映射 F:R? 一 RR, 由 下 (u,v) 二 (wv,u? ,3u 十 v) 
给 出 , 求 F*w 与 F* dw. 
解 ” 先 求 dw, 有 
dw= (zdy 十 ydz)?dz 十 dz?dz 一 (ydz 十 zxdy)?dz 
一 一 Zdz ?dy 一 (1 十 z)dy?dz. 
为 求 F* dz, 只 需 由 F(u,u) 一 (xu 好 ,3vx 十 确定 的 过 一 xpoyy 一 好 ,一 3x 十 wu 将 F* dz 
中 出 现 的 zx,y,z 及 所 有 dz,dy,dz 通过 映射 下 :R2: 一 Rs 换 为 u,v,w 与 du,dv,dw, 于 是 ， 
F* dr 二 vdu 十 udv; 其 余 F* dy,F* dz 类 推 . 故 有 
Fdr=wvdutudv, Fdy= 2udu, F"dz= 3du+dv; 
F* (dz ?dy) = F’* dz ?F*dy = (vdutudv)?(2udu) =— 2u: du ?dv, 
F* (dy?dz) = F* dy?F * dz = (2udu)?(3du+t dv) = 2udu ?dv， 
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F* (dz?dz) 一 下 "dz?F "dz = (3dut dv)?(vdut udv) = (3u— vw)du ?dv. 
进而 ,由 w= 二 zxydzr 十 zdy 一 yzdz, 故 
Fw= (xydzr+ zdy— yzdz) 


I=w0 ,y= ,= 


= wv(vdutudv) + 2u(3ut du mw (3ut vr) (3dut dv), 
化 简 后 为 


F*w= (wv 6w 2 — 9 — 3uv) dut (uv— 3 — uv)dv, 
类 似 地 ,有 
F* dw=— uv(— 2u’du ?dv) — 2(1+ 3u+t vudu ?dv 


= (2uwsu 一 6u — 2uv — 2u) du ?dv. 


6.4 外 微分 式 的 积分 


在 给 出 流 形 上 的 外 微分 式 及 其 外 微分 (局 部 性 质 ) 之 后 ,我 们 还 要 研究 外 微分 式 的 积分 
(整体 性 质 ). 为 将 流 形 的 局 部 性 质 用 到 整体 性 质 的 研究 中 去 ,最 重要 的 方式 就 是 考虑 外 微分 
式 在 流 形 上 的 积分 . 


光滑 流 形 M 


AM 的 定向 bEAm"(M) NM 的 局 部 有 限 开 缆 盖 习 从 属于 互 的 单位 分 解 g 


次 外 微分 式 的 积分 
r(r<m) 次 外 微分 式 的 积分 


光滑 流 形 M 中 的 带 边区 域 、 子 流 形 


光滑 流 形 上 M 上 的 Stokes 定 理 


6.4.1 光滑 流 形 的 定向 


1. 光滑 流 形 M 的 定向 

定义 6.4.1( 定 向 流 形 ) ”xm 维 光滑 流 形 M 三 (M.A ) 称 为 可 定向 的 , 若 存 在 M 上 的 一 
个 连续 的 、 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 式 w EA”(M). 

若 在 M 上 给 定 了 这 样 的 非 零 m 次 外 微分 式 wEA"(CM) ,oo 天 0, 则 称 M 是 定向 流 形 
(directed manifold). 

注 关于 流 形 的 定向 有 以 下 注 记 . 

(1) 用 局 部 坐标 系 来 刻画 定向 一 一 对 于 光滑 流 形 M, 设 3 一 {(U, ,zi):a€1,1<j<<m)} 
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是 一 个 坐标 开 覆 盖 , 使 得 Ya,BE1T, 且 UnUs 关 时 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 在 U, 站 Us 
上 处 处 保持 定 号 ,例如 det[5 芋 ] ,。 便 为 正 ,或 恒 为 负 , 则 M 是 一 个 定向 的 光滑 流 形 , 称 
U。 Ug 


a 
3 为 光滑 流 形 M 的 定向 光滑 坐标 覆盖 系 ; 

(2) 若 M 是 满足 第 二 可 数 公理 的 连通 光滑 流 形 , 则 M 是 可 定向 流 形 , 当 且 仅 当 M 上 存 
在 一 个 处 处 不 为 零 的 关 次 外 微分 式 w EA”(M). 显然 ,可 以 确定 M 定向 的 外 微分 式 wE€ 
A”"(M) ,wo 天 0 不 是 惟一 的 ; 

(3) 若 M 是 定向 连通 光滑 流 形 , 当 确定 M 定向 的 两 个 外 微分 式 彼此 间 相 差 一 个 处 处 为 
正 的 函数 因子 , 则 称 这 两 个 外 微分 式 给 定 了 流 形 M 的 同一 个 定向 . 这 是 因为 , 设 w,w  € 
A”"(MWD) 是 给 出 流 形 定 向 的 两 个 m 次 外 微分 式 , 则 存在 M 上 的 处 处 不 为 零 的 连续 函数 了, 使 
得 w 二 fw. 由 于 M 是 连通 的 ,这 个 必须 在 M 上 保持 同一 个 符号 , 故 w EA”"(M) 给 出 的 定 
向 ,或 者 与 wEA"(M) 给 出 的 定向 一 致 ,或 者 与 (一 wo)EA"(CM) 给 出 的 定向 一 致 . 于是, 太 >0 
时 ,w 与 w' 确 定 M 的 同一 个 定向 . M 恰好 可 以 有 两 个 不 同 的 定向 . 

与 R: 情形 一 致 ,空间 的 双 侧 曲面 是 定向 曲面 ,恰好 有 两 个 不 同 的 定向 . 

例 6.4.1 光滑 流 形 M=R',R?,R’. 

对 于 M 王 Ri,wEAI(CR:) 二 > o 一 adzyeaEC”(R:) 之 取 两 个 坐标 系 {u}、{v), 则 有 下 面 
两 个 方向 : 


du 


R! 的 定向 : 取 A(R') 的 基 {{1);{dz)), 则 {dx} 是 A'(R') 的 基 , 能 表示 R! 的 方向 . 显 
然 ,3w 二 adr E A'(R'),a€C”(R'), 确 定 R' 的 方向 . 例如 取 4a=1, 则 wo 一 adz 一 dz， 
A!'(R ) 的 两 个 基 之 间 有 一 个 变换 方 阵 ,变换 方 阵 的 行列 式 为 正 , 则 两 个 基 之 间 确 定 同一 定 
向 ; 若 变换 方 阵 的 行列 式 为 负 , 则 两 个 基 确定 不 同 的 方向 . 

对 于 M=Ri,wEA:(R:) 之 w==adzx ?dy,aEcC”(R) 之 取 两 个 坐标 系 {z ,uz)， 
{uw vvz), 则 有 下 面 两 个 方向 : 


La] ta 
vy vi 
VU Uy 
ul ul 


R? 的 定向 : 取 A(R?) 的 基 {1;{dz,dy});{dz ?dy)), 则 由 A?(R?) 的 基 {dzx ?dy}) (一 定 要 
取 A?(R?) 的 基 , 才 能 表示 R? 的 方向 ) ,3w 一 adzr ?dy,w 关 0,a€EC”(R?) ,确定 R? 的 方向 . 例 
如 , 取 a=1, 由 于 dz ?dy 二 一 dy?dz, 因 此 取 dz ?dy 与 dy?dz 正好 确定 两 个 不 同 的 方向 . 
对 于 M=R’,wEA(R’) > w=adr ?dy?dz,a€EC™ (Rs). 


du 上 和 一 一 dz dv 
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Rs 的 定向 : 取 ACRs) 的 基 {1;{fdz,dy'dz};{fdy?dz,dz?dz,dz?dy}; (dz ?dy?dz}), 则 
由 As(Rs) 的 基 {dz ?dy?dz}( 一 定 要 取 A (Rs ) 的 基 , 才 能 表示 Rs 的 方向 ), 3ow=adz ?dy? 
dz,o 天 0,aEC” (了 Rs) ,确定 Rs 的 方向 . 若 取 两 个 坐标 系 {aa ,za ,zs},{uyozyus), 则 de?dxz? 
dus 与 dul ?du ?dus 只 可 能 有 两 个 方向 : 


U3 3 


Uy Us 
wa I 

-和 ul 而 
(EN AA 
di 人 dr 人 dr3 dr 人 dz 人 dr 


2. 光滑 流 形 M 上 的 单位 分 解 定理 
为 给 出 定向 wEA"(CM) 的 坐标 表示 ,我 们 首先 给 出 以 下 定义 . 
定义 6.4.2( 函 数 、 外 微分 式 的 支 集 ) 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,f:M> 尺 是 M 上 的 实 值 
函数 ,函数 了 的 支 集 是 指 : 使 得 了 取 非 零 值 的 点 集 的 闭 包 , 记 为 
suppf = {p €E M: f(p) 0}; 
函数 三 的 支 集 的 补 集 , 恰 是 流 形 M 中 使 得 f= 二 0 的 最 大 开 子 集 . 
若 wEA(M) 是 一 个 外 微分 式 , 则 外 微分 式 w 的 支 集 定义 为 
suppw = {pp EM: w(p) A0}. 
外 微分 式 中 的 支 集 的 补 集 , 恰 是 流 形 M 中 使 得 w= 二 0 的 最 大 开 子 集 . 
定义 6.4.3( 流 形 M 的 局 部 有 限 开 覆盖 ) 设 邓 是 M 的 一 个 开 履 盖 , 如 果 M 的 任意 紧 
致 子 集 NCM 仅 与 。 中 有 限 多 个 开 集 相交 , 则 称 5 是 M 的 局 部 有 限 开 覆 盖 . 
定理 6.4.1( 局 部 有 限 开 覆盖 的 存在 性 定理 ) 设 驴 是 m 维 光滑 流 形 M 的 一 个 拓扑 基 ， 
则 存在 三 的 一 个 子 集 上 ,使 得 5 是 M 的 局 部 有 限 开 覆盖 . 
证 用 归纳 法 证 明 , 参 看 [3]. 
定理 6.4.2( 单 位 分 解 定 理 ) 设 ={W;} 是 m 维 光 滑 流 形 M 的 一 个 开 履 盖 , 则 在 M 
上 存在 一 组 光滑 函数 {g。) ,满足 下 列 条 件 : 
(1) 对 于 每 个 指标 a, 都 有 0 三 g。 三 1; @ suppg。 是 M 中 的 紧 致 集 ; @ 存在 开 集 
WjE53, 使 suppgsCWj; @ > g。 一 1. 
(2) 对 任意 pEM, 存 在 开 邻 域 口 ,使 得 U 只 与 有 限 多 个 支 集 suppg。 相 交 . 


证 请 读者 参看 [3]. 


om 第 6 章 流 形 上 的 微 积分 


注 ”由 条 件 (2) 知 ,@ 中 的 和 式 仅仅 是 有 限 和 . 我 们 称 {g。) 为 从 属于 开 覆 盖 5 的 单位 
分 解 , 记 为 
(= {W,},g = {ge.)). 


单位 分 解 实 际 上 是 指 “1 的 分 解 ”, 因 为 1 二 >) g。 可 理解 为 1 被 <“ 分解" 了. 


6.4.2 外 微分 式 在 定向 光滑 流 形 上 的 积分 


1. m 次 外 微分 式 的 积分 的 定义 
设 M 为 m 维 定向 光滑 流 形 ,woEA"(CM) 是 M 上 的 m 次 外 微分 式 , 且 w 具有 紧 致 支 集 ， 
即 suppw 是 紧 致 集 . 又 设 3 一 {W))} 是 与 M 的 一 个 定向 相符 合 的 坐标 覆盖 , {g。) 是 从 属于 
的 单位 分 解 , 则 
o 一 (Bs.)-o = >)goeo， 
上 式 求 和 是 有 限 和 ,对 于 和 式 的 每 一 项 gs*ow, 由 于 suppw 是 紧 致 集 , 故 对 suppg。*w, 存 在 
WiEZY, 使 supp(gs。*w)CW;. 于 是 ,我 们 可 定义 gs*w 在 M 上 的 积分 为 
| ee (6.4.1) 
上 式 是 通常 意义 下 的 Riemann 积分 , 亦 即 ,将 g。*w 表示 为 关于 Wi 中 的 局 部 坐标 ，… ,zw 
的 表示 go wdia?*…?dun 王 fia sum) du…dum， 则 右边 积分 是 在 R” 中 的 开 集 W; 上 的 
m 重 Riemann 积分 
| ss 三 | f (U9 Um) du da. (6.4.2) 
Wj Ww 
注 在 上 述 积分 定义 中 ,必须 说 明定 义 有 意义 . 为 此 , 需 说 明 两 件 事 : 
OD 在 给 定 (5 一 (Wi),g 一 {g.)) 后 ,6.4.2) 式 中 的 | ss 与 | so 在 Wi mW 


j 关上 时 ,其 值 相等 , 即 | go 一 |， go. 亦 即 ,其 值 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 . 


事实 上 , 设 supp(gs*w)CWij 与 supp(ge。*w)CWi 同时 成 立 , 且 


Wj dn Wh Vn, 


则 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 为 一 30 … :am) 


DC sn) 


设 J -Pe >0( <0 类 似 讨论 ) , 且 g。*w 表示 为 关于 W; ,Wi 中 局 部 坐标 表示 


(Cl Um 
式 分 别 为 
ga wdu? ?du, 三 fu sun) du du 


与 


6.4 外 微分 式 的 积分 yy) 


gar wdu? ?Tdv, = hv Vn) dv dv » 


则 Ga sya) 二 hw ,… ,vn)。|J1. 根据 Riemann 积分 的 积分 变量 代 换 公式 ,有 


| oo= | h vis Vn) dv dum 
Ww NW in 


一 J 9 1F| du dz < | ye dd ， 

因此 ,(6. 4. 2) 式 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 

进而 ,由 于 suppw 是 紧 致 集 , 由 从 属于 开 覆 盖 了 = {W) 的 单位 分 解 {8g。} 的 条 件 @ , 知 与 
suppw 相交 的 W; 只 有 有 限 多 个 ,因此 ,可 定义 

| 去 | Bs.eo = Eso 《6.4.3) 

并 且 以 上 推理 说 明 : 对 于 每 一 对 (5=={W;},g 二 {gs。)}),(6.4.3) 式 是 惟一 确定 的 . 

@ 对 于 53={W,} 的 不 同 的 单位 分 解 (5= {Wj},g=={g.)), (35= {Wj}),g’ = {gs))， 
(6.4.3) 式 右边 的 值 相等 . 

事实 上 ,将 g; 在 g= 二 {g。}) 之 下 进行 分 解 ,g; 二 > g。*g, 于 是 


5 | w= pa Ds. = > 了 | eye 
一 之 已 je = :| by | 一 S| gee 


现在 可 以 给 出 m 维 光滑 流 形 M 上 的 m 次 外 微分 式 的 积分 的 定义 了 . 


定义 6.4.4(m 次 外 微分 式 的 积分 ) 光滑 流 形 M 上 的 、 具 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 式 
wEA”"(M) 在 M 上 的 积分 定义 为 


| 一 Dg (6.4.4) 
(6. 4. 4) 式 的 值 与 (了 3 一 {Wi),g 一 {go)) 的 选取 无 关 . 
定理 6. 4.3(m 次 外 微分 式 积分 的 性 质 ) ”对 于 光滑 流 形 M 上 的 、 具 有 紧 致 支 集 的 mm 次 
外 微分 式 wi ,wzEA"(CM) 与 任意 实数 cl ,czER .在 M 上 的 积分 满足 线性 性 质 


| Clowl 十 czwa 一 ol WI1 +o| WwW2. 
M M M 


2. 次 (7 二 m) 外 微分 式 的 积分 的 定义 


车 wEA'(M),r 二 m, 具 有 紧 致 支 集 supp wCN, 这 里 N 是 M 的 r 维 子 流 形 .假设 映射 
h:N>M 是 N 到 M 的 一 个 眶 入 映射 .使 得 N 是 M 的 维 谨 入 子 流 形 , 则 有 h:N>M 的 诱导 
出 的 映射 4":A(M) 一 A(N) 使 得 : wEA'(MD (7r 二 m) 世 含 h'w€E A'(N), 且 hw 是 x 维 光滑 
流 形 N 上 的 -~ 次 外 微分 式 , 具 有 紧 致 支 集 supph'w CN. 故 积分 
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[oo=| o =| ho 
M ACN) N 


有 意义 ,从 而 低 维 外 微分 式 wE€ A (MD)(r 二 m) 的 积分 可 以 定义 如 下 . 


定义 6.4.5(r 次 外 微分 式 (r 二 m) 的 积分 ) 光滑 流 形 M 上 的 具有 紧 致 支 集 的 7 次 外 微 
分 式 wEA'(M),r 二 m, 在 M 上 的 积分 定义 为 


[。=| w= | ho. (6.4.5) 
M ACN) N 


(6.4.5) 式 用 低 维 外 微分 式 w€ A"(M) 在 同 维 空间 N,dimN==r 二 m 上 的 积分 ( 按 定义 
6.4.4) 来 定义 w€E A"(M) 在 空间 M 上 的 积分 ; 其 中 由 肉 入 映射 n:N 一 M 诱导 出 的 映射 
hh":A(M) 一 A(N) 由 (6.2.27) 式 给 出 . 

例 6.4.2 外 微分 式 wE A"(M) 在 光滑 流 形 上 的 积分 在 M 一 R 时 的 表示 . 

@M=R: 上 的 3 次 外 微分 式 w€EAs(R) 的 积分 . 取 局 部 坐标 {ww ,wz sus) 为 wi 二 x ,us 一 
yu 一 <, 则 有 As(R’) 的 基 

{diu?dus?dus} = {dzr,dy,dz}, 
从 而 wEA:(R3) 二 > w= 二 Hdz ?dy?dz, 其 中 HEA' (Rs), 于 是 


| ;二 | ,Hla ,ua rua) di dudus = | H(z,y,z)drdydz 
R: R: R 
是 Rs 上 的 三 重 积分 ,为 与 R; 上 的 通常 记号 一 致 , 记 为 

| ed ?dy?dz = bs H(z,y,z)drdydz. 


@@M==R; 上 的 2 次 外 微分 式 w€ A? (Ri ) 的 积分 . 取 局 部 坐标 {wi ,za ,us), 为 ui 二 之， 
uz 二 ysuUs 二 x,; 则 有 N= 二 R? ,A2:(R3) 的 基 
{dy?dz,dz?dz ,dx ?dy}， 
于 是 ,wEA?(R’) => o 一 Pdy?dz 十 Qdz?dz 十 Rdz ?dy, 其 中 P,Q,REA'(R’). 
取 贬 入 映射 hn:N 一 M 为 T:R: 一 Rs 恒 同 映射 ,于 是 


| 本 Wn 

其 中 心 swEA:(R2) 在 所 取 的 局 部 坐标 系 二 x ,ws 二 yw 二 z 之 下 sh*ow==h*(w) 二 1*(w)， 
就 是 w= 二 Pdy?dz 十 Qdz?dz 十 Rdz?dy 在 局 部 坐标 系 上 的 限制 ,I* (w) 二 wlu, 但 由 局 部 坐标 
系 的 取 法 , 知 

I*(w)= 1°*(Pdy?dz+ Qdz?dzr + Rdr?dy) 

= Pdy?dz 十 Qdz?dz 十 Rdz?dy， 

故 

h*°wlu = Pdy?dz+ Qdz?dzr + Rdr?dy, 
从 而 
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| "ow= |s Pdus?dus + Qdus ?du + Rdui ?du; 
一 | ,Pdy?dz 十 Qdz?dz 十 Rdz?dy 
RR 


一 | Pdydz 十 Qdzdz + Rdzdy. 


@ M=Ri 上 的 1 次 外 微分 式 wE€ A!'(R’) 的 积分 . 取 局 部 坐标 {tw ,us yus) 为 二 x,ws 一 
yt 一 <, 则 有 N= 二 R! ,A'!(Ri) 的 基底 
{dz,dy,dz}, 
于 是 ,oEA:(R3) 二 w= 二 Pdr 十 Qdy 十 Rdz, 其 中 P,Q,REA'(R’). 取 巾 入 映射 hn;N 一 M 为 
人 恒 同 映射 1:R! 一 R’ ,于 是 
| = 和 ve 


其 中 心 *wEAICR') 在 所 取 的 局 部 坐标 系 如 二 ,ws 二 ywus 二 < 之 下 ,h*ow 二 hh"*(w) 二 1*(w)， 
就 是 wo= Pdzx 十 Qdy 十 Rdz 在 局 部 坐标 系 上 的 限制 ,1*(w) 二 wlu, 但 由 局 部 坐标 系 的 取 
法 , 知 


I (w) 一 太 (Pdz 十 Qdy 十 Rdz) = Pdz 十 Qdy 十 Rdz， 
故 
h’o wlu = Pdz+ Qdy+ Rdz, 
从 而 
二 w= ll, Pdui + Qdu; + Rdus = | Pdz 十 Qdy 十 Rdz. 

例 6.4.2 是 当 光 滑 流 形 M 一 Rs 的 光滑 子 流 形 为 N= 二 R* 或 N= 二 R! 的 例子 ,现在 给 出 当 
N 为 低 维 流 形 ,如 曲面 .曲线 时 的 积分 例子 . 

例 6.4.3 子 流 形 上 的 积分 . 

@M=R* 上 的 2 次 外 微分 式 wEA:(Rs ) 在 子 流 形 N==S 为 光滑 曲面 时 的 积分 . 设 光滑 


X=X(u,v), 
曲面 的 参数 式 为 S: 14y= 二 yusv), (u,v)EDCR?, 则 曲面 的 法 向 量 为 


z 一 zx(U OO) ， 


9(y,z) 9(z,7) 9Czy) 
I(usv) Ausv) "Iu sv) 


Ee GES] + 3) 
9(u,v) 9(u,v) 9(u,v) 
由 wEA(R’),w 二 Pdy?dz 十 Qdz?dzr 十 Rdr?dy,h:S 一 Ri 为 恒 同 映射 I:S 一 RR, 则 
h"ow 二 h“(w) 二 1"(w) ,这 里 
1’(w)= I*(Pdy?dz+ Qdz?dz + Rdzr?dy) 


ay ay Az az 9x 9zx 9z 9 
P (du | do)? (Fdu + Pdo) | old + Edo]? (edut edo] 


R= (cosa,cosB,cosy) 
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a. a. 
+R(Pdu + Edv)? (Pa | Rd) 


= P IY du ?do 十 Q 3 du ?do 十 及 32 du ?do 


9(u,v) 


于 是 


二 Pp 9332) Ki | wom) 
| | 机 |.{? 3 + QF Racy du ?dv 


9(y,z) Ova) jw (x) 
| Qa FR 9(u,v) jaedv， 


当面 积 微 元 记 为 4S 一 [32 s ] 十 (3 】 十 ( 3 】 dvdv 时 ,积分 又 记 为 


|。 一 | {Pecosa + QcosB + Reosy}dS. 
@@M=Rs 上 的 1 次 外 微分 式 wEA: (CR3:) 在 子 流 形 N= 二 7 为 光滑 曲线 时 的 积分 . 设 光滑 
T=B(t), 
曲线 的 参数 式 为 7: y= 二 y(1), 1E [a,6]CR', 由 wEA!'(R’) 表 示 为 wo= 王 Pdz 十 Qdy 十 Rdz， 
Zz 一 Z(t)， 
而 h:7Y>R? 为 恒 同 映射 T:7->Rs , 则 io 一 Ai(o) 一 太 (o) 化 为 


_ hh 轨 dr [ dy E dz 
1"(w)= 1°(Pdz + Qdy + Rdz) P|( 守 a) Gla R (a) 


i (P 罕 +Q 们 +R 符 ju 


于 是 


| = =| ICPdz+Qdy+ Rds) ](P 坚 FQ 吉 +R 玫 a 


6.4.3 Stokes 公式 
在 给 出 光滑 流 形 的 上 外 微分 式 空间 中 的 外 微分 式 的 积分 后 ,我 们 来 证 明 流 形 上 的 


Stokes 公式 . 
一 个 区 域 上 的 积分 与 其 边界 上 积分 的 联系 ,是 微 积分 中 最 基本 的 内 容 之 一 , 先 回顾 几 个 
熟悉 的 公式 . 


Newton-Leibniz 公式 i /dr 一 jb) — fla); 
ab 
Green 公式 J (有 a jardy 属 站 dh ds 
D 


Gauss 公式 下 (县 于 各 于 一 了 有 jardyd: ae 0 
n 


6.4 外 微分 式 的 积分 309 
Stokes 2 
IE 加 jayas1 (站 -3 2 ads 二 (县 5 Jaray | Pdz 4 Rs 


以 上 公式 用 外 微分 概念 ,可 统一 如 下 : 
Newton-Leibniz 公式 ” 记 [a,6]j==D, 边 界 记 为 9D 二 {1{a),{5)), 故 公式 成 为 


Lar=| 8 


次 武 os 则 38- 中 jazzdy 一 do, 故 公式 成 为 


| ae = | 
IQ 


6 9 
Gauss 公 式 令 5=Pdydz++Qdzdz 十 Rdzdy, 则 (加 十 加 二 时 jdz?dy?dz 一 dt, 故 公 


式 成 为 
-ls 


Stokes 公式 令 1 一 Pdz 十 Qdy 十 Rdz, 则 
区 加 jdy?qs1 (过 避 )derdz+ (给 jar?rdy = dy, 


9y 9x 9) 
| 一 | 


为 在 光滑 流 形 M 上 推广 上 述 公 式 ,我 们 青 做 一 些 准备 . 


故 公式 成 为 


1. 光滑 流 形 M 中 的 带 边 区 域 

定义 6.4.6( 带 边区 域 ) DCM 为 m 维 光 滑 流 形 M 的 子 集 , 若 DD 中 的 点 分 为 两 类 : 

(1) 内 点 pED 一 一 若 存在 点 p 的 开 邻 域 U, 使 得 pEUCD; 

(2) 边界 点 sE M 一 一 若 点 s 存在 一 个 局 部 坐标 系 {(U ,wj)) ,使 得 uj(s) 二 0, 并 且 
UND= {g€U:u,(g) >0}, 


则 称 子 集 DCM 为 带 边区 域 (domain with boundary) ,局 部 坐 
标 系 {(U,w)) 称 为 边界 点 *E M 的 适用 坐标 系 (adapted Ws 
coordinate system). 
区 域 卫 的 边界 点 的 全 体 , 称 为 也 的 边界 , 记 为 9D, 如 
图 6.4.1 所 示 . 


注 ”用 坐标 覆盖 系 5 一 {(U, ,xi) :aE€1,1 二 j 二 m}) 表 示 , 若 一 点 pED, 存 在 U。E 3, 使 
PEU。CD, 则 称 p 为 内 点 ; 车 一 点 sEM, 存 在 U。E5, 使 Y1j 二 m, 都 有 zi(g(s)) 二 0 成 


图 6.4.1 区 域 及 其 边界 
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立 , 其 中 (U。,w) 为 点 的 坐标 卡 ,并 且 
psU ND) = gD NN {zl ss 7") € R": xz" 0} = 9(U) NR”, 
则 称 * 点 为 D 的 边界 点 ; 称 D 为 M 的 带 边区 域 . 于 是 ,有 
yp(U N aD) = gO NN {x1 ,0 ,1") € R" :zx" = 0}. 

定理 6. 4. 4( 带 边区 域 边界 的 定向 定理 ) 设 卫 为 光滑 流 形 M 的 带 边 区 域 , 则 其 边界 
9D 是 M 的 m 一 1 维 正则 嵌入 闭 子 流 形 . 若 M 是 可 定向 流 形 , 则 9D 也 是 可 定向 的 . 

证 显然 ,D 的 边界 9D 是 M 的 闭 子 集 . 设 {(U ,wu)} 是 边界 点 ;s€ M 的 适用 坐标 系 , 则 
UN9D== {gEU :us(g) 二 0) ,根据 定义 ,9D 是 M 的 正则 嵌入 的 闭 子 流 形 . 

由 M 的 定向 来 确定 9D 的 定向 一 一 对 于 任 一 点 ;SE9D, 选 取 与 M 的 定向 相符 合 的 适用 
坐标 系 {(U,w)) ,使 得 du?…?duw-1?du。 是 M 的 定向 . 则 Gaw,…,wu-1) 是 边界 9D 在 点 
sE9D 的 局 部 坐标 . 于 是 ,可 以 用 

(— D” du?"? du (6. 4..6) 
给 出 边界 9D(m 一 1 维 ) 在 点 sE€9D 的 坐标 区 域 U 站 39D 二 {gE€U :wu (gq) 二 0} 上 的 定向 . 
我 们 证 明 , 如 上 给 出 的 坐标 系 的 定向 是 彼此 相 容 的 . 
设 {(W ,zt)} 是 边界 点 sEaD 的 另 一 组 与 M 的 定向 相 适 用 的 坐标 系 , 则 


GW ，… m1 Um 


和 (6.4.7) 


DC 9 Um Um) 
在 不 同 的 坐标 系 中 ,车 设 如 三 广 ( ,an ix), 则 对 于 任意 固定 的 如,… ,xnw -il 变量 


TU 


zw 的 符号 与 ww 的 符号 相同 ,并 且 几 一 0 过 zw 一 0. 所 以 ,在 点 s€9D 有 See>0. 于 是 ,不 
失 一 般 性 ,可 设 ww, 二 wu. 这 样 就 可 从 (6.4.7) 式 得 到 


A (wi se 1 ) 
Qu tn-1) 


这 说 明 , 相 应 的 (一 1)”"da?…?dun -与 (一 1)”dzo?…?dzn 在 Un naD 上 给 出 的 定向 
是 一 致 的 . 所 以 ,9D 是 可 以 定向 的 . 


定义 6.4.7( 边 界 的 定向 ,诱导 定向 ) ”对 于 m 维 定向 光滑 流 形 M 的 带 边区 域 DCM， 
其 边界 9D 的 方向 由 (一 1)"diui?…?dum-1 确 定 , 其 中 {(U,uj)}) 是 sE9D 的 适用 坐标 系 , (iu， 
“sm-1) 是 边界 9D 在 点 sE9D 的 局 部 坐标 系 . 由 (6. 4.6) 式 给 出 的 定向 (一 1)"dui?*…? 
dum-1 称 为 定向 光滑 流 形 M 在 9D 上 的 诱导 定向 . 


通常 ,把 流 形 M 的 定向 视 为 带 边区 域 D 的 定向 ,于 是 , 带 边区 域 D 及 其 边界 9D 的 诱导 
定向 便 完全 确定 . 

回顾 在 R 的 情形 ,平面 区 域 D 及 其 边界 9D、 空 间 区 域 4 及 其 边界 30、 空间 曲面 及 其 
边界 395( 是 空间 曲线 ) 正 是 定义 6.4.7 的 特例 . 


>0 (6.4.8) 
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例 6.4.4 

@ 单位 闭 圆 盘 B60(1) 一 {(zx,y) ER’;z’ 十 y* 三 1) 是 R? 中 的 带 边区 域 , 边 界 为 R? 中 的 
单位 圆周 SI(1) 一 {(z,y)ER2:z 十 史 一 1} 一 9Bo(1). 取 M 一 Ri,wEA:(R?) 一 w=adzx? 
dy,aEC= (CR3) 过 取 w 一 dz?dy( 右 手 系 , 即 逆 时 针 向 ). 取 Bu(1) 的 适用 局 部 坐标 系 为 {(U， 
(Cu ,uz))) ,其 定向 为 dua ?duz. 按 定义 6.4.7, 在 9Bo。(1) 上 的 诱导 定向 为 (一 1)? dw 二 du. 


2 S(D) 


以 上 定义 的 9Bu(C1) 上 的 定向 与 我 们 通常 使 用 的 9Bu(C1) 上 的 定向 是 一 致 的 . 因为 通常 
9Bo(1) 的 定向 规定 为 : 当 行 进 者 沿边 界 9B。(1) 正 向 ( 逆 时 针 向 ) 行 进 时 , 则 区 域 B。(1) 本 身 


在 行进 者 的 左 侧 . 这 个 侧 与 适用 局 部 坐标 系 {(U, (i ,ws))) 的 关系 为 : 起 与 3B,(1) 在 点 


相 切 ,因此 区 -是 点 p 的 切 标 架 ; 而 -指向 BC1) 的 内 部 , 亦 即 元- 指向 沿 3Bs(1) 的 正 向 行 


进 者 的 左 侧 . 因此 ,由 (一 1)?dw = 二 dw 作为 9B,(1) 的 定向 ,这 与 通常 使 用 的 定向 一 致 . 

@ 对 于 M=R’, vw EA (RR) > w=adr?dy?dz,aEC”(R’), 取 w=1. dr?dy?dz= 
dzr?dy?dz 为 Rs 的 定向 . 

Rs 中 的 单位 闭 球 B,(1)=={ (zy,z) ER :zx? 十 y 十 z* 壹 1) 的 边界 为 单位 球面 

aBu(1) = S:(1) 一 {(z,y,z) € Ri:x? y+z’ = 1}. 

当 R 的 定向 确定 后 ,w 二 dr?dy?dx( 右 手 系 ) ,通常 取 点 pE9Bo(1) 的 右手 单位 正 交 容 许 局 
部 坐标 系 { (Us (Celyezyes ))} ,使 得 (ei ,es es) 决定 的 方向 与 w 王 dz?dy?dx 右手 系 一 致 ; 亦 
即 ,ei ,es 是 边界 ?Bu(1) 的 切 矢 量 , 而 es 是 9Bo(1) 的 指向 区 域 Bu (1) 的 外 法 线 方向 . 于是， 
9Bo(1) 在 点 pE9Bo(1) 的 切 空 间 上 的 定向 用 切 标 架 (p; ei ,es) 给 出 ,就 是 用 点 pE9Bo(1) 的 
外 法 线 方向 作为 9Bu(1) 的 定向 . 
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现在 用 流 形 、 子 流 形 的 方法 来 确定 3B。(1) 的 方向 . 取 B。(1) 的 适用 局 部 坐标 系 {(U,， 
(vuz suUs))) ,其 定向 dur?duzs?dus 与 w= 二 dr?dy?dz 一 致 .在 9Bo(1) 上 的 定向 由 (一 1)* dw? 
dws 二 一 dun?dus 给 出 . 这 个 方向 与 通常 所 给 的 外 法 向 一 致 ,这 是 因为 :由 适用 局 部 坐标 系 
{Us ,Ca suz su3))}) 生 成 余 切 空间 的 局 部 坐标 系 为 {(p,(dia)。,(duzs)，，,(dusa),)}, 切 空间 的 


局 部 坐标 系 为 { [2 下 | 天 | 下 | 外: 其 中 人 让 | ,到 |] 构成 9B,01) 的 切 标 架 ， 
起 |， 司 应 CD 柜 , 并 且 指 向 区 域 包 (1) 的 内 部 . 如 将 标 架 中 的 也 -| , 刀 - 


p 


外 ， 
p us p uz 
Us 


同时 反 向 , 则 
p 


9 
2 gua 


9 
p” us 


,ea 


?ds 保持 一 到 ,但 是 ,如 -| 虽 仍 与 9B, C1) 模 截 , 却 指向 区 域 Bs01) 的 外 部 . 所 以 ,在 切 空间 
T, 上, 由 外 微分 式 一 du ?dus 给 出 的 边界 的 诱导 定向 恰好 是 由 切 标 架 
{2 到 ,给 出 的 定向 ,也 就 是 "9B,01) 的 外 法 向 为 正定 向 ” 


9 
» Auz 


标 架 {p00 


3 ] 仍 与 R 的 原 定向 w=dz?dy 
二 p 


pduz 
2. 流 形 上 的 Stokes 公式 


定理 6.4.5 设 M 为 m 维 定向 光滑 流 形 ,DCIM 是 M 中 的 带 边区 域 ,边界 9D 取 诱 导 
定向 ; w 是 M 上 的 具有 紧 致 支 集 的 m 一 1 次 外 微分 式 , 则 


J a = | (6.4.9) 
证 设 ({U,),{g.)) 是 与 M 的 定向 相符 的 坐标 祯 盖 与 从 属 的 单位 分 解 , 则 w= Dg o. 
因为 suppw 是 紧 致 集 , 等 式 w 一 对 gw 右边 只 是 有 限 和 . 于 是 | do = | dCg.*o), 且 


J. 了 | .这 说 明 , 只 要 对 于 每 一 个 a, 证 明 等 式 | dCg。 w) 一 | ,gw 即 可 . 


不 失 一 般 性 , 设 支 集 suppw 包含 在 M 的 一 个 与 定向 相符 的 局 部 坐标 系 {(U ,wj)}) 内 . 设 
ww 的 表示 式 为 
w= 流风 - Diaydiu 3. ?da ?2?dun， 


其 中 aj €A?CMD ,du?.…?dw?.…?dus=du?.…?dwj_1?dujri?…?dun; 则 


dss= [名 ee jar 
下 面 分 两 种 情形 讨论 : 
(1) 车 U Nn 9D = 多, 则 (6.4.9) 式 的 右边 为 零 . 考察 左边 | do 当 UCMAD 时 ,显然 


| we=o 当 CD 时 ,有 


6.4 ”外 微分 式 的 积分 到 


| d=| w=| [2 相 Be am? “Tdun. 


考虑 R” 中 的 一 个 方 体 K={ 1 } ,使 得 UCK. 将 函数 aj ,1 三 j 二 mm, 延 拓 
到 K 上 ,使 得 在 K\U 上 为 零 ,并 保持 aj 在 K 内 连续 可 微 ,因此 有 


9 9 
| a dui" du | 天 dz …dxw 一 | Fd "dun 


“ 坟 
= | (| pa “duidun""du, 一 0， 


一 项 为 零 , 是 因为 


| Ye qu, = Qj UC Ut Um) 一 CU Us — Cun" Um) = 0. 
(2) 车 UN9D 关 避 , 设 U 就 是 与 M 的 定向 相符 的 适用 坐标 域 , 即 UN D= {gE€EU: 
un(g) 宇 0}, 且 UN9D=={gEU :unm(gq) 二 0}. 类 似 地 ,在 R" 中 取 一 个 方 体 
K={|w |l<cel<j<m—1;0<u, ce}, 
于 是 , 当 常 数 c 二 0 充分 大 时 ,UND 将 落 在 K 的 内 部 与 边界 xn 二 0 的 并 集中 .如同 (1) 一 
样 ,将 函数 a; 延 拓 到 K 上 ,使 得 在 UND 之 外 为 零 , 并 保持 w 在 K 内 连续 可 微 ,因此 ， 
(6.4.9) 式 右边 为 
| .= | = = va a ajsdu ?7 du ?dun? ?dun 


一 (一 al amdui?*…?dumi( 在 U 由 9D 上 du, = 0) 
unap 


(Ca yun-iy0)du…dun-i. (由 M 在 3D 上 的 诱导 定向 ) 


-| 
[EA 
这 样 ,(6. 4.9) 式 左边 为 
J =), dw = 2 Jada? “7 dun. (6.4.10) 
对 于 1 二 j 三 mm 一 1, 则 
jda?: 7du,= | ( Saw J de du, fy 
pnvu 9 lu lSejzm0<u, ee OUj 


所 以 ,(6. 4. 10) 式 右边 只 有 项 不 为 零 , 妈 


9 
| = Vis …?dxv = | (am (zi sm) — am (U9 Um 0)) du dun_1 
DNU Olum lu |<ej#m 


=--| Qam (Us Um 0) du dum 1. 
le jm 


因此 左右 相等 ,定理 得 证 . 
在 实际 应 用 中 ,经 常 处 理 的 情况 是 带 边区 域 D 是 闭 区 域 ,而 且 是 紧 致 集 , 所 以 ,不 必 假 
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设 m 一 1 次 外 微分 式 具 有 紧 致 支 集 ,Stokes 公式 仍然 成 立 . Stokes 公式 在 物理 力学、 偏 微 


分 方程 微分 几何 学 中 都 有 十 分 重要 的 应 用 . 


定理 6.4.2 的 注 中 的 从 属 单位 分 解 起 着 重要 作用 ,扮演 不 可 缺少 的 角色 : 一 方面 是 “分 
解 ”, 把 问题 化 到 每 个 局 部 坐标 系 上 处 理 , 男 一 方面 是 “综合 ”， 


示 式 综合 起 来 ,成 为 定义 在 整个 光滑 流 形 上 的 数学 对 象 . 


例 6.4.5 当 S=S(1)={(z,y,z)ER’ :zx 十 y: 十 z: 二 1} 时 ,直接 计算 、 用 Stokes 公式 


计算 积分 | j= |。 ,1 。w, 其 中 w= 二 zdy?dz 十 ydz?dz 十 zdzx?dy. 
R 1 


Q@ 直接 计算 . 在 S:(1) 上 取 局 部 坐标 系 


U= {(z;ys2) € S (lz 三 0)， 
V={(Czyyz) € S (1):z 委 0)， 


令 
名 (ya) 一 (yy V1l 一 在 一 好 )， pu: 
Gos) = (visvis — V1— wi — vw), 


则 S:(1)CUUV ,于 是 


{U, (ui ,us)}, 
{V,(v ,v0)}, 


U—=> gu(U), gu(U) CR3:， 
pV > V), pV CR 


I*C(zrdy?dz+ ydz?dz+ zdzr?dy) |v 


J az ，， az， 
wdez[ 站 du 芒 du [这 du 入 du rd 


+ V1— wi — ws du?du 


2 
一 三 — Uius 
da? du 十 ] 
| 1—uf—u? 1—ui— us l 
2 
— UU — Uz 
十 di 十 du |?d 
( 1—u?—us 1 一 码 一 码 :] 人 
二 + V1l— ww? — wi du?du, 
2 2 
= -一 十 一 
M1l—ui— us V1 一 三 一 好 
1 2 1 2 
2 2 
一 
V1l—ui—us 
故 
de | = = 
同 理 有 
人 
V1l—vi—w 


注意 到 UNV=={(zx,y,x) ER := 一 0} 是 赤道 , 故 其 Lebesgue 测度 为 0, 于 是 


把 各 个 坐标 系 上 已 经 做 好 的 表 


6.4 外 微分 式 的 积分 


人 -| “e+ 


对 于 U ,使 用 极 坐标 系 
Wi 一 rcos0, 
| Orl;—ie0Rns 
us = rsin0， 
因此 
9 9. 
du ?dus © dr+ 9d0)? (党 2 dy- 十 9 ] rdr ?d0, 
但 UmD,==D\{(u,0)ED: 一 1<u<<0), 因 此 
b 和- 区 
| 二。 = 上 ?du. =| dr ?d0 


= 由 二 本 
| re om 


@ 用 Stokes 公式 计算 . S=S(1)=={(x,y,z) ER ;zx? 十 yy 十 x? 二 1) 所 围 的 区 域 为 
Bu(1) 一 {((z,yz) E Rs:zz 十 只 十 对 入 1)， 
于 是 ,积分 | ee | de 
由 o=zdy?dz 十 ydz?dz 十 dz?dy 得 
dw= dCzdy?dz 十 ydz?dz 十 xdz?dy) 
一 dz?dy?dz 十 dy?dz?dz 十 dz?dz?dy 
一 3dz?dy?dz， 


最 后 有 


积分 成 为 
j = | do 三 上 sdzrdy?d= 二 3 dz?dyyds， 
取 Bo(1) 的 球 坐 标 系 


= rcospcosb， 
y=rcospsing, 0Zr<10<0I<27r, 一 二 证 
z= rsing, 
则 
cospcosb —rcosgsing 一 rsinpcosb 


dr?dy?dz= |cosgsing rcosgcos0 ”一 rsinpsing | dr ?d0 ?dp 
sing 0 rcosg 


= rcosgdr ?dg ?dp. 
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计算 积分 
二 未 前 所 = PlyTds— 2cosodr ?d0? 
Be w | de 3| dzrdy?d | cosgdr ?d0 ?dp 


1 2x 过 
= :| ricospdrd0dg 一 s| rar| dg| cospdyp 一 3 又 低 = 4x. 
BD) 0 0 -到 | 
注 直接 用 
faz， ar ， az 0， 的 0 
dz?dy ?dz (Ser+ 和 + dp)? (w+ + [和 


9 .99 


Ee 
:dp] 
ap 9 


得 到 同样 结果 . 此 时 , 极 坐标 系 { 元 "有 * 了 5 成 右手 系 ,此 定向 与 Rs 的 定向 dz?dy?dzx 一 致 . 


3. 光滑 流 形 M 上 的 积分 算 子 

设 (M,A ) 为 满足 第 二 可 数 公理 的 局 部 紧 致 的 定向 m 维 光滑 流 形 ,积分 算 子 
| : A"(M)—R 
M 

是 A”"(M) 上 的 线性 泛 函 , 它 有 如 下 性 质 . 
定理 6.4.6 积分 算 子 | A"(M) 一 民 是 线性 泛 函 , 即 
(1) | wwl 十 史 一 | wl +| wi, ww € A"M); 
M M M 


(2) | aw =a| w, wE A"M),a€ER. 
M M 


6.5 ” Riemann 流 形 、 数 学 科学 与 现代 物理 


6.5.1 Riemann 流 形 
现在 我 们 来 建立 Riemann 流 形 . 


1. 非 退 化 张 量 场 , 正 定 张 量 场 G 


设 M 三 (M,A ) 是 m 维 光滑 流 形 ,G 是 M 上 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 场 . 车 {(U ,wu)}) 是 M 


的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 G 可 表示 为 
G= gjdu © du: 


〈6. 5. 1) 


其 中 gi; 二 gj 是 U 上 的 光滑 函数 . 于 是 ,G 在 M 上 的 每 一 点 如 EM 给 出 了 T,(M) 上 的 二 重 


线性 函数 G(X, 了 ). 设 X=X; -2_ ,7Y=Y -2 , 则 
i 3 
本 


(6. 5. 2) 
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和 和 式 约 定 ”上 式 左边 不 出 现 i,j ,表示 右边 已 经 对 i 二 1,2,…,m,j 二 1,2,…,m 求 和 ,以 
下 都 用 此 约定 . 

称 张 量 场 G 在 点 PE M 为 非 退 化 的 (non-degenerated ) , 若 切 矢量 XET,(M) 满 足 : 
VYET,(M) 成 立 G(X,Y)=0 时 , 必 有 X 一 0. 


命题 6. 5.1( 非 退化 张 量 场 的 充分 必要 条 件 ) 张 量 场 G 在 点 p 为 非 退 化 的 , 当 且 仅 当 
方程 组 
giy(pP)X;:=0, lj<m 
只 有 有 零 解 ,也 有 , 当 且 仅 当 行列 式 det[ gi; (p)] 关 0. 


定义 6.5.1( 正 定 张 量 场 ) 对 于 (6.5.2) 式 中 的 G(X,Y) 二 gjyXiXj, 若 VXET,(M)， 
都 有 G(CX,X) 二 0, 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 X 一 0, 则 称 张 量 场 G 在 点 pEM 是 正定 的 (positive 
definite) . 


由 线性 代数 知识 可 知 ,G 是 正定 的 , 当 且 仅 当 方 阵 [sy ] 是 正定 的 . 因此 正定 张 量 场 必定 
是 非 退 化 的 . 


2. 广义 Riemann 流 形 ,Riemann 流 形 


定义 6.5.2( 广 义 Riemann 流 形 ,Riemann 流 形 ) 车 在 mm 维 光滑 流 形 M 上 给 定 一 个 光 
滑 的 、 处 处 非 退 化 的 、 对 称 的 、 二 阶 协 变 张 量 场 G, 则 称 M 是 广义 Riemann 流 形 (generalized 
Riemann manifold); G 称 为 该 广义 Riemann 流 形 M 的 基本 张 量 场 , 或 度量 张 量 场 . 

若 G 是 光滑 的 、 处 处 非 退 化 的 、 对 称 的 、 正 定 的 ,二 阶 协 变 张 量 场 , 则 称 M 为 Riemann 
流 形 ,G 仍 称 为 Riemann 流 形 M 的 基本 张 量 场 ,或 度量 张 量 场 . 


记 广 义 Riemann 流 形 或 Riemann 流 形 为 (M.,G). 

大 家 记得 ,在 前 几 节 中 介绍 流 形 时 ,给 出 了 一 个 集合 M 的 拓扑 结构 、 微 分 结构 ,使 得 M 
成 为 一 个 微分 流 形 , 但 是 却 没有 给 出 它 的 度量 . 现在 ,可 以 对 于 定义 6. 5. 2 中 的 Riemann 流 
形 (M,G) ,给 出 其 上 的 度量 . 

由 于 (6. 5.2) 式 ,可 以 在 每 一 点 p€ M 的 切 空 间 T,CM) 中 定义 内 积 如 下 . 

对 于 X,YET,(M), 令 久 .:Y=G(X,Y)= 二 gy (p)XiYj. 当 G 是 正定 的 情形 下 , 切 矢量 
XET, (MD) 的 长 度 可 定义 为 


XI = VX.X; 6; 到 名 
两 个 切 矢 量 X,YET,CM) 在 同一 点 PE M 的 夹 角 人 (X,Y) 的 余弦 可 定义 为 
= 
cos/ (X,Y) TXTTzT， (6.5.4) 


其 中 0 人 (X,Y)<x. 
于 是 ,Riemann 流 形 (M,G) 是 在 M 的 每 一 点 的 切 空 间 T, (M) 上 给 定 了 一 个 正定 内 积 
XY 的 微分 流 形 , 且 当 X,Y 是 光滑 切 矢量 场 时 ,内 积 XeY 就 是 M 上 的 光滑 函数 . 
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3. Riemann 度量 , 弧 长 微 元 

定义 6.5.3(Riemann 度量 、 弧 长 微 元 ) 称 二 次 微分 式 
ds’ = gyidudu; = gi du: © dx (6.5.5) 

为 Riemann 度量 (Riemann metric) ,或 度量 形式 . 


ds* 二 gi duiduj 与 局 部 坐标 系 {(U ,ui)} 的 选取 无 关 . ds 二 giduidu) 恰好 是 无 穷 小 切 
矢量 的 长 度 , 称 为 弧 长 微 元 Cinfinitesimal of arc). 


设 yw 二 ui(?) ,to 二 T 是 光滑 流 形 M 上 的 一 条 连续 的 分 段 光 滑 的 参数 曲线 , 则 y 的 
弧 长 为 


EE 
NS dd 


(6. 5.6) 
定理 6. 5. 1 (Riemann 度量 的 存在 性 定理 ) 
Riemann 度量 . 


在 m 维 光 滑 流 形 (M,A) 上 必定 存在 


证 取 光 滑 流 形 M 的 局 部 有 限 坐 标 覆盖 ((U。 ,wf)}) , 设 {h,} 是 相应 的 单位 分 解 , 使 支 集 
supphs。CU,. 令 ds:= $1 《ds 记 


ds’ = Pherds?, (6.5.7) 
hp dst, PpEU, 
其 中 hds? 为 | 


二 它们 是 M 上 的 光滑 二 次 微分 式 ， 
0， 


对 于 每 一 点 p€E M,(6. 5.7) 式 中 的 求 和 仅 是 有 限 项 和 ,因为 实际 上 总 可 取 p 的 一 个 局 


部 坐标 系 {(U ,wu)}) ,使 得 上 是 紧 致 的 . 又 由 于 {U。} 的 局 部 有 限 性 , 故 U 也 与 有 限 多 个 成 员 
Us ，…,U。 相交 ,因此 (6. 5.7) 式 限制 在 U 上 成 为 


de = jd = gidudu,, 
j=1 
其 中 


9 9 
Pe Me 


a " 
A=1 p=1 Qu; us 


因为 0h 三 1，》) h。==1, 故 有 一 个 指标 B, 使 得 ha(p) 这 0, 从 而 ds*(p) 宇 hed 号 ,由 此 


得 到 dy 在 M 上 处 处 正定 . 定理 得 证 . 


下 面 是 当局 部 坐标 改变 (U ,wj) 一 (W ,wj) 时 ,G 二 gi du@du; 的 分 量 sy 的 变换 公 


/Aur Quy 
Bi Bi 了 5 


(6, 5 8) 
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例 6.5.1 欧 氏 空间 R" 中 的 弧 长 微 元 . 
因为 R" 中 的 局 部 坐标 就 是 (R", (zi ,… ,zx,)), 故 弧 长 微 元 为 
ds 一 (dx) ++ Cdz,). 


6.5.2 连 络 


矢量 丛 的 截面 是 流 形 上 的 矢量 场 ,我 们 要 对 矢量 场 进行 微分 ,就 必须 在 矢量 丛 上 引进 一 
种 新 的 结构 , 称 为 连 络 ”结构 ,例如 仿 射 连 络 、 标 架 从 上 的 连 络 、Riemann 连 络 等 . 总 之 ,有 
了 连 络 概念 ,能 使 我 们 对 一 个 场 引进 微分 结构 . 


1. 光滑 流 形 的 矢量 从 (E,M ,x) 


把 张 量 丛 的 构造 抽象 化 ,就 得 到 矢量 丛 的 概念 . 
1) 矢量 丛 的 定义 


定义 6.5.4( 矢 量 从 ) 给 定 两 个 光滑 流 形 天,M,dimE 一 2,dimM 一 7. 设 :下 一 M 为 光 
滑 映射 ; 又 设 V 是 1 维 线性 空间 ,dimV 二 1; 并 设 {U,W,…}) 是 M 的 一 个 开 和 覆盖,{ gu， 
gw，"…) 是 一 组 光滑 映射 ,使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(1) Vgu:UXRi>x-1(U)CE 是 可 微 同 胚 , 且 V (psy)EUXR' ,有 zogu (psy)==p; 

(2) VpEU, 令 pup by) 二 gu (psy),yER', 则 up:Ri>n-1(p) 是 一 个 同 胚 , 当 U,WE 
{UW,…} ,UW 了 7 时 ,映射 guw (p) 二 rw "gus:R'>R' 是 线性 空间 VerRi 上 的 线性 
自 同 构 , 亦 即 gu,w(p) 三 gw!p°9u,p EGL(V)=GL(R'); 

(3) 对 于 UNW 才 名, 映射 puw:U 站 W 一 GL(V) 是 光滑 映射 ， 
则 称 (EE,M,z) 是 流 形 M 上 的 ( 实 )n 维 矢量 从 (vector bundle) ,EE 称 为 从 空间 (bundle space)， 
M 称 为 底 空间 (underlying space) ,x 称 为 从 投影 (bundle project) ,V 称 为 纤维 型 (bundle type). 

进而 ,VDpEM, 令 已 =r 1(b), 称 下) 为 矢量 从 EE 在 点 pEM 上 的 纤维 (bundle). 


PEM 的 张 量 丛 T= Wr 是 矢量 从 (E,M,x) 的 特例 ,E>T’, 图 形 也 与 前 面 张 量 
从 的 图 形 类 似 . 

注 关于 上 述 定义 中 的 条 件 (2) 与 条 件 (3) ,我 们 作 以 下 说 明 : 

由 (2) 得 到 ,纤维 型 V 上 的 元 yu ,yw 使 得 充 要 条 件 

9o (byu) = pw pryw) yu" guw(p) = yw 

成 立 ,其 中 gu,w(p)EL(R') 视 为 1X1 非 退 化 方 阵 . 于 是 , 设 U 是 M 中 包含 点 p EM 的 坐标 
域 , 则 纤维 型 V 上 的 结构 可 以 通过 映射 guw(p)EL(R') 移 植 到 纤维 E。 上 ,使 得 纤维 E, 成 
为 一 个 1 维 线性 空间 ,并 且 这 个 线性 空间 结构 与 点 的 坐标 卡 (U ,qu) 的 选取 无 关 . 因此 ,直观 上 
可 以 把 矢量 从 (E,M,x) 看 作 诸如 UXR 的 积 流 形 沿 着 同一 点 PEM 上 的 纤维 已 粘 合 起 来 的 
结果 ,在 粘 合 时 ,要 求 纤维 上 的 线性 关系 保持 不 变 . 积 流 形 UXR'= 二 EE 是 矢量 从 最 简单 的 例 . 
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由 (3) 得 到 ,映射 gu,w :UNnnW 一 GL(V) 适 合 下 列 相 容 条 件 : 

QO VpEU, guu(p)=I:V>V; 

回 若 pEUNWNMQAG ,NN pow (Pp) pwalp) pou(p)=I:V>V. 
于 是 ,把 {gu,w} 称 为 失 量 从 (E,M,x) 的 过 渡 函 数 族 ,而 相 容 条 件 、@ 是 使 得 {qu,w}) 成 为 过 
渡 函 数 族 的 充分 条 件 .确切 地 说 ,有 如 下 定理 : 


定理 6. 5.2( 矢 量 从 的 存在 性 定理 ) 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,{U。}sey 是 M 的 一 个 开 履 
盖 ,V 是 1 维 线性 空间 , 若 对 于 每 一 对 指标 a,BEJ, 在 Us。 门 Ug 隆 如 时 ,都 确定 一 个 光滑 映射 
gap:Us 门 Ug 一 GL(V) ,适合 相 容 条 件 上 个 、 回 , 则 存在 M 上 的 1 维 矢 量 从 (EE,M,n), 它 以 {go6,g} 
为 过 渡 函数 族 . 

2) 矢量 丛 的 例子 

例 6.5.2 矢量 从 的 对 偶 从 

设 M 是 m 维 光滑 流 形 ,{(U ,gu)) 是 一 个 给 定 的 局 部 坐标 系 ,(E,M,t) 是 M 上 的 矢量 
从 ; V' 是 1 维 线性 空间 V 的 对 偶 空间 ,E* 是 M 上 的 、 以 V' 为 纤维 型 的 和 撩 量 从 ,从 投影 记 为 
zx" ,从 的 局 部 积 结构 为 {(U ,yu)}， 如 果 对 于 任 一 点 PEUNnW2B, 当 yus,yw EV 且 Xv， 
hw EV' 分 别 适合 gu(pyyo) 二 gw (pyyw) 与 (ph) 二 gw (phw) 时 ,总 成 立 (yu,h) 二 
《yw Aw)，, 则 可 定义 纤维 x-!1(p) 与 (x" )-'(p) 的 配合 

(gu pry) tpsA)) = (yu Nh), (6. 5.9) 

使 得 两 个 纤维 x 1'(p) 与 (x )“，(p) 互 为 对 偶 矢量 空间 ,这 时 , 称 两 个 矢量 从 (E,M,7) 与 
(E* ,M,x" ) 互 为 对 偶 从 (dual bundle). 

若 分 别 取 / 维 线性 空间 V 与 其 对 偶 空间 V* 的 基 为 对 偶 基 ,并 把 yEV 表示 为 ! 维 行 向 
量 ,XEV' 表示 为 1 维 列 向 量 , 则 V 与 V* 中 元 的 配合 可 表示 为 方 阵 的 乘法 (y,4) 二 y，4, 其 
中 。 是 GL(V) 相 应 的 方 阵 的 乘法 . 

由 于 (6. 3.5) 式 中 的 yw 一 yo "guw(p) ,我 们 有 

(yu 一 人 yw) 全 yo 一 ywoAw， 
于 是 ,将 yw 二 yuv，gu,w(p) 代 入 上 式 右 边 , 得 yo "hu 一 yo guw(p)。hw 所 以 
Mu = guw (Pp)*Aw. 

类 似 地 可 得 到 对 偶 丛 E* 的 过 渡 函 数 族 {huw}) 中 的 函数 为 huw 二 (Lguw]')" 二 
[gwu]. 

最 后 ,由 于 切 丛 TCM) , 余 切 从 T* (M) 都 是 矢量 从 的 特例 ,所 以 , 当 (E,M,x) 是 M 的 切 
从 时 ,过渡 函 数 族 {ku,w} 由 坐标 变换 的 Jacobi 方 阵 组 成 ,(E*,M,x* ) 则 成 为 M 的 余 切 从 , 余 
切 从 的 过 渡 函 数 族 中 的 函数 恰 是 ku,w 的 转 置 逆 方 阵 , 所 以 余 切 从 恰 是 切 从 的 对 偶 从 . 

例 6.5.3 两 个 矢量 从 E 与 E' 的 直 和 EQ@E”. 

设 E 与 E' 都 是 流 形 M 上 的 矢量 从 ,纤维 型 分 别 是 V 与 ,过渡 函数 族 分 别 为 {gu,w} 与 


{gow}. 令 
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SU 了 0 
hu,w 一 | , 上 
0 BUWw 


则 {huw} 是 VV 上 的 线性 自 同 构 ,上 且 {hu,w}) 适 合 过 渡 函 数 族 的 相 容 条 件 、@. 

流 形 M 上 的 以 {hu,w) 为 过 渡 函 数 族 、 以 VOV' 为 纤维 型 的 矢量 从 , 称 为 EE 与 E' 的 直 和 
(direct sum) , 记 为 EE'. 

例 6.5.4 两 个 矢量 从 EE 与 E' 的 张 量 积 EQ@E. 

设 已 与 巨 ' 都 是 流 形 M 上 的 矢量 从 ,纤维 型 分 别 是 V 与 V' ,过渡 函数 族 分 别 为 {gu,w} 与 
{guw). 令 kuw 是 guw 与 go.w 的 张 量 积 , 亦 即 ku,w 二 go.w@gvw，, 张 量 积 VOV 在 ku,w 上 的 
作用 定义 为 

(VO) kow = Vv gun DV gow), vEV VEV. 
于 是 , 流 形 M 上 以 (kuw} 一 {guwGsgtw } 为 过 渡 函 数 族 , 以 VGV 为 纤维 型 的 矢量 丛 , 称 为 
EE 与 E' 的 张 量 积 , 记 为 EQE 

3) 矢量 从 的 光滑 截面 

流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 TT’ 三 Ti (MD) 是 7 个 切 从 与 ; 个 余 切 从 的 张 量 积 . 因此 ,类 似 
于 定义 6. 3.4, 可 定义 矢量 从 的 光滑 截面 . 


定义 6.5.5( 矢 量 从 的 光滑 截面 ) 设 M 为 dimM 二 m 光滑 流 形 ,(E,M,x) 为 M 的 矢量 
从 ,如 果 映 射 +:M 一 EE 是 光滑 映射 ,使 得 x°t 三 1:M 一 M, 则 称 +:M>E 是 矢量 从 (E,M,7x) 的 
一 个 光滑 截面 , 记 矢 量 从 (EE,M,x) 的 光滑 截面 的 全 体 为 T(E). 


因为 矢量 丛 的 每 一 条 纤维 E, 二 x“'(p) 是 与 纤维 型 V 同 构 的 线性 空间 ,所 以 可 以 在 光 
滑 截 面 全 体 所 成 的 集合 T(E) 上 定义 “两 截面 的 加 法 ”“ 截 面 与 数 的 乘法 ”: 
(ttt)(p) = (ptt (p), bits E T(E); 
(at)(p) = a(p)it(p), t+ E T(E), 
其 中 a 是 流 形 M 上 的 光滑 实 值 函 数 . 于 是 ,T(E) 是 一 个 实 线 性 空间 . 
若 已 取 为 切 丛 TCM) , 则 光滑 截面 空间 FPCTCM) ) 就 是 光滑 切 撩 量 场 X( 定 义 6. 3.6) 所 
成 的 线性 空间 , 且 XET(T(MD)) 售 对 于 pEM, 有 XET,(M). 
注意 到 ,矢量 从 (E,M,x) 的 处 处 不 为 零 的 光滑 截面 不 一 定 存 在 . 实际 上 ,不 为 零 的 光滑 
截面 的 存在 性 反映 了 光滑 流 形 的 一 定 的 拓扑 性 质 . 


2. 矢量 从 上 的 连 络 
设 已 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 g 维 实 和 撩 量 从 ,T(E) 是 矢量 从 EF 在 流 形 M 上 的 光滑 截面 
的 集合 . 其 实 ,T(E) 是 一 个 实 线性 空间 ,也 是 一 个 C” CMD) - 模 ( 模 的 概念 见 第 1 章 ). 
定义 6.5.6( 连 络 ) 设 瓦 为 矢量 从 ,已 上 的 一 个 映射 D 称 为 一 个 连 络 (connection) , 若 
D: T(E) 一 FTCT COM) @ E) (6.5.10) 
满足 
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(1) 对 于 任意 s,s; ET(E), 有 D(si 十 s;)=Dsi 十 Ds,; 
(2) 对 于 sET(E) 及 任意 的 a€EC”(M) ,有 D(as) 一 da@s 十 aDs. 


注 1 车 取 a= 一 1, 则 得 D( 一 s)== 一 Ds, 所 以 ,D 把 零 截面 映 到 零 截 面 . 

注 2 DD 是 T(E) 到 TT(T*(CM)@E) 的 线性 算 子 ,T* (MD) 是 光滑 流 形 M 的 余 切 从 . 

注 3 DD 是 作用 在 EE 的 截面 上 的 算 子 ,但 它 具 有 局 部 性 : 若 s,ss ET(E) 是 两 个 截面 ， 
而 且 限制 在 M 的 一 个 开 集 U 上 相同 , 则 Ds ,Dss 限制 在 U 上 也 相同 . 

利用 D 的 局 部 性 ,可 以 把 D 定义 为 作用 在 局 部 截面 上 的 算 子 . 因此 ,Ds 是 在 U 上 完全 
确定 的 截面 . 


定理 6.5.3( 连 络 的 存在 性 定理 ) 在 光滑 流 形 M 的 任 一 个 矢量 从 (EF,M,n) 上 , 连 络 总 
是 存在 的 .进而 , 切 丛 TCM) 作 为 光滑 流 形 M 的 一 个 特殊 的 失 量 丛 , 其 上 的 连 络 一 定 存 在 . 


证 明 可 参看 [3]. 


3. 绝对 微 商 
定义 6.5.7( 绝 对 微 商 ) 设 X 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 ,XET(T(M)); 又 
(E,M,n) 是 M 上 的 矢量 从 ,T(EE) 是 矢量 从 巨 的 光滑 截面 空间 ,DD 是 已 上 的 一 个 连 络 . 对 于 
截面 sSET(E), 令 
Dxs = (X,Ds), (6., 5, 11) 
其 中 记号 (。,*) 为 TCOMD) 与 T"(M) 之 间 的 配合 , 则 Dxs 是 已 的 截面 , 即 Dxs ET(E), 称 Dxs 
为 截面 ; 沿 切 矢量 场 X 的 绝对 微 商 (absolute derivative). 


定理 6.5.4( 绝 对 微 商 的 性 质 ) 设 M 是 m 维 光 滑 流 形 ,由 于 Dxs 二 (X,Ds), 故 连 络 D 

可 视 为 二 元 映射 : 
VX ET(TM), Vs ET(E) = D:T(T(M)) xT(E) > T(E); 

则 Dx 具有 以 下 性 质 : 当 针 ,YET(T(M)) ,s,s1,s2 ET(E),a€EC™”(M) 时 ,有 

(1) Dx+ys= Dxs++Dys; 

(2) Duxs =aDxs; 

(3) Dx (si 十 sz ) 一 Dxsl 十 Dxsz; 

(4) Dx (as)= XataDxs. 


定理 6.5.5( 绝 对 微 商 的 局 部 性 质 ) ” 若 Xi ,Xs 是 光滑 流 形 M 上 在 点 pEM 取 值 相同 
的 两 个 光滑 切 和 拓 量 场 , 则 对 于 已 的 任 一 个 截面 SET(CE) ,绝对 微 商 Dx s 与 Dx,s 在 p 点 也 取 
相同 的 值 . 
由 此 定理 ,我 们 得 到 : 
g@ 定义 EE 的 光滑 截面 空间 T(E) 关 于 M 在 点 pE€M 的 切 矢 量 场 X 的 绝对 微 商 为 
VX ET,(M > Dx: T(E)— E,. 
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@ 对 于 点 pEM, 映 射 Dx :T(E) 一 E,,VXET,(M) ,只 要 截面 si,ss 在 M 的 一 条 与 X 
相 切 的 参数 曲线 上 取 值 相同 ,就 有 Dxsi 二 Dxs。. 


4. 局 部 标 架 场 , 连 络 方 阵 ,曲率 方 阵 

定义 6.5.8( 局 部 标 架 场 ) 设 {(U,w)) 是 光滑 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 取 和 拓 量 丛 已 
在 U 上 的 g 个 光滑 截面 seET(CE) ,1 三 a 二 gq, 使 得 它们 处 处 线性 无 关 , 称 这 dg 个 光滑 截面 为 
在 U 上 的 一 个 局 部 标 架 场 (local frame field), 记 为 (5,,1 二 a<g}). 


对 于 每 个 点 pEU, 可 以 利用 局 部 标 架 场 {5 ,1 三 a 过 gq} ,给 出 张 量 空间 T; OE, 的 基 
{du Os:l Sj<m,l<a<y). 
因为 Ds。 是 矢量 从 T*(M)@E 在 U 上 的 局 部 截面 ,可 令 


二 3 Hidw Wiss 12 


iel p=1 


其 中 到 ,是 口上 的 光滑 丽 数 ,于 是 , 记 邮 一 > IT8，dw ,使 得 (6. 5. 12) 式 写 为 


9 
Da = 2) ® sp. 《6. 5. 13) 
p=1 


将 上 式 写 为 矩阵 形式 : 令 S 一 


,一 [ws]<op<s 一 分 别 表 示 局 部 标 架 场 所 


w} wy 
成 的 列 和 矩阵 与 只 所 成 的 方 阵 , 称 w 二 [af]1<。,p<s 为 连 络 方 阵 (connection matrix). 于 是 (6. 5. 13) 
式 可 记 为 矩阵 的 张 量 积 DS 二 w@S. 这 里 矩阵 A 二 [ai jmxw 与 B 二 [bw jx 的 张 量 积 定 义 为 


Sa 


anB … anB 
Pr : | 
uaB “ uab 
sl 51 
| , 它 与 原 局 部 标 架 场 二 | : | 的 关系 是 S 一 AS, 其 中 
det4A 天 0,A=| : |, 且 几 是 民 上 的 光滑 函数 . 则 连 络 方 阵 w 在 局 部 标 架 场 改变 
时 ,w>w 有 重要 的 变换 公式 : 


w=dA.A'+A.w.A. (6.5.14) 
改写 (6. 5.14) 式 为 a， A 一 dA 十 A，w, 两 边 求 一 次 外 微分 ,得 到 
dw .A—w ?dA = dA ?w+A. dw, (C6. .15 
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其 中 方 阵 之 间 的 外 积 ? 表 示 方 阵 在 相 乘 时 ,元 素 的 积 是 外 积 . 因此 将 dA 二 ww ，A 一 A*w 代 
入 (6.5.15) 式 ,得 
(dw —w?w).A=A. (dw—w?w). (6. 5.16) 
定理 6. 5.6( 局 部 标 架 场 的 存在 性 定理 ) 设 DD 是 矢量 从 羽 上 的 一 个 连 络 ,pEM, 则 在 
点 的 一 个 坐标 域 U 上 ,存在 局 部 标 架 场 S, 使 得 对 应 的 连 络 方 阵 ww 在 点 为 零 . 
定义 6.5.9( 曲 率 方 阵 ) ” 称 Q 一 dw 一 w?w 为 连 络 中 在 U 上 的 曲率 方 阵 (curvature 


matrix). 


由 此 ,曲率 方 阵 在 局 部 标 架 场 改 变 时 的 变换 公式 (6. 5. 16) 可 改写 为 
n=A. QA k6. 5. 17) 
注 曲率 方 阵 9Q 王 [98],<.p<v 的 变换 公式 (6. 5. 17) 是 齐 次 的 ,而 连 络 方 阵 w= 
[ws]<w<vy 的 变换 公式 (6. 5. 16) 却 不 是 齐 次 的 . 


定义 6.5.10( 曲 率 算 子 ) 对 于 光滑 流 形 M 上 的 两 个 光滑 切 矢量 场 X,YET(T(M))， 
若 VETCE),VbpEM, 算 子 RCX,Y):PCE) 一 PP(E) 满足 
(ROX YINpY = ROX, ,YD (6. 5. 18) 
则 称 R(X,Y) 为 连 络 D 的 曲率 算 子 (curvature operator of connection D). 


连 络 D 的 曲率 算 子 RCX,Y) 的 表示 : 设 X,YETCTCVM) ) 为 光滑 流 形 M 上 的 两 个 光滑 
切 矢量 场 .对 于 M 上 的 连 络 D 及 其 曲率 方 阵 Q 二 [Qj]1c6pco; 任 取 pEUCM, 则 X,YE€ 
T,(M), 故 (X ?Y ,08) 是 纤维 x '(p) (线性 空间 ) 上 的 (1,1) 型 张 量 . 取 sEr '(p), 并 将 用 
KE | | 
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表示 ,得 到 ;一 》) XG.) |，, ER. 于 是 , 算 子 


了 了 
R(X,Y)s= >) DN (X TY, OF) Gs) |, (6. 5.19) 


a=1 p=1 


与 局 部 标 架 场 的 选取 无 关 , 而 由 连 络 D 与 曲率 方 阵 Q 决定 , 且 它 是 x '(p) 到 自身 的 线性 映 
射 . 因此 所 定义 的 曲率 算 子 有 意义 . 


定理 6.5.7 曲率 算 子 R(X,Y) 有 如 下 性 质 : 
(1) R(X,Y)=—R(Y,X); 
CR 
(3) RCX,Y) (fs)=f* (R(X,Y)S), 

其 中 X,YET(T(MD),fEC™ COM ,sETCE). 


定理 6.5.8 曲率 算 子 R(X,Y) 是 局 部 算 子 . 用 连 络 D 与 绝对 微 商 , 可 表示 为 
R(X = DiDy— DyDx — Di 
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关于 “平行 ”概念 ,我 们 可 以 推广 到 流 形 上 . 


定义 6.5.11( 平 行 截面 ) 车 和 失 量 丛 已 的 截面 SET(E) 满 足 条 件 Ds 二 0, 则 称 s 为 平行 
截面 (parallel section). 


设 YCM 是 光滑 流 形 M 上 的 一 条 光滑 参数 曲线 ,X 是 y 的 切 矢量 场 . 若 矢 量 丛 已 在 7 
上 的 截面 ; 满足 Dxs 二 0, 则 称 s 沿 曲线 y 是 平行 的 . 


5. 仿 射 连 络 


m 维 光 滑 流 形 M 上 的 切 从 T(MD) 是 一 个 由 M 的 微分 结构 本 身 所 确定 m 维 矢量 丛 ; 切 
从 T(M) 上 的 连 络 一 定 存 在 ( 见 定 理 6. 5. 3) ,这 种 连 络 称 为 仿 射 连 络 . 

定义 6.5.12( 仿 射 连 络 , 仿 射 连 络 空 间 , 容 许 连 络 ) 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,T(MD) 为 M 
的 切 从 , 称 T(M) 上 的 连 络 为 流 形 M 上 的 仿 射 连 络 (affine connection). 

光滑 流 形 M 上 的 仿 射 连 络 一 定 存在 . 若 光 滑 流 形 M 上 给 定 一 个 仿 射 连 络 , 则 称 M 为 
仿 射 连 络 空间 . 

设 (M,G) 是 m 维 广 义 Riemann 流 形 ,D 是 M 上 的 一 个 仿 射 连 络 , 若 DG 二 0, 则 称 仿 射 
连 络 D 是 广义 Riemann 流 形 (M,G) 的 容许 仿 射 连 络 (admissible affine connection) , 简称 容 
许 连 络 . 

6. 矢量 场 的 绝对 微分 

取 m 维 光滑 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 系 {(U,w)), 则 pEU 的 切 空间 T，, 的 自然 基 
人 有 SS 构成 切 从 TCM) 在 吕 上 的 局 部 标 架 场 {5 一 地 -1<i<<m} ,因此 可 设 

Ds = Sa Bs= as 上 攻 - 潮 也 - 芝 人 (6. 5. 20) 
其 中 已 * 是 U 上 的 光滑 函数 , 称 用. 为 连 络 DD 关于 局 部 坐标 ui 的 系数 ,简称 连 络 系数 . 

定理 6.5.9 当局 部 坐标 系 变换 时 ,{(U,ii)}->{(CW，,au)), 局 部 标 架 场 变 化 为 

六 可 <i<m). 


则 S 一 Jwu。S, 其 中 Jwr 是 局 部 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 , 有 


S= 们 = 和 <i< 巴 ~S = 位 
Qus 


Ou ,Qum 

9wi gw 

Jw=| : 

Qu ss Gum 

A Bo。 

从 而 ,也 得 到 连 络 系数 枚 .的 坐标 变换 公式 
are ur ux grr ro 
了 ， 一 芝 5 3 
好 名 rs 人 B21 
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注 (6. 5.21) 式 表明 , 连 络 系数 及; 不 满足 M 上 的 张 量 分 量 的 变化 规律 . 

定义 6.5. pe 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,X 是 M SR 
场 , X 一 BEY Zi ;DD 是 M 上 给 定 的 仿 射 连 络 . 称 DX 一 3 (dzit zw) ) -为 X 的 绝 
对 微分 ,其 中 二 pr 的 元 . 绝对 微分 是 矢量 从 工 * ae, 是 流 形 M 
上 的 (1,1) 型 张 量 场 .数量 场 的 绝对 微分 规定 为 它 的 普通 微分 . 

7. 曲率 张 量 . 挠 率 张 量 


对 于 M 上 的 连 络 D 及 其 曲率 方 阵 Q 一 [9;]<iv<vs* 连 络 方 阵 w 一 [of]<iv<w，* 则 


= Ddin 1 Siem (6. 5. 22) 


k=1 
Ts 是 U 上 的 光滑 函数 , 亦 即 连 络 D 关于 局 部 坐标 ww 的 系数 . 故 曲率 方 阵 Q 二 dw 一 wo?w 可 
表示 为 
a 


do — ws? wi de ?dus — TTi,i du, ?du 


9 9 
$ (PE — Pt rhs — Tah dtdu 
ou 
a dus ?du 


定义 6.5.14( 曲 率 张 量 ) 称 R= Rls 四 duQdwGduw 为 m 维 光滑 流 形 M 的 仿 射 
连 络 D 的 曲率 张 量 . 
曲率 张 量 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 , 当 {(U,o)} 一 (CW:ao)) 时 , 则 


Qtw; au au Qur 
A Du do; Twor ww” 


它 适合 (1 ,3) 型 张 量 的 分 量变 换 规律 ,因此 曲率 张 量 是 流 形 M 上 的 一 个 (1,3) 型 张 量 场 . 


Ri = Rt. (6. 5.23) 


定理 6.5.10 设 X,Y,Z 为 三 个 光滑 切 矢 量 场 ,其 局 部 表示 分 别 为 X 一 X; ,YY 了， 
ZZ 总 , 则 曲率 算 子 RCX,Y) 用 由 率 张 量 表示 为 RCX,Y)Z 一 Zi(X ?Y,Q1) 六 一 


RZiX4Y 兴国 此 ,曲率 张 量 尺 的 "系数 "Risi 有 表示 


9 
Risr = (R( 翅 汉语 )》 (6. 5.24) 
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定义 6.5.15( 挠 率 张 量 ) ”对 于 连 络 系 数 存 ;. 令 人 一 及 一 玉生 则 
T= Ts Odu Odu 
称 为 m 维 光滑 流 形 M 的 仿 射 连 络 D 的 挠 率 张 量 (torsion tensor). 


挠 率 张 量 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 , 当 {(U540)) 二 {Ww 站 , 则 Ti 二 TY 和 2 生 2 


“aa Dw; Ow 


它 适合 (1 ,2) 型 张 量 的 分 量变 换 规律 ,因此 挠 率 张 量 是 流 形 M 上 的 一 个 (1,2) 型 张 量 场 . 


定义 6.5.16( 无 挠 连 络 ) ” 若 仿 射 连 络 D 的 挠 率 张 量 为 零 , 则 称 该 连 络 是 无 挠 仿 射 连 络 
(torsionless affine connection) , 简称 无 挠 连 络 . 


8. 几 个 重要 的 存在 性 定理 


定理 6.5.1 是 m 维 光 滑 流 形 M 上 Riemann 度量 的 存在 性 定理 ; 定理 6. 5. 2 是 光滑 流 
形 M 上 的 矢量 从 E 的 存在 性 定理 ; 定理 6. 5. 3 是 在 任 一 个 矢量 丛 巨 上 连 络 的 存在 性 定理 ; 
定理 6. 5.6 给 出 了 使 得 连 络 方 阵 为 零 的 局 部 标 架 场 的 存在 性 定理 . 还 有 两 个 重要 的 存在 性 
定理 . 


定理 6.5.11( 无 挠 仿 射 连 络 的 存在 性 定理 ) ”m 维 光滑 流 形 M 上 必定 存在 无 挠 仿 射 连 
络 . 又 设 D 是 M 的 无 挠 仿 射 连 络 , 则 在 M 的 任 一 点 p, 存 在 局 部 坐标 系 {(U ,uj)} ,使 得 对 
应 的 连 络 系数 用, 在 该 点 为 零 . 


定理 6.5. 12(Riemann 几何 的 基本 定理 ) 设 M 为 m 维 广义 Riemann 流 形 , 则 M 上 存 
在 惟一 的 无 挠 容许 仿 射 连 络 . 

上 述 基 本 定理 中 存在 的 无 挠 容许 仿 射 连 络 , 称 为 M 的 Riemann 连 络 ,或 Levi-Civita 
连 络 . 

9. 测 地 线 、 测 地 法 坐标 

定义 6.5.17( 流 形 上 的 测 地 线 ) 设 M 为 m 维 光滑 流 形 ,Y:w 王 ui(1),t1E[to,Tj, 是 M 
上 的 光滑 参数 曲线 ,X(1) 是 定义 在 上 的 切 拓 量 场 ,表示 为 X(D) 一 》\ c( 款 ] . 称 

i=1 i/r) 

切 拓 量 场 X(t1) 沿 曲线 7Y 是 平行 的 , 若 它 沿 曲 线 y 的 绝对 微分 为 零 , 亦 即 DX 二 0. 若 曲线 7 
的 切 矢 量 场 沿 y 自身 是 平行 的 , 则 称 y 为 测 地 线 (geodesic). 


dui(t) 
dt 


对 于 测 地 线 y, 它 的 切 矢量 场 X(7) 一 总 
7 应 满足 方程 组 


(起 ] ， 沿 曙 线 7 是 平行 的 , 故 测 地 线 


+ Ei, 和 0 让 二 12 ,ms (6. 5.25) 
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这 是 二 阶 常 微分 方程 组 ,所 以 通过 流 形 M 上 的 任 一 点 , 恰 有 一 条 测 地 线 , 在 该 点 与 任意 给 定 
的 一 致 切 和 撩 量 相 切 . 

定义 6.5.18(Riemann 流 形 上 的 测 地 线 ) 设 M 为 m 维 Riemann 流 形 , 若 光滑 参数 曲 
线 y:tw 二 wj(1),t1E[Lto,T], 是 M 上 关于 Levi-Civita 连 络 的 测 地 线 , 则 称 y 是 Riemann 流 形 
M 的 测 地 线 . 

在 欧 氏 空间 R’ 中 ,球面 上 的 测 地 线 (短程 线 ) 就 是 球面 上 的 大 圆 . 

定理 6.5.13 设 M 为 m 维 Riemann 流 形 , 则 M 上 的 测 地 线 y 的 参数 1 必 是 弧 长 套数 
5 的 一 次 函数 : t 一 5 十 Ap 其 中 A¥0 ,Mp 为 常数 

事实 上 , 设 在 M 的 局 部 坐标 系 {(U,w)} 下 ,Riemann 连 络 DD 的 系数 是 芽 i; , 则 曲线 :wi 二 
ui() ,1 三 i<m, 为 测 地 线 的 条 件 是 它 满足 方程 组 (6. 5. 25). 按 求 和 约定 ,可 将 (6. 5. 25) 式 
写 为 

由 ui i du dur _ 
tg de 

这 和 =x 是 7 的 切 矢量 场 . 由 定义 , 测 地 线 的 切 矢 量 场 沿 曲线 y 本 身 关 于 Riemann 连 
络 是 平行 的 ,而 Riemann 连 络 保持 度量 性 质 在 平行 移动 下 不 变 , 故 测 地 线 的 切 失 量 场 的 长 
度 是 一 个 常数 , 亦 即 下 为 常数 ,从 而 得 到 ?一 hs 十 人 

于 是 ,可 以 建立 流 形 M 上 一 点 PE M 附近 的 一 个 特殊 的 坐标 系 , 使 得 从 pp 点 出 发 的 
任 一 条 测 地 线 的 坐标 的 常 微分 方程 是 弧 长 参数 的 线性 函数 ,我 们 称 这 种 坐标 系 为 测 地 法 

测 地 法 坐标 系 的 建立 方法 如 下 : 在 p€M 的 局 部 坐标 系 {(U,wj)}) 之 下 ,给 出 任 一 点 
zEU 的 初始 值 , 解 方 程 组 


(6. 5. 26) 


dw | pe du du 一 
dt? Tia 
ui(0) = Zi, (6 527) 
du; ne 
二 (0) =a 
得 到 惟一 的 一 组 解 
ui = fi(t,xi sat), Eb (6. 5.28) 


其 中 函数 光滑 地 依赖 于 其 变量 t,x yat- 
经 过 一 定 的 演算 ,可 以 证 明 : 取 初 值 w 一 of 为 点 xzEWCU 的 局 部 坐标 ,使 得 {(W ,as) }) 为 
点 工 的 局 部 坐标 系 , 称 为 点 工 的 测 地 法 坐标 系 . 并 称 as 为 zx 的 测 地 法 坐标 ,或 简称 法 坐标 . 
由 于 流 形 的 切 空间 是 线性 空间 , 它 上 面 的 坐标 系 只 相差 一 个 非 退化 的 线性 变换 ,因此 ， 
流 形 的 法 坐标 系 也 只 相差 一 个 非 退化 的 线性 变换 而 完全 确定 . 于 是 ,固定 一 组 a 一, 当 


6.5 Riemann 流 形 、 数 学 科学 与 现代 物理 329 


t 变 化 时 ,tah 是 T, (MD 中 从 原点 出 发 的 一 条 直线 ,而 流 形 M 上 则 描 出 一 条 从 出 发 的 ,与 
切 矢量 Co) 相 切 的 测 地 线 , 所 以 ,在 测 地 法 坐标 系 {(W ,ai)} 之 下 ,这 条 测 地 线 的 方程 为 a 一 
ta ,其 中 a 为 常数 . 

定理 6.5.14 设 M 为 m 维 无 挠 仿 射 连 络 空 间 , 则 对 于 在 每 点 TEM 的 测 地 法 坐标 系 
{(W,aj)) ,其 连 络 系数 ,i 在 点 xz 为 零 , 亦 即 了 ,,(0) 二 0,1<i,j ,Rs 


定理 6. 5. 15( 测 地 法 坐标 系 的 存在 性 定理 ) ”x 维 仿 射 连 络 空间 M 的 每 点 zEM, 都 有 
一 个 邻 域 WW, 使 得 W 中 的 每 一 点 都 存在 包含 W 在 内 的 测 地 法 坐标 系 {(W ,a)). 


测 地 法 坐标 系 的 建立 给 Riemann 流 形 的 研究 带 来 很 多 方便 ,给 出 许多 有 用 的 性 质 ; 读 
者 可 参考 有 关 文 献 . 


6.5.3 Lie 群 与 活动 标 架 法 


1. Lie 群 

欧 氏 空间 R" 的 运算 结构 ,拓扑 结构 、 微 分 结构 等 ,为 我 们 提供 了 空间 结构 的 丰富 模型 ， 
而 且 , 当 几 种 结构 同时 存在 时 ,空间 将 有 更 丰富 的 内 涵 , 本 节 简 单 介绍 运算 结构 与 微分 结构 
共存 时 的 一 种 集合 一 一 Lie 群 . 

定义 6.5.19(Lie 群 ) 设 G 是 一 个 非 空 集 合 , 若 

(1) G 是 一 个 群 (G,。)， 

(2) G 是 一 个 + 维 光滑 流 形 ; 

(3) 映射 r:G 一 Gsr(g) 二 g 与 映射 p:GXG 一 G,p(gi go) 一 glgs 都 是 光滑 映射 ， 
则 称 G 是 一 个 维 Lie 群 (Lie group). 


例 6.5.5 R" 关 于 矢量 的 加 法 成 为 一 个 n 维 Lie 群 . 
例 6.5.6 环 群 T" 是 一 个 n 维 Lie 群 . 


在 Rs 中 取 基 [a1<i< ,由 它们 生成 的 * 烙 "= 一 by aeriar EZ -2 是 R' 的 一 


个 加 子 群 ,而 “ 环 群 ? 则 是 商 群 T= 及 "人 .在 拓扑 结构 上 .T" 是 维 环 面 ,因此 它 是 一 个 紧 致 
Lie 群 . 

例 6.5.7 设 G,G; 为 两 个 Lie 群 ,在 积 流 形 G,XG, 上 定义 运算 。: 

(ailyaz), (01 ,02) EC XGs 之 (alyaz)。(b 0) = (abisasbs) EC XC2， 

则 (Gi XGs,，。*) 成 为 一 个 Lie 群 , 称 为 两 个 Lie 群 的 直 积 . 

例 6.5.8 线性 群 GL(n,R),L(n,C).( 见 第 1 章 ) 

GL(n,R ) 是 nXn 阶 非 退 化 实 方 阵 所 成 的 集合 , 群 运算 是 矩阵 乘法 ,拓扑 结构 、 微 分 结 
构 取 R” 的 拓扑 结构 与 微分 结构 , 则 它 构成 一 个 非 交 换 的 Lie 群 . GL(n.C ) 类 似 讨论 . 
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例 6.5.9 SL(n,R)={AEGL(n,R):detA=1},O0(n,R)={AEGL(n,R): 


AAT=1} 
这 里 SL(n, 民 ),Oln,R ) 都 是 GL(n,R ) 的 正则 子 流 形 , 因 而 都 是 Lie 子 群 ,前 者 称 为 么 
模 群 ,后 者 称 为 ( 实 ) 正 交 群 . 


定义 6.5. 20( 群 的 右 平移 、 左 平移 ) 设 (G,*) 是 一 个 群 ,映射 R,:G 习 G 由 Rs (x) 一 
工 *g 给 出 , 则 称 其 为 G 上 的 右 平移 ; 映射 Ls:G>G 由 Le(z) 一 5 给 出 , 称 其 为 G 上 的 左 
平移. 若 切 矢量 场 X 经 过 右 ( 左 ) 平 移 后 不 变 , 则 称 其 为 右 ( 左 ) 不 变 切 矢量 场 . 


定理 6.5.16 设 G 为 r 维 Lie 群 , 若 义 ,Y 是 G 上 的 右 不 变 切 矢量 场 , 则 Poisson 括号 
[X,Y]==XY 一 YX 也 是 G 上 的 右 不 变 切 矢量 场 ; 对 左 不 变 切 矢量 场 有 同样 结论 . 

定义 6.5.21(Lie 代数 ) 当 一 个 六 维 实 线性 空间 具有 满足 分 配 律 、 反 交换 律 Jacobi 恒 
等 式 的 乘法 运算 时 ,就 称 它 为 一 个 + 维 Lie 代数 . 

定义 6.5.22(Lie 群 的 Lie 代数 结构 ) 设 G 是 一 个 Lie 群 , 记 G 上 的 右 不 变 光滑 切 夭 
量 场 的 全 体 为 由 若 右 不 变 光 滑 切 和 失 量 场 X,YE 8 的 Poisson 括号 LX,Y] 满 足 


(1) [ci Xites Xs ,YJ=a LX ,Yc LX Y], cceER; (分 配 律 ) 
C2) LX,YJ=—[LY;X)js ( 反 交 换 律 ) 
Com Log lS ||=05 (Jacobi 恒等式 ) 


则 称 2 为 Lie 群 G 的 Lie 代数. 


G 的 右 不 变 光滑 切 矢 量 场所 成 的 空间 & 具 有 反 交 换 律 Jacobi 恒等式 的 “乘法 ?运算 , 因 
此 2 成 为 一 个 Lie 代数 . 


2. Lie 群 的 结构 常数 

设 G 是 一 个 r 维 Lie 群 ,e 是 其 单位 元 . 右 平移 Re-::G 一 G 由 R-(Cz) 一 za ! 给 定 ， 
则 其 满足 

(1) Ra-i(e)=e* a !=a 1; 

(2) Ra-i(a)=a* a !=e; 

(3) R.-:G 一 G 是 G 到 自身 的 可 微 同 胚 . 
于 是 ,R.-: 的 切 映 射 (R.- ). :T.(G) 一 T(G) 是 流 形 G 在 点 a EG 的 切 空 间 T。(G) 到 单位 元 
eEG 的 切 空 间 T.(G) 上 的 线性 同 构 . 因此 ,对 于 XET.(G) , 令 

w(X) = CR 一 )。(CX)， (6.5.29) 

则 ww 是 定义 在 T.(G) 中 、 取 值 在 T,(G) 中 的 一 次 微分 式 , 称 为 Lie 群 G 的 基本 微分 式 ,或 
Maurer-Cartan 形式 . 

在 T.(G) 中 取 定 基 , 记 为 (6;,1<i<r}, 则 


w= Dow, (6. 5. 30) 
i=1 
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其 中 wi 是 Lie 群 G 上 的 7 个 处 处 线性 无 关 的 一 次 微分 式 . 
对 于 (6. 5. 30) 式 的 分 量 w 求 外 微分 ,并 令 


E 1 ， 
du = 一 Ci Des ， 
2 四 (6.5.31) 
Cig 十 局 = 0. 


不 难 证 明 ,wi ,dw' 都 是 群 上 的 右 不 变量 , 故 系数 ci 是 常数 . 
定义 6.5.23(Lie 群 的 结构 常数 ) 称 (6.5.31) 式 中 的 系数 ci 为 Lie 群 G 的 结构 常数 . 
定理 6. 5.17(Lie 群 G 的 结构 常数 定理 ) 设 G 为 r 维 Lie 群 , 则 其 结构 常数 满足 
入 (cxc 丸 十 cc 扩 十 cc 大 ) 三 0. (6. 5.32) 
j=1 
通常 ,在 Lie 群 上 讨论 其 左 、 右 不 变 矢量 场 , 研 究 其 上 的 各 阶 微分 形式 、 计 算 其 “结构 常 
数 ”、Lie 群 的 Lie 代数 结构 ,Lie 变换 群 以 及 活动 标 架 法 等 . 
3. 活动 标 架 法 概述 


将 n 维 欧 氏 空间 R” 的 刚体 运动 群 记 为 E (n) ,在 R" 中 取 定 一 个 正 交 标 架 
(R",O;01 ,°° ,0,), 
将 每 个 刚体 运动 FEE (nw) 在 zxER”" 上 的 ( 右 ) 作 用 记 为 
rz*F=F(x)=zxz.Ata, 


其 中 z= (zi,*…,z,) 一 D6, E Ra 一 (aan) 一 Dad E R", 方 阵 A 是 满足 AA™ = 


Bu wp Bin 
| ; “。 |. 于 是 , 任 一 刚体 运动 下 可 用 一 个 “对 ”(A,a) 与 
Ba sse Bs 


之 对 应 : 
FEE(n) «> (A,a)E(OWn,R ),R"). 
下 (中 的 运算 .定义 为 : 对 于 Fi,F,EE(n) 二 (Ai,a1),(As,as), 则 
BF = CA “Ars arAs Fa0)s 
FEE (n)>(A,a) 的 逆 定 义 为 
CE = CA ts — ad ts 


于 是 ,E(x) 是 一 个 六 n(n 十 1) 维 Lie 群 


将 R" 上 的 正 交 标 架 的 全 体 所 成 的 集合 记 为 
XR") = {(R 0350 ,60,.)}, 
将 人 &R") 中 与 固定 的 标 架 定向 一 致 的 正 交 标 架 的 全 体 所 成 的 集合 记 为 总 (R”), 则 信 R"), 何 


加 
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(R") 都 是 R" 上 的 主 从 ,分 别 以 O(n,R ) ,SO(n,R ) 为 结构 群 ,于 是 ,入 (R") 呈 E (n). 
这 样 ,我 们 建立 了 E (n) 上 的 活动 标 架 (E (nw) ,p;e1,…,e,)>(R",0O;61,…，,6,), 使 得 
FEE (n)*(A,a) 在 活动 标 架 (E (n),p;el，…,e,) 下 的 表示 为 


(6. 5.33) 


并 称 wr ,ww ,1 三 a,Y<n 为 活动 标 架 的 相对 分 量 . 

活动 标 架 的 概念 起 源 于 力学 ,在 研究 刚体 运动 时 ,在 运动 物体 上 固定 一 个 正 交 标 架 , 当 
物体 作 刚 体 运动 时 , 正 交 标 架 随 着 运动 ,得 到 一 族 依赖 于 时 间 的 正 交 标 架 ,这 族 标 架 完全 刻 
划 了 物体 的 刚体 运动 . 后 来 ,法 国 数学 家 Cotton、Darboux 把 单 参数 活动 标 架 族 推广 到 多 参 
数 情形 .于 是 ,活动 标 架 法 与 外 微分 相 结合 ,已 经 成 为 几何 学 与 物理 学 的 有 力 工具 之 一 ,发 
挥 着 巨大 作用 了 . 


6.5.4 数学 科学 与 现代 物理 学 


数学 大 师 陈 省 身 先 生 以 微分 几何 与 理论 物理 为 例 , 精 辟 地 分 析 了 数学 科学 与 现代 物理 
学 的 关系 . 他 指出 : 微分 几何 与 理论 物理 都 是 用 微 积分 作为 工具 ,前 者 是 研究 几何 现象 ,后 
者 研究 物理 现象 . 后 者 当然 比较 广泛 些 ,但 任何 物理 现象 都 在 空间 发 生 , 所 以 前 者 又 是 后 者 
的 基础 .两 者 都 用 推理 的 方法 ,理论 物理 还 需 有 实验 的 支撑 ,而 几何 却 不 受 这 个 限制 ,因此 ， 
几何 ,作为 数学 科学 的 主要 分 支 之 一 ,选择 研究 的 问题 时 比较 自由 ,数学 科学 对 研究 课题 选 
择 的 自由 度 , 把 数学 研究 推 到 新 的 高 度 ,新 的 深度 与 新 的 领域 .当然 ,数学 的 严格 性 与 迎 辑 
性 却 是 必须 遵守 的 . 

微分 几何 与 理论 物理 的 关系 密切 . 例如 ,广义 相对 论 所 需要 的 Riemann 几何 理论 ,规范 
场 理论 所 需要 的 矢量 从 与 连 络 等 概念 ,都 在 物理 应 用 前 被 数学 家 所 发 展 ,后 被 物理 学 家 成 功 
地 应 用 ,给 人 们 以 神秘 的 “殊途同归 ?之 感 . 

微分 几何 与 理论 物理 密切 联系 的 第 一 个 重要 例子 是 动力 学 与 活动 标 架 . 

在 动力 学 中 ,描述 一 个 固体 运动 ,是 把 一 个 标 架 安装 在 固体 上 ,从 而 用 标 架 的 运动 来 反 
映 固 体 的 运动 . 例如 ,在 三 维 空间 R* 中 ,活动 标 架 是 指 一 点 xzE R* 及 经 过 点 工 的 互相 垂直 
的 单位 矢量 e1,es,es ,如 果 xz 也 代表 该 点 的 坐标 矢量 , 则 有 


dz . 
2 
Be 


de 
= Za Do, 


这 正 是 (6. 5. 33) 式 所 表示 的 ,其 中 上 是 时 间 , 并 且 活 动 标 架 的 分 量 gy 满足 gy (7?) 十 qs (1) 二 
0, 于 是 ,函数 p,(1) ,qz (四 完全 描述 了 活动 标 架 与 固体 的 运动 . 


6.5 Riemann 流 形 数学 科学 与 现代 物理 


此 外 ,动力 学 与 空间 的 曲线 论 .曲面 论 有 密切 联系 , 且 用 到 了 双 参 数 的 活动 标 架 方法 . 
我 们 可 以 对 多 参数 活动 标 架 法 理解 为 方程 组 (6. 5. 33) 是 偏 微分 方程 组 ,并 将 其 用 外 微分 的 
形式 表示 出 来 ,由 方程 组 


dz = Sens 
FE 与 wi + wii = 0, 
de; = DBs 
其 中 wi; 与 wi 为 参数 空间 中 的 一 次 微分 式 , 求 外 微分 后 得 
du = Dwj?wji, 
dw;; = Deol 


这 就 是 著名 的 Lie 群 G 的 Maurer-Cartan 方程 式 . 这 个 方程 式 与 Lie 群 G 的 Lie 代数 乘法 
方程 式 是 对 偶 的 ,因此 从 动力 学 到 活动 标 架 ,再 到 Lie 群 的 基本 方程 ,是 一 个 非常 自然 的 
过 程 . 

以 上 演变 又 得 到 继续 推进 : 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 发 表 后 ,Cartan 继而 发 表 了 论文 , 闸 
述 并 发 展 了 广义 仿 射 空间 理论 ,并 指出 这 种 理论 在 相对 论 中 的 应 用 ,给 出 了 Maurer-Cartan 
方程 的 推广 : 


dw; = Dg 
dwi; = DD 十 25 ， 
其 中 2 是 二 次 微分 式 , 称 为 曲率 式 ,是 三 维 Riemann 几何 的 基本 方程 . 
第 二 个 重要 例子 是 曲面 论 与 孤立 子 及 ve 模型 . 
在 三 维 欧 氏 空 间 R 中 , 取 一 个 曲面 S, 令 xz 为 S 的 坐标 矢量 ,表示 其 单位 法 矢量 , 则 S 
的 不 变量 是 两 个 二 次 微分 式 ( 参 看 有 关 参 考 书 中 的 “曲面 论 ”) 
1I= (dz,dzx) 二 >0, I =— (dz,dé), 
分 别称 为 曲面 S 的 第 一 与 第 二 基本 式 . 第 一 基本 式 
1= (dx,dzx) 
是 正定 的 ,第 二 基本 式 的 两 个 特征 值 
kis» 1 一 1,2 
称 为 曲面 S 的 主 曲率 ,对 称 函 数 
囊 一 去 (ma 十 必 ) 与 K = nk 
分 别称 为 S 的 中 曲率 与 全 曲率 (或 Gauss 曲率 ). 
这 些 曲率 都 有 其 几何 意义 ,例如 ,使 得 H= 去 (a 十 kz) 二 0 的 曲面 是 最 小 曲面 ; 又 如 


开 一 一 1 的 曲面 ,其 上 的 渐 近 曲线 是 不 重合 的 实 曲线 . 若 设 它们 之 间 的 夹 角 为 g, 则 可 在 S 
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上 选择 参数 ,1, 使 得 pv 一 sinp, 这 就 是 著名 的 Sine-Gordon(SG) 方 程 . 
当 我 们 把 pg(u, 四 理解 为 直线 wu 上 的 波动 ,z 为 时 间 时 , 则 SG 方程 有 孤立 子 解 . 


还 有 ,常数 曲率 的 曲面 有 一方 (x 十 ks) 一 c, 包 括 最 小 曲面 ,在 理论 物理 上 有 许多 应 用 ， 


例如 可 以 定义 一 个 调和 映射 作为 能 量 . 

调和 映射 在 物理 上 还 有 重要 作用 . 1980 年 物理 学 家 们 确定 了 从 二 维 球面 S* 到 维 复 
投影 空间 P, (C ) 的 调和 映射 的 全 体 , 称 为 o 模 型 . 而 与 最 小 曲面 有 关 的 问题 更 是 既 有 趣 又 
有 用 ,至今 还 有 许多 开 问 题 . 

第 三 个 重要 例子 是 规范 场 论 . 

规范 场 论 的 数学 基础 是 矢量 从 的 概念 . 规范 场 就 是 矢量 丛 的 连 络 . 

矢量 从 的 概念 ,在 近代 数学 中 有 决定 性 的 重要 性 ,其 要 点 是 把 乘积 空间 XXY 与 空间 已 
联系 起 来 ,考虑 映射 x:E 一 X, 使 得 点 vzEX 存在 邻 域 UCX, 满 足 条 件 : x-1(U) 与 UXY 
是 拓扑 相等 的 . 显然 ,XXY 与 的 等 同 只 是 局 部 的 . 重要 的 问题 是 : 这 种 局 部 性 是 否 必然 
是 整体 性 呢 ? 它 的 解答 引导 出 “ 示 性 类 ”的 概念 ,推动 了 微分 几何 的 发 展 . 

设 巨 为 失 量 从 ,x:E 一 X 为 从 投影 . 若 映 射 F:X 一 EE 满足 条 件 

n°F(r)=zx, rEX, 

则 称 下 为 一 个 截面 截面 的 微分 需要 连 络 的 概念 ,而 量度 微分 的 非 交换 性 , 则 需要 用 到 曲率 . 

一 切 物 理 的 理论 最 终 都 要 “量子 化 ”(quantization) , 而 在 数学 上 ,就 需要 研究 无 穷 维 空 
间 及 离散 (discrete) 现 象 . 

还 需 指出 ,广义 相对 论 与 Riemann 几何 之 间 的 关系 密 不 可 分 ,没有 相对 论 ,Riemann 几 
何 就 不 会 受到 数学 家 的 重视 . 反之 ,没有 Riemann 几何 ,相对 论 就 没有 数学 理论 的 支撑 . 众 
所 周知 ,Riemann 几何 学 是 德国 数学 家 Riemann(1826 一 1866) 提 出 的 ,是 建立 在 流 形 上 的 几 
何 学 . 1912 年 , 爱 因 斯 坦 找到 了 建立 广义 相对 论 的 数学 工具 一 一 Riemann 几何 学 ,并 于 1915 
年 提出 了 描述 时 空 规律 的 场 方程 . 


习题 6 


1. 对 于 例 3.1.2, 找 出 Us 败 Us 取 如 所 对 应 的 gu, ,qu, ,并 研究 其 光滑 性 . 

2. 设 UCR 为 Rs 中 的 开 集 ,映射 下 : U 一 R 为 连续 可 微 函 数 FE CI (R). 记 (zzz)ER:, 若 
F(Cziyzzyzs) 一 azi 十 bz 十 cza* 且 ab,c 是 不 全 为 零 的 实数 . F(z ,zs ,zs) 一 0 是 Rs 中 通过 原点 的 平面 , 它 
可 表示 为 FE- (0)CR3:. 试 证 F-:(0) 是 六 中 的 二 维 线性 子 空间 . 

3. 证 明 m 维 光滑 流 形 上 的 实 值 函 数 / :MR 在 点 pE M 的 可 微 性 与 容许 坐标 卡 的 选取 无 关 . 

4. 设 @ 二 (1,0,0) ,es 一 (1,1,0) ,es 一 (1,1,1) 为 R? 的 一 组 基 , 试 求 其 对 偶 基 ei ,ez ,e? . 

5. 证 明 m 维 光滑 流 形 M 到 维 光滑 流 形 N 上 的 映射 :MN 在 M 上 的 点 p EM 的 可 微 性 与 容许 
坐标 卡 的 选取 无 关 . 

6. 证 明定 理 6.1.6. 
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7. 证 明 关系 式 (6. 1. 13) 与 关系 式 (6. 1. 14). 

8. 设 M,N 分别 为 m,n 维 流 形 ,F:M>N 为 光滑 映射 . 试 给 出 微分 映射 F" : Ti (N) 一 T; (M) 与 切 映 
射 下 . : T, (MD) 一 T,(N) 在 自然 基 之 下 的 变换 矩阵 ,并 证 明 . 

9. 试 证 定理 6. 2. 2. 

10. 理解 a(xCwr sv ))= 二 Tv yun) EV' 的 意义 ,并 举例 说 明 . 

11. 试 证 YoE Xr) ,o:T(V) 一 T' (WV) 是 自 同 态 映射 . 

12. 试 证 对 称 张 量 在 对 称 算 子 作用 下 不 变 ,反对 称 张 量 在 反对 称 算 子 作用 下 不 变 . 

13. 为 何在 证 明 反对 称 性 时 取 的 是 置换 一 | ) 

1+7 oe k+l 1 1 

14. 试 证 定理 6. 2.7、 定 理 6. 2. 8. 

15. 试 证 定理 6. 2. 9; 试 证 定理 6. 2. 12、 定 理 6. 2. 13. 

16. 试 证 (6. 2. 24) 式 与 (6. 2. 25) 式 分 别 为 空间 A(V) 与 A(V 7) 的 基 . 

17. 对 于 定理 6. 3. 2, 给 出 对 于 四 维 情形 的 证 明 . 

18. 对 于 外 微分 式 空间 ,在 n=4 时 ,给 出 具体 的 表示 式 . 

19. 试 证 p 次 外 微分 式 w 与 g 次 外 微分 式 9 的 “ 反 莱 布 尼 茨 公式 ” 

d(w?0) = dw?0++ (— 1)?w?d0. 

20. 求 w=(y 一 2)dz 十 (2 一 zx)dy 十 (zx? 一 y)dz 的 1 次 .2 次 外 微分 式 . 

21. 设 w=(z? 十 十 z*)dzr 十 (2xy 一 z*)dy 十 (zy 十 yz 十 zx)dz, 求 dw. 

22. 对 于 外 微分 式 空间 A(R) , 设 2 次 外 微分 式 w 一 2zdy?dz 十 2ydz?dz 十 3zdz?dy, 求 外 微分 dw. 

23. 设 V 是 二 维 线性 空间 , 若 基 为 {ei ,e;) , 求 反 对 称 1 次 协 变 张 量 的 表示 ; 若 wEACM) , 求 dw 

24. 设 w= 一 ydzr 十 zxdy 是 定义 在 Ri 上 的 1 次 外 微分 式 ,a 一 w|s 是 w 在 Ri 的 单位 球面 S: 一 
{zy12) ER :Tz 十 y 十 z* 二 1) 上 的 限制 , 试 求 在 S: 的 局 部 坐标 系 {(U;u,v))} 上 的 dla |u) 与 dla|v), 其 中 
U={(x,y,2) ES :r=u,y=v,2= VI—w —}. 

25. 设 w=zxydz 十 zdy 一 yzdz, 光 滑 映射 f:R2: 一 Rs 由 f(u,v) 二 (uvyw ,3x 十 o) 给 出 , 求 f° wf" dw. 

26. 给 出 定理 6.4. 1 与 定理 6. 4. 2 的 证 明 . 

27. 写 出 (6.4.5) 式 在 "一 4 情形 下 的 表示 . 

28. 在 n= 二 11 时 ,解释 Stokes 公式 . 

29. 设 了 T={(zxyy,z) ER :( Vz 十 一 R)? 十 x2 二}(0<r<R) 是 Rs 中 的 环 面 , 设 1:T* 一 Rs 是 嵌入 
映射 ,并 设 Te 的 正 向 为 外 法 线 方向 ,车 =zdy?dz 十 ydz?dz 十 zdz?dy, 试 求 | ,1 


30. 将 Riemann 几何 的 一 般 理 论 化 到 z 一 4,z 一 11 的 情形 ,并 写 出 具体 的 表示 式 . 

31. 设 Rs 中 的 单位 球面 为 S 1) 一 {(z zy)ER :zi 十 … 十 妇 十 zi 一 1}, 试 证 S"(1) 是 
R"+1 中 的 nn 维 Riemann 流 形 . 

32. 求 R 中 的 下 列 曲 面 的 第 一 基本 形式 : 


(1) r= (ucosv,usinv,av) ,a>0; 


(2) r= (coshucosv, coshusinv,w). 


33. 以 n=5 与 n=6 为 具体 背景 ,熟悉 Riemann 几何 的 一 般 理论 . 


= 补充 知识 


作为 补充 知识 ,本 章 介 绍 几 个 经 常 遇 到 的 内 容 , 请 读者 自己 阅读 . 
7.1 变 分 方法 


变 分 法 是 处 理 极 大 , 极 小 问题 的 一 种 数学 方法 . 有 限 个 自 变量 的 极 值 问题 通常 在 高 等 
数学 中 进行 讨论 ,而 变 分 法 则 是 处 理 泛 函 的 极 值 问题 . 


7.1.1 变 分 与 变 分 问题 


1. 例子 


首先 给 出 一 些 例子 . 
例 7.1.1 二 次 整 式 的 极 值 问题 
考虑 n 个 实 变量 wi ,…,u, ER 的 二 次 整 式 


J(w) = Dan + 2 Dan 十 ao 妈 工 功 
其 中 系数 aj ,aj ,ao 是 实数 ,nn 阶 方 阵 [ai ] 为 实 对 称 的 ， sajk =ay, jk=1,2, 
为 求 使 得 J(w) 取 极 值 的 , 依 高 等 数学 中 的 方法 , 先 求 其 “静止 点 ”. 亦 即 ， i 
二 并 = Dean 语 三 庆生 二 妓 开 动 
ail Ul 
令 A=[ax],A7 了 =[ax]=[ah4],6==| “| ,=| “|, 则 (7.1.2) 式 中 的 方程 化 为 Au 十 5 一 
a u 


0. 解 此 方程 ,得 


7.1 变 分 方法 
al 

ly | a 好 .开动 

u ai . |; ;BB 
Qn 


U 是 J(w) 的 静止 点 ,J (是 其 静止 值 . 我 们 有 
J(D= GOTAR+20T atao = {—0 AD)T)}A{— ATb} +20T{— ATb}) tao 
=b{(A-)T}AAT 6b — 207A b+ a 一 DA 一 257A-0 十 ao 


y / 
= 一 bTA7b 十 ao 一 一 Sit 十 ao， 


jh=1 
这 里 需要 假设 A “的 对 称 性 . 令 志 一 韦 二 6&(j 王 1,…,) 为 i 的 增 量 ,并 利用 
0 wn Ww C—O— i) = wu — us — Wy Us tii rs 
则 
J(a) — TJ)= uAut2o uta — (AN— 2b Uo—ao 
uTAut+2b Tu— CG) AN— 20° 
一 Sn Uj Us) + at tj) Se pap, 
jk=1 j=1 jrk=1 
国 Xl 
因此 ,问题 归结 为 方 阵 A=[aj] 与 二 次 型 zTAz 二 2) axzizty zx 一 | : | 的 讨论 . 由 微 积分 
jk=1 i 
的 知识 知 


J (2 为 极 小 值 ”所 二 次 型 (0Z)7A(62) 为 正定 的 ; 
J(z) 为 极 大 值 ”全 二 次 型 (0Z)TA(6ZD) 为 负 定 的 . 
例 7.1.2 特征 值 问题 
考虑 个 实 变量 wu,… ,ER 的 商 式 


it=1 Au (CuyAu) 

J(u) a Ca Bu [1 
2 biruusr 
jrk=1 


其 中 系数 jk ,bi 是 实数 , 方 阵 A 一 [ex],B 一 [6 ] 为 实 对 称 的 ,ax 一 Qi »bit = by ; 且 |B| 关 0. 
求 (7.1.4) 式 的 极 值 与 极 值 点 . 


yg 
所 Au 一 GusAw) 是 零 次 齐 次 的 , 亦 即 Jw) 一 Jw) , 故 可 令 “ 内 积 ”(u, Bu) 一 1. 
u'r Bu (u:Bu) 


此 问题 有 几何 应 用 : 求 椭圆 体 的 最 小 (最 大 ) 半 径 . 
为 求 (uw) 的 极 小 值 , 写 出 “更 止 条 件 ” 


由 于 (w= 
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dj _ 
au 


将 (7.1.4) 写 为 (urBu)J(Co 一 zxTAu, 并 令 1 王 Je) ,于 是 ,静止 条 件 化 为 


0, j= 1,2,°,n. C7.1.9) 


> Ca — Wi ur = 0, 


jk=1 
A=J(u), 
或 Au 一 4Bu. 演化 为 线性 代数 中 的 问题 ,就 是 求 矩阵 A 的 特征 值 ( 固 有 值 ) 问 题 , 亦 即 , 求 特 
征 方程 |A 一 A1|=0 的 解 , 即 求 特征 值 ,X32,… ,4, ,而 对 应 于 特征 值 4 的 wx ,满足 J(Cz) 一 )， 
称 为 特征 向 量 ( 固 有 向 量 ). 
这 个 例子 的 更 一 般 的 情形 是 函数 的 极 值 问题 , 即 求 
J(ua) = uu), (tn) EDCR" 
的 极 值 . 回顾 极 小 点 与 静止 点 的 定义 : 
极 小 点 《EDD, 使 得 (ww) 宇 JGD (广义 极 小 ); WED, 使 得 Jo 二 JCz) (狭义 极 小 ). 
为 求 极 值 点 ,可 以 从 静止 点 中 寻找 . 


静止 点 O iED,i49D, 使 得 于 一 0,j 一 1,2,…,n; @ zeaD. 


Du 

然而 ,为 确定 静止 点 是 否 是 极 值 点 ,还 需要 用 充分 条 件 来 判别 . 

例 7.1.3 捷 线 问题 

考虑 一 质点 沿 着 固定 的 光滑 曲线 , 仅 借助 重力 的 作用 ,从 P。 滑 到 Pi ,为 使 滑行 时 间 最 
短 , 问 需 通过 怎样 的 曲线 ? 

设 这 个 曲线 的 方程 为 w= 二 u(x) ,重力 加 速度 为 &, 曲 线 上 的 包 
弧 微 分 为 P(x, 1) 

ds = VI+[u (zx)F dz. 

设 点 P(z,w) 是 曲线 上 的 任 一 点 ,如 图 7. 1. 1 所 示 . 该 点 的 瞬时 速 
度 为 V2gu ,而 质点 通过 弧 ds 的 时 间 是 


df = vids — > VITL CF dz, 图 7.1.1 捷 线 
V2gu 


Pi(a, b) 


不 失 一 般 性 , 令 25 一 1, 则 从 P 到 P 的 时 间 为 JC 一 | 汪汪 dr, 于 是 ,问题 是 
本 ul 


求 使 得 J(w) 成 为 最 小 的 满足 (0) = 0,ula) = 5 的 函数 u(z), 亦 即 , 求 问题 
V1l++[a (Cz) F di 

VE (7.1.6) 
u(0) =0, wu(la)=6b 


1 =| 


的 最 小 函数 u(xz). 


2. Euler 方程 
考虑 


人 = Fors) dr, 
"0 侯 , 著 
&(ao) 一 bo ua)=h, 
求 满足 问题 (7. 1.7) 的 最 小 函数 一 &(z) ,如 图 7.1. 2 所 示 . 
解决 的 办 法 是 : 取 7z) ,满足 Yaoo) 一 Ia ) 一 0, 又 YeER , 令 
U(x) = u(x) + en(z). (7.1.8) 
显然 ， 


We =(a0) = 


ulai) = Ua) = bh. 
因此 ,wu(z) 可 视 为 满足 问题 (7.1.7) 的 “可 取 函 数 ”, 将 其 称 图 7.1.2 u=u(z) 
为 由 &(z) 变 分 所 得 的 函数 . 代入 J (0) 得 


J(u) 一 六 F(x ,ue ru) dz. 
J (uj) 是 。 的 函数 , 当 e 二 0 时 ,wo(z) 二 a(z) 使 J(u) 取 最 小 值 ,于 是 


2 (ue) 


Em ef F(zxueru) dr 
9eJa, 


e=0 


e=0 


e=0 


到 2 F(x) + en(z) ,Ca) (zx) + ey (x)) dr 


9 
EF 


= {RFD e+ Fz) GD 2) Cd 
a (ou 


= 下 F(z) yx) dr Fu (2) (x) 站 下 Cm Fx) yde 
0 a Tl 


dz 
mis 证 届 
上 (E. a he )dz = 0. 


这 样 ,wu 二 a(z) 必 须 满足 微分 方程 


F.— do, (7.1.9) 
dz 
详细 地 写 出 , 即 为 
F, — = F(zruu (zr)) = =0, C10 
dz dz 


方程 (7. 1.9) 与 方程 (7. 1. 10) 称 为 Euler 方程 . 它 是 使 得 J (w) 取 得 极 值 的 必要 条 件 . 
这 里 我 们 用 到 了 变 分 基本 引 理 : 若 连续 函数 f(x) ,对 于 满足 边界 条 件 7(ao ) 二 ya1) 一 
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0 的、 具有 适当 光滑 性 的 任意 函数 7Cz) 都 满足 | 7Cz)7Cz)dz 一 0, 则 Fz) 0. 
将 在 下 节 中 重新 回 到 这 个 引 理 . 
3. Euler 方程 积分 法 
Euler 方 程 (7.1. 10) 是 一 个 微分 方程 ,我 们 只 能 在 一 些 特殊 情况 下 进行 积分 . 
1) 当下 不 含 时 ,F(x,wu) 二 0: 方程 (7. 1. 10) 成 为 对 六 一 0, 得 到 一 个 首次 积分 


Fu (zu (zx))=C. 
2) 当下 不 含 z 时 ,F(u,wu )==0: 方程 (7.1. 10) 成 为 


= (1 
dz 
这 是 因为 
pp a 
dz dr 


Fue uw Fy “(F. EF) 0. 
解 方程 (7. 1. 11) ,得 首次 积分 下 一 wFv 一 C. 
例 7.1.4 推广 的 捷 线 问题 , J00= | /co VI CD 了 dz 
对 于 J(w) ,有 ple ) 一 f(D VITLwCED 下 . 因 忆 不 合 z, 吉 由 
= | VI aif ta) | 


dz WV1 十 (x ) 
-让 
el Vi 
得 到 一 个 首次 积分 一 了 CD 一 一 。。 由 此 ,得 -< (一 1. 于 是 ,使 得 极 值 问题 


VIF ry Fa —e 
100 = ro VITIZCOdz 
取 极 小 值 的 wx(z) 满 足 | 
oJEF G0 — eT ta =+ (zx—é). [ 


另 一 方面 ,wu 取 常 数 也 可 能 是 问题 的 解 . 
例 7.1.5 捷 线 问 题 的 解 
Jo = Ih RAE . 
对 于 C7. 1609 守 o Vulz) 可 利用 例 7. 1.4 的 结果 ,因为 f(w) = 一 ， 
au(0) = 0, ula) = b, Vu 


7.1 变 分 方法 33) 


代入 例 7.1.4 中 的 公式 ,得 到 c| 了] 由 一 二 (一 咎 . 令 4 二 7 sinf0, 于 是 ,问题 的 解 为 


= (20— sin20) 十 6 

eC 

j C7: 1.18) 
u 一 zal 一 cos20) ， 


这 是 一 条 摆 线 , 它 是 一 个 以 区 为 半径 的 贺 , 沿 Oz 轴 转 动 时 ,圆周 上 一 点 所 描 出 的 曲线 的 


由 于 没有 满足 (5)==0 的 六 ,所 以 wx 一 0 不 是 极 值 曲线 . 又 虽然 w= 二 c 也 是 函数 方程 
下 一 wFv 一 C 的 奇异 点 ,但 是 却 不 是 Euler 方 程 的 解 ,因此 ,只 有 (7. 1. 13) 式 才 是 极 值 曲 线 . 

为 了 使 得 所 求 的 解 满足 边界 条 件 , 例 如 ,采取 909=0 作为 出 发 点 ,就 有 二 0. 常数 c 可 由 
曲线 通过 (ai ,61) 的 条 件 来 确定 . 

图 7.1.4 中 ,圆心 为 A, 摆 线 上 的 一 点 为 B， 


Ey 的 切 点 为 C,ZBAC=20,AC= 证. 0 


由 几何 直观 , 知 。 存在, 且 是 惟一 确定 的 . 
车 和 之 蕊 , 则 质点 单调 地 沿 着 摆 线 落 到 地 面 ; 车 


| 


名 一 子 , 则 质点 落下 一 段 时 间 后 又 上 升 ,然后 才 图 7.1.4 摆 线 
达到 目的 地 . 

更 一 般 地 , 当 给 定 了 任意 两 点 (ao ,60),(a ,by) ,和 三 0 与 6 三 0 时 ,通过 这 两 点 的 极 小 值 
曲线 必 存 在 , 且 是 惟一 确定 的 . 

例 7.1.6 另 一 些 极 值 问题 


在 例 7.1.4 中 , 取 Fo 一 Vx ,是 力学 中 的 最 小 作用 原理 在 抛射 体 运动 中 的 应 用 ( 仍 取 铅 垂 
向 下 方向 为 轴 ). 于 是 ,由 (0)= 下 VuCz) V1 十 [w(xz)J dx, 得 一 个 首次 积分 (7.1.12), 有 


1 


| Pe (7.1.14) 
4c- 


根据 与 例 7. 1. 5 同样 的 讨论 ,可 知 (7.1. 14) 式 是 本 问 
题 的 惟一 的 极 值 曲线 , 它 是 以 平行 于 x 轴 的 直线 zx 一 8 为 
轴 、 以 实 轴 v 一 0 为 准 线 的 抛物 线 ,焦点 在 (&,2c?). 

参数 (积分 常数 )&,c 用 来 确定 边界 条 件 , 事 实 上 ,所 
有 极 值 曲线 有 一 条 通过 给 定 的 点 (ao,bo) 的 抛物 线 (是 


图 7.1.5 抛物 线 包 络 ) 
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es (te —ww 
4bo  “ 


例 7.1.7 在 例 7.1.4 中 , 取 f(w)==u, 是 使 得 通过 给 定 两 点 Po(ao ,bo),Pi(a ,bi) 的 曲线 
u 二 u(x) 绕 Oz 轴 旋 转 所 生成 的 曲面 面积 为 最 小 的 问题 , 即 J(z) 一 『 u(xz) V1 十 Lx (x)F dz. 
由 于 下 不 显 含 zx, 故 按 上 面 的 解法 ,得 到 


u 一 ccosh EE, 
这 是 悬 链 线 Ceatenary) ,当初 始 条 件 (ao ,bo),(al ,bi) 在 横 轴 方向 相距 太 远 时 , 则 不 存在 极 值 
曲线 ; 若 相 距 较 靠近 , 则 会 有 两 条 极 值 嫌疑 曲线 . 


7.1.2 变 分 原理 


1. 变 分 基本 引 理 

前 面 我 们 用 到 了 变 分 原理 ,现在 给 出 证 明 . 

变 分 基本 引 理 ” 若 连 续 函 数 f(z) ,对 于 满足 边界 条 件 ylao) = 7Cai ) 二 0 的 ,具有 适当 
光滑 性 的 任意 函数 Xx) 都 满足 | ”Fz)7Cz)dz 一 0, 则 f(x) = 0. 

证 若 不 然 ,3 xoE€ (ao,ai), 使 得 FCzo) 天 0, 例 如 FCzo) 二 0, 则 由 f(z) 的 连续 性 , 必 有 
E>0, 使 得 在 (zo 一 &,zxo 十 6 上 ,有 FCz) 之 0. 于 是 , 必 可 取 光 滑 函 数 7(z) ,满足 7Cao ) 一 
WCa1) 二 0\ 在 (zo 一 b,xzo 十 6) 上 有 WX)0、 在 (zo 一 5,xo 十 外 外 有 yx) 二 0, 于 是 

站 fx) nz) dr 一 [naar 太志 
与 假设 矛盾 . 
2. 最 小 值 ` 极 小 值 


J(u) 一 『 F(x,uru dz， _ 
a0 其 中 F(z,u,u) 是 区 域 


对 于 前 面 讨论 的 (7.1.7) 极 值 问题 | 
Miao = Bs ular) = hs 
D C RY 上 具有 充分 光滑 性 的 函数 ,而 泛 函 
J(u) = | F(zsusu ) dr 


中 的 函数 一 w(z) 是 逐 段 光滑 的 ,满足 (7. 1.7) 式 的 x 一 wx(z) 称 为 "可 取 函 数 ”. 
1) 泛 函 J(w) 的 最 小 值 
车 所 有 可 取 函 数 w 二 w(x) 中 ,存在 二 (x), 使 得 
J(D <I 《7.1.15) 
对 于 任意 可 取 函 数 4 二 u(xz) 都 成 立 . 则 称 J(z) 为 JCxo) 最 小 值 , 而 称 Z 为 最 小 函数 . 若 当 v 天 


个 Ll 委 学 务 法 


支 时 ,成 立 Ja) 过 Jo , 则 称 (为 J(w) 的 狭义 最 小 值 ,否则 , 称 (为 (ww) 的 广义 最 
小 值 . 

2) 泛 函 J(zx) 的 极 小 值 

a 强 极 小 值 

若 取 适 当 的 正 数 6 二 0, 满 足 

| u(xz) —i(z) I< wiea Ch L108 

的 可 取 函 数 的 全 体 , 称 为 4 的 近 旁 .于 是 , 若 存 在 适当 的 6 二 0, 使 得 满足 (7. 1. 16) 式 的 可 取 
函数 ,都 成 立 JDJTGO , 则 称 (DD 为 J(w) 的 强 极 小 值 ; 也 可 分 为 狭义 强 极 小 值 与 广义 
强 极 小 值 . 


@ 弱 极 小 值 
取 适 当 的 正 数 6 二 0, 考 虑 满足 
| we(z) —az) | 天 0 zz) 一 (0 (|<6, wr<a (7.1.17) 


的 可 取 函 数 x 的 全 体 ; 车 存在 适当 的 8 之 0, 使 得 满足 (7.1. 17) 式 的 可 取 函 数 wx, 都 成 立 
Jo 近 JCo , 则 称 (为 (ww) 的 弱 极 小 值 ; 也 可 分 为 狭义 弱 极 小 值 与 广义 弱 极 小 值 . 
最 大 值 , 极 大 值 可 类 似 定义 . 


7.1.3 更 一 般 的 变 分 问题 
1. 多 个 函数 的 情形 
考虑 多 个 未 知 函 数 wi (x),… ,w(xz) 的 情形 
a = 由 BC es Vilas 


wlao) =bo, ula)=by, lj<<k, 
得 到 的 Euler 方程 组 


六 一 一 了 一 1,…,， 《7 


并 且 满足 正则 条 件 det 7257] 0. 


在 分 析 力 学 中 , 若 时 间 取 作 xz, 取 力 学 系统 的 一 般 坐 标 为 w(x),… ,wu (zx), 取 表达 动能 
与 位 能 之 差 的 Lagrange 函数 作为 下, 则 由 JJ 作为 极 值 的 条 件 ,这 个 系统 的 运动 便 确 定 了 ,而 
Euler 方程 组 (7. 1. 18) 就 是 相应 的 运动 方程 . 


2. 含 高 阶 导 函数 的 情形 


考虑 含 未 知 函数 u(x) ,xTE [ao ,aij, 及 其 各 高 阶 导 数 w (zx),… ,u(rz),zE[Laoyaij; 的 
情形 ,AEZ- : 
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J (Cux) 一 了 Flzyusu iuwb7dz， 
ao 


二 
ua) = Br Vm) = , 
得 到 的 Euler 方程 
dr | 十 
方程 (7. 1. 19) 一 般 是 2k 阶 微分 方程 . 


mh 


器 
Fy By D* LiF 0， (7.1.19) 


3. 含 两 个 以 上 自 变 量 的 情形 
考虑 最 简单 的 含 两 个 自 变 量 z,y, 一 个 未 知 函 数 u(xz,y) 及 其 一 阶 偏 导数 的 情形 : 
J(a) = F(z,y uu uy)drdy, 
u ll XT UsuUr su XT 
ulac = f(s), s EAG, 
得 到 的 Euler 方程 
-一 F。 一 0， 7: .100 


方程 (7. 1. 20) 一 般 是 关于 的 二 阶 偏 微 分 方程 . 
4. 等 周 问题 (isoperimetric problem) 


等 周 问题 是 由 J(uo) 一 | FCzusw dv 在 KCo) = | GCzsesu)dz 取 固定 值 时 取 最 小 


〈 极 小 ) 值 的 问题 , 亦 即 在 * 周 长 ”一 定 的 所 有 闭 曲 线 中 , 求 其 所 围 面积 为 最 大 的 一 条 曲线 . 
设 = 如 为 所 求 的 极 小 函数 ,考虑 变 分 
u= UT) team(z) tem(r), 
代入 JCw) = Plies de = 站 GCewuww)dr, 得 到 两 个 变量 a ,& 的 函数 J(ei ,es)， 


K(ei ez). 在 假设 K(ei,e) = 二 c 之 下 , 当 & = 二 6@ 二 0 时 ,J (w) 取 最 小 值 , 故 由 待定 乘 数 法 ,得 到 


9J aK 艺 】 [a 
站 0， 4 0， 
局 1 =es=0 区 ] = =0 & &1 =s2=0 9ez a=%=0 
由 此 导出 Euler 方程 
Ch os = 0 (7.1.21) 
dr 


方程 (7.1. 21) 与 以 前 导出 的 Euler 方程 类 似 . 


7.2 Banach 空间 中 的 几 个 重要 定理 


例 7.1.8 等 周 问题 的 例子 
对 于 例 7.1.7 中 的 最 小 值 问题 J (0) 一 用 wz) VI 二 [ww(z)J 了 dz, 加 上 条 件 K(u) = 


VI 十 (wD? dz 二 7, 就 成 为 一 个 等 周 问题 . 
在 方程 (7.1.12) 中 , 令 Fux) 一 x 一 1, 便 可 得 到 Euler 方程 的 积分 ,并 且 不 显 含 工 , 故 按 上 
面 的 解法 ,得 到 


由 二 革 中 让 0 大 下 = (7.1.22) 
c 


此 即 极 小 曲线 的 表示 式 . 再 将 其 代入 K (0) 一 站 VI 干 GwJzdz = 4, 得 到 


1 C7. 1.23) 
多 本 C 
曲线 通过 两 点 Pu(ao ,bo),Pi(a 2) 的 条 件 是 
) 十 ccosh 四 二 一 名，A 十 ccosh 生 二 一 入. (7.1.24) 


由 以 上 三 式 可 决定 常数 &,c,4. 易 见 , 当 六 三 (a 一 ao 六 十 (b1 一 Bo? 时 ,必定 存在 惟一 的 解 (此 
时 ,曲线 的 长 度 大 于 两 点 间 的 距离 ). 


7.2 Banach 空间 中 的 几 个 重要 定理 


在 高 等 数学 (参看 [11]) 的 第 6 章 中 ,简单 介绍 了 Banach 空间 中 的 微分 学 ,对 于 两 个 
Banach 空间 X,Y 之 间 的 映射 f:X 一 YY, 定义 并 研究 了 极限 、 导 数 , 级 数 等 .关于 积分 ,考虑 
定义 在 实 轴 的 区 间 [La,5] 上 取 值 于 Banach 空间 Y 的 映射 f:[a.5]Y 的 积分 ,其 本 质 与 
Riemann 积分 相同 ,读者 可 参考 [10]. 本 节 介 绍 几 个 重要 定理 : Stone-Weierstrass 定理 、 隐 
映射 定理 , 逆 映 射 定理 以 及 不 动 点 原理 . 


7.2.1 Stone-Weierstrass 定理 


首先 回顾 经 典 的 Weierstrass 定理 . 

定理 7.2.1 设 f(zx) 是 定义 在 区 间 [a,6] 上 的 实 值 连续 函数 , 则 存在 实 系数 多 项 式 序 
列 {p,(Zx)) ,使 得 p,(z) 在 [a,b] 上 一 致 收 全 于 f(x). 

证 明 可 参看 [6]. 

为 介绍 Stone-Weierstrass 定理 ,给 出 几 个 定义 . 

定义 7.2.1( 集 合 A 区 分 X 的 点 ) 设 义 为 任 一 集合 ,加 (X) 是 XX 上 实 值 有 界 沿 数 的 全 
体 , 即 

名 (X) = {f:X 一 R,f 是 X 上 的 有 界 隔 数 }， 
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ACC 申 (X) 为 秘 (X) 的 一 个 子 集 . 称 集合 A 区 分 X 的 点 , 若 对 于 X 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 
ZyEX,z 关 y, 存 在 JEA, 使 得 f(z) 隐 f(y). 


在 下 面 的 定理 中 ,我 们 用 到 的 是 X 为 了, 型 紧 致 拓扑 空间 ,因此 X 上 的 实 值 连续 函数 
空间 CR(X) 是 贤 (X) 的 子 空间 , 即 Cr (X)C 罚 (X). 

(CRCX) ,十 ,a。 ,foew,f* g) 在 加 法 、 数 乘 \ 范 数 、 乘 法 之 下 成 为 一 个 具有 (乘法 ) 
单位 元 的 Banach 代数 ,e 寺 ec = 

定理 7.2.2(Stone-Weierstrass 定理 ) 设 X 为 T, 型 紧 致 拓扑 空间 ,CR(X) 为 X 上 的 
Banach 代数 . 车子 集 ACCR(X) 是 CR(X) 的 一 个 子 代数 , 且 含有 CR(X) 的 乘法 单位 元 e, 则 
A 二 Cr (X), 当 且 仅 当 A 区 分 X 的 点 . 


证 必要 性 若 A=Cr(X) ,证明 A 区 分 XX 的 点 . 
因为 X 是 T, 型 空间 ,因此 是 Ti 型 的 , 故 任 取 xz,y€EX,zx 关 y, 据 Urysohn 引 理 ,存在 连 


续 函 数 fE Cr (X) ,使 得 
f(z)=0, fy)=1. 好 , 杀 十 
由 必要 条 件 A 二 Cr(X), 对 于 上 述 fECR(CX)=A4A, 任 给 s>>0, 3] gE€A, 使 得 
| f(z)—g(z) |<e, VzEX. 都 . 孙 汉 
于 是 ， e 一 去 ,结合 (7.2.1) 式 与 (7.2.2) 式 ,有 
二 2 上 3 
2 <8(7) < 2 <8(y) < 如 和 


从 而 g(Cz) 天 5(Cy). 故 A 区 分 X 的 点 . 
充分 性 ” 若 子 代数 ACCR(CX) 区 分 X 的 点 ,证 明 A 二 Cr(X). 分 三 步 证 明 . 
第 一 步 , 证 明 A 在 运算 ?,?: 
(f Pg)(x) = max{f (zx) ,g(x)}, (f Tg)(7x) = min{f (x) ,g(x)} 
之 下 封闭 . 
由 于 


max{ f(x) ,g(7)) = {f(z) + gz))} + 去 | fCz) — gz) ls 


1 
2 


es rg {f(z) Fal) ea) — gt |s 


1 
z | 
为 此 ,只 需 证 明 A 对 于 取 绝 对 值 的 映射 p:f 一 |f| 是 封闭 的 . 

事实 上 ,对 于 fEACCr(X)C 济 (X) ,存在 0<c 二 十 吕 , 使 得 |f| 过 c. 于 是 


OC nt 


上 式 中 的 级 数 关于 z EX 一 致 收敛 ,并 且 因 为 fEACCa(CX), 所 以 三 连 续 , 故 每 一 项 
(i 连续 ,从 而 级 数 和 | /| EA. 第 一 步 得 证 . 


7.2 Banach 空间 中 的 几 个 重要 定理 


第 二 步 ,证 明 V /ECr(X) 及 zx,yEX,z 闫 y, 都 存在 g,, EA, 使 得 
guy (TXT) = f(r), gn(y) = f(y). 
事实 上 ,对 于 xz,yEX,z 关 y, 由 于 子 代数 A 区 分 XX, 故 存在 g€ A, 使 得 g(x) 关 g(y)， 


( 1 
这 等 价 于 行列 式 5” | 沽 0, 因 此 方程 组 
g(y) 1 


Wm 十 1。8= f(z), 


ag(y)+1.B= f(y) 
在 实数 域 及 中 有 惟一 的 一 组 解 ,8. 令 gm 一 cg 十 ie, 这 个 gw 就 是 满足 要 求 的 gwEA. 
第 三 步 ,证 明 A 一 CR(X) ,也 只 需 证 明 Ca(X)CA. 亦 即 , 任 取 FE CR(CX) ,对 于 任 给 的 
se>0, 存 在 gEA, 使 得 ef 一 g lx <e. 
事实 上 , 任 给 二 0, 对 于 每 个 zEX, 取 一 个 yEX,y 隆 x. 据 第 二 步 , 存 在 g,, EA, 使 得 
gw (7) = f(z), gw(y) = f(y). 
由 于 gw 的 连续 性 ,存在 zEX 的 开 邻 域 U,CX, 使 得 一 eg (x) 一 f(z)<e, zxEU,. 


显然 , UX, 由 XX 的 紧 致 性 ,存在 U。,…,U,, ,使 得 【JU, 一 X. 于 是 , 当 <EU, 
时 ,有 By (2 二 f(z) 一 6, 令 击 =BayYm?gays 则 
gs(z)> f(z)—e, VzE X=UU,. (7.2.4) 
由 第 二 步 知 ,g, 二 gy?…?gz,, EA. 于 是, 由 g, 的 连续 性 ,存在 yEX 的 开 邻 域 V,CX ,使 得 
EB f(D EV 
显然 , 思 V, 一 X, 由 XX 的 紧 致 性 ,存在 Tu ,…,V,, ,使 得 UV。 一 X. 于 是 , 当 =EVs 
时 ,有 By (2)<f(z) te, 令 g 一 gy ?…?g;,; 则 
gD) <fl2)te, VzEX=UV,. (7. 2.5) 
青 由 第 二 步 ,g 一 gy ?*…?g,, EA. 
联合 (7. 2. 4) 式 与 (7. 2. 5) 式 ,可 知 对 于 任 取 的 FE Cr (X) , 任 给 的 s>0, 存 在 gEA， 
使 得 
1 一 gx 一 [fy 
定理 得 证 . 
定理 7.2.3( 复 数 域 上 的 Stone-Weierstrass 定理 ) 设 义 为 ,型 紧 致 拓扑 空间 ,&(X) 


为 X 上 复 值 连续 函数 所 生成 的 Banach 代数 . 若 AC 区 (XX) 是 (XX) 的 含有 区 (六 ) 的 乘法 单 
位 元 e 的 子 代数 , 则 A 一 区 ( 义 ), 当 且 仅 当 A 区 分 X 的 点 . 


Stone-Weierstrass 定理 有 许多 重要 的 应 用 . 读者 可 参看 [10]. 
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7.2.2 ” 隐 了 映射 定 理 、 逆 映射 定理 


定理 7.2.4( 微 积分 学 中 的 隐 函 数 存 在 定理 ) 假设 
(1) 函数 F(zyy) 在 以 点 (zoyyo) 为 中 心 的 某 一 邻 域 全 [xzo 一 6,zo 十 jy 一 9 ,yo 十 人 1] 
中 有 定义 且 连 续 ; 
(2) FE 在 名 中 存在 且 连 续 ; 
(3) F(zo sy0)=0; F’ (zo ,yo0)A0. 
则 有 
(1) 在 (zo ,yo) 的 某 个 邻 域内 ,F(z,y) 二 0 确定 y 为 工 的 单 值 函 数 y 一 FCz); 
(2) yo= f(z0); 
aF 
_ 9x 
F 
本 


(3) 3 一 7(z) 在 该 邻 域内 连续 可 导 , 且 92 一 


定理 7.2.5(Banach 空间 的 隐 上 映射 定理 ) 设 X,Y,Z 为 Banach 空间 ,ACXXY 为 XX 
Y 的 开 子 集 , 若 映射 f:A 一 2Z 满足 如 下 条 件 : 

(1) f 在 A 上 连续 可 导 ; 

(2) 对 于 (zo,yo)EA, 有 f(zxosy0)==0; 

(3) 9,f (xo,yo) 为 Y 到 2Z 的 线性 同 胚 . 
则 存在 xo 的 开 邻 域 UoCX, 使 得 

(1) 对 Un 的 每 个 连通 开 子 集 UCU。,zxo。 EU, 存 在 惟一 的 连续 映射 u:U 一 了 ,满足 
u(Zzo) 二 yo， 且 对 于 每 个 TEU, 有 (zyu(z))EA 与 FCzyu(z)) 一 0; 

(2) 上 述 的 以 在 U 中 连续 可 导 , 且 成 立 w (x) 二 一 (9,f (zwu(z))) 1°9,f (zu(z)). 


定理 7.2.6(Banach 空间 中 的 逆 映 射 定理 ) 设 X,Y 为 Banach 空间 ,zoEX, 且 VCX 
为 zu 的 开 邻 域 . 若 F:V 一 是 连续 可 导 映 射 , 且 (xo) 为 XX 到 Y 上 的 线性 同 胚 , 则 存在 x 
的 开 邻 域 UCYV ,使 得 flu: U>WCY 为 同 胚 映射 ,这 里 W 为 yo 二 f(zxo) 的 开 邻 域 ; 并 且 若 
f:U>W 在 U 内 是 p 次 连续 可 导 的 , 则 f:U 一 f(U)CW 的 逆 映 射 g:f(U) 一 U 在 f(U) 中 
也 是 pp 次 连续 可 导 的 . 

注 ”Banach 空间 中 ,映射 可 导 的 定义 见 [11] 的 第 6 章 . 


7.2.3 不 动 点 原理 
定理 7.2.7( 压 缩 映 象 原理 ) 设 X,Y 为 Banach 空间 ,U 二 B(0,a)CX 是 XX 中 以 零 元 
为 心 ,以 ua 二 0 为 半径 的 开 球 ; V 一 B(0,6)CY 是 Y 中 以 零 元 为 心 ,以 56 记 0 为 半径 的 开 球 ; 


u:UXV>Y 为 连续 映射 . 若 & 满足 
(1) lluCzs yi) —ulz, yo)xxy<k ly —yz lly, 其 中 0<k<1,zEU, yy EV:; 
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(2) llwCz,0)|lxxr<8CGL 一 上 ) ,其 中 xzEU， 
则 存在 惟一 的 映射 f:U 一 V ,满足 f(x) 二 u(x ,f(z)). 

高 等 数学 中 的 常 微分 方程 初始 值 问题 的 解 的 存在 惟一 性 定理 ( 见 [11] 的 第 5 章 ) 就 是 本 
定理 的 特殊 情形 . 

定理 7. 2.8(Brouwer 不 动 点 原理 ) 设 B(0,1) 一 {zER": zlg 三 1) 为 R" 中 的 单位 
闭 球 , 若 此 球 上 的 映射 f:B(0,1) 习 B(0,1) 为 连续 映射 , 则 存在 zo EB(0,1), 使 得 
f(z0) = x0. 

Schauder 不 动 点 原理 的 两 种 常用 的 形式 : 

定理 7.2.9( 有 界 闭 凸 集 与 紧 映 射 的 不 动 点 原理 ) 设 义 为 Banach 空间 ,MCX 是 X 
中 的 有 界 闭 凸 集 , 若 f:M 一 M 为 紧 映 射 , 则 存在 zoEM, 使 得 F(zo) 一 zo. 


注 1 Banach 空间 X 中 的 凸 集 M 是 指 : 对 于 任意 两 点 mi ,ze EM, 若 连接 两 点 的 “直线 ” 
了 一 {zEX:z 一 azrl 十 (1 一 ao)z0 委 wa 委 1)} 
全 部 包含 在 M 中 , 即 LCM. 
注 2 ”Banach 空间 X 中 的 子 集 MCX 上 的 紧 映 射 /:M 一 M 是 指 : 对 于 任意 序列 
{z,}CM, 映 射 序列 {f(z,)}CM 都 有 收敛 到 M 中 的 元 的 子 序列 . 


定理 7.2. 10( 紧 凸 集 与 连续 映射 的 不 动 点 原理 ) 设 义 为 Banach 空间 ,MCX 为 X 的 
紧 凸 子 集 , 若 f:M 一 M 为 连续 映射 , 则 存在 zoEM, 使 得 FCzo) 一 zo. 


7.3 局 部 紧 群 上 的 Haar 积分 


Haar 测度 是 1933 年 由 德国 数学 家 A. Haar 首先 建立 的 ,是 Lebesgue 测度 的 一 种 推 
广 , 从 而 建立 相应 的 Haar 积分 . 这 类 测度 (积分 ) 具 有 平移 不 变性 ,概括 了 一 类 具有 刚性 运动 
物体 的 “体积 ?不 变 的 度量 ,因而 成 为 数学 科学 ,物理 学 以 及 自然 科学 中 多 学 科 的 重要 工具 . 


1. 局 部 紧 群 , 紧 群 

定义 7.3.1( 拓 扑 群 ) 设 集合 G 的 运算 结构 是 一 个 群 ,拓扑 结构 是 一 个 拓扑 空间 . 若 
GXG 到 G 的 映射 (Tt,y) 习 xy 与 G 到 G 的 映射 xz ! 是 连续 的 , 则 称 G 是 一 个 拓扑 群 . 

拓扑 群 的 例子 很 多 ,例如 ,实数 集合 R 在 通常 的 加 法 十 与 通常 拓扑 + 之 下 构成 一 个 拓扑 
群 . 正 实数 集合 R* 二 (0, 十 中) 在 通常 乘法 X 与 通常 拓扑 + 之 下 构成 一 个 拓扑 群 等 . 


定义 7.3.2( 局 部 紧 致 拓扑 群 , 紧 致 拓扑 群 ) 设 G 是 一 个 拓扑 群 , 若 其 拓扑 结构 rt 使 G 
成 为 局 部 紧 致 拓扑 空间 , 则 称 G 为 一 个 局 部 紧 致 拓扑 群 , 简 称 局 部 紧 群 ; 若 t 使 G 成 为 紧 至 
拓扑 空间 , 则 称 G 为 紧 致 拓扑 群 ,简称 紧 群 . 
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2. 局 部 紧 群 上 的 Haar 积分 

定义 7.3.3(G 上 的 正 线性 泛 函 、Haar 积分 ) 设 G 是 一 个 T, 型 局 部 紧 群 ,区 (G) 是 G 
上 具有 紧 致 支 集 的 复 值 连续 函数 的 全 体 ,我 们 称 区 (G) 上 的 线性 泛 函 了 为 G 上 的 左 Haar 积 
分 , 若 

(1) FEE(G) ,>0 蕴含 工 记 二 0; 

(2) FEE(G),F 关 0,VaEG 蕴含 1(.f)=I1(f)， 
其 中 f(z) 二 f(ax). 同样 ,可 定义 右 Haar 积分 . 

当 线 性 泛 函 1 既是 左 Haar 积分 ,又 是 右 Haar 积分 时 ,就 称 其 为 G 上 的 Haar 积分 . 显 
然 , 当 G 是 交换 群 时 ,其 上 的 左右 Haar 积分 就 是 Haar 积分 . 

定理 7.3.1( 局 部 紧 群 上 Haar 积分 的 存在 性 ) 设 G 是 Ts 型 局 部 紧 群 , 则 存在 G 上 的 
左 ( 右 )Haar 积分 ; 若 不 计 常 数 因子 ,此 左 ( 右 ) Haar 积分 是 惟一 的 . 当 G 是 交换 群 时 ,其 上 
的 Haar 积分 , 若 不 计 常 数 因 子 , 是 惟一 的 . 

设 G 为 T, 型 局 部 紧 群 ,f:G 一 C 是 G 到 复数 域 C 的 复 值 函数 ,f 的 Haar 积分 (或 左 .或 
右 ) 记 为 


| fa [县 ) 


3. 例子 

例 7.3.1 设 (R" ,十 ) 为 欧 氏 空间 R" 在 加 法 十 运算 下 所 构成 的 T。 型 局 部 紧 Abel 群 ， 
其 上 的 Haar 积分 就 是 通常 的 重 Lebesgue 积分 | .7(z)dm。 

例 7.3.2 设 (G,*) 二 (xi,…,x,},*) 是 rr 阶 有 限 Abel 群 , 则 线性 泛 函 1(f) 一 
工 3 f(zj) 是 G 上 的 ( 左 与 右 )Haar 积分 . 


例 7.3.3 设 (R+,X)==((0, 十 吕 ),X) 为 正 实 轴 R1 在 乘法 X 运 算 下 所 构成 的 T。 型 
局 部 紧 Abel 群 , 则 
| .rp 旦 
及 至 
是 R+ 上 的 Haar 积分 . 


4. 局 部 紧 群 上 的 Haar 测度 

定义 7.3.4(Borel 集 类 ) 设 G 是 一 个 T, 型 局 部 紧 群 ,G 的 开 子 集 、 闭 子 集 以 及 由 开 、 
闭 子 集 的 并 集 与 交集 所 成 的 集合 的 全 体 , 称 为 G 上 的 Borel 集 类 , 记 为 RG). RG) 中 的 集 
(或 是 G 的 开 集 ,或 是 G 的 闭 集 ,或 是 开 集 的 任意 交 , 或 是 闭 集 的 任意 并 ) 称 为 Borel 集 . 
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定义 7.3.5(Haar 测度 ) ”对 于 了 型 局 部 紧 群 G, 若 存在 Borel 集 类 RG) 上 的 一 个 非 负 
实 值 集 函 数 4, 使 得 YEEG) ,满足 

(1) ApCCD) 一 0; 

(2) 对 于 EE XG),j 一 1,2,…, 当 j 关 k 时 Ej 门 E4 二 如 ,有 


中 U 5] 四 SE), 全 生动 
二 1 i=1 
则 称 jp 为 缴 G) 上 的 Borel 测度 . 

车 Borel 测度 jy 满足: 对 于 任意 XEG 与 EEMRG), 有 

jzE) =p(E) (或 wCEr) = 1(E)), 

则 称 j 为 并 G) 上 的 左 平移 不 变 测度 (或 右 平移 不 变 测 度 ) ,也 称 为 左 Haar 测度 (或 右 Haar 
测度 ). 若 j 几 既是 缴 G) 上 的 左 Haar 测度 ,又 是 器 C) 上 的 右 Haar 测度 , 则 称 j4 为 RG) 上 的 
Haar 测度 . 

5. 局 部 紧 群 上 的 Haar 测度 与 Haar 积分 的 关系 


对 于 Ts 型 局 部 紧 群 G 上 的 一 个 Haar 积分 (7. 3. 1) 式 , 若 集合 EE RWG) 是 Borel 可 测 
集 , 且 ACE) 是 已 的 Borel 测度 , 则 对 于 FE 的 “特征 函数 ” 


ly 


Xe(z) 一 | 
0, rE¢E; 


可 定义 已 的 一 个 Haar 测度 
v(E) = | zzcodr， 


此 测度 与 yu(E) 至 多 相差 一 个 常数 因子 csp(E)==cv(E),V EE %G). 
反之 ,对 于 T, 型 局 部 紧 群 G 上 的 一 个 Haar 测度 jy, 可 定义 一 个 Haar 积分 


I(f) = | reodeco， 
其 中 dy 是 关于 测度 jy 的 积分 微 元 . 


6. Haar 积分 的 性 质 


定理 7.3.2( 局 部 紧 群 上 Haar 积分 的 性 质 ) 设 G 是 T, 型 局 部 紧 群 ,若是 G 上 的 
Haar 测度 , 则 
(1) 对 于 G 的 非 空 开 集 OCG, 有 A(O) 二 0; 


(2) 对 于 G 上 的 正 的 具 紧 致 支 集 的 连续 函数 />0, 有 | du > 0; 
(3) w(G) 一 十 co, 当 且 仅 当 G 为 紧 群 . 
定义 7.3.6(Haar 测度 的 模 函 数 ) 设 G 是 一 个 T, 型 局 部 紧 群 ,I 是 G 上 的 Haar 积 


Df 二 
i , 称 A(x) 为 G 的 模 函 数 . 


分 ,对 于 fEE(GC) ,>0 与 TEG, 令 ACz) 一 
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定理 7.3.3( 模 函数 的 性 质 ) 设 G 是 T, 型 局 部 紧 群 , 若 A(z) 一 了 1) 是 G 的 模 函 


数 , 则 


工 ( 亡 ) 


(1) AGCz) 仅 依赖 于 工 ,与 f, 了 无 关 ， 
(2) ACz) 是 G 上 的 正 值 连续 函数 , 且 满 足 ACrz。y) 一 ACz)ACy); 
(3) 每 个 紧 群 G 是 么 模 的 , 亦 即 A(Cz) 一 1. 


习题 7 


1. 在 点 (x,w) 处 ,介质 的 折射 率 为 n(z,w)，, 光 通过 两 点 间 需 时 最 小 的 路 径 就 是 实际 的 光线 ,这 就 是 
Fermat 原理 . 试 将 它 改 述 成 变 分 问题 ( 光 的 速度 与 n(z,w) 成 正比 ). 


2. 


3 


4. 


5. 


常数 . 


8. 


解决 ? 


9. 


推导 泛 函 J(u) = | FCzyy 和 any va)dz 的 Euler 方 程 (7.1.18). 
“0 


. 推导 泛 函 J(w) 一 下 F(zyusw yu dz 的 Euler 方程 (7.1.19). 
a0 


推导 泛 函 J(u) = [tev si dy 抽 Euler 方 程 (7. 1. 20). 
6 


在 捷 线 问题 中 , 求 极 小 值 (2) ,请 利用 对 应 于 P 的 角 % 来 表示 . 


. 试 求 J 一 |wwGe 十 Ce?) 二 dzvu > 0 的 极 小 函数 与 极 小 值 . 


. 试 证 形 如 J(w) 一 | wx(w)dr 的 泛 本 的 极 值 函 数 具有 v 一 op (三 和 ) 的 形式 ,其 中 ce 为 任意 


考虑 泛 函 J(u) 一 [pln)w 十 2g(Cz)uut' 十 r(z)u” 十 2f(z)u 十 2g(zx)u jdz 的 极 值 问题 该 如 何 


考虑 活 函 JGu) = |[G 十 由 十 27(z,y)adzdy 的 极 值 问题 该 如 何 解决 ? 
n 


10. 考虑 泛 函 J(w) = [ra 十 好 十 27GoO]dzdy 十 | [pC 十 2o(s)ujds 的 极 值 问题 该 如 何 解决 ? 
a 


11. 解 固有 值 问题 J() 一 R [pCDww 十 2g(z)we 十 r(z)(w)?]dz 在 附加 条 件 K(w) = 下 ACz)zzdz 一 1 
之 下 的 最 小 值 问题 (等 周 问题 ). 
12. 导出 Jw) 一 上 Gs 一 皮 )dzdy 的 Euler 方程 . 
n 
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